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das Pds-graduacgoes em Fisica
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29 Semestre,/2011

Parte 1 - 10/05/2011

instrucoes:

NAO ESCREVA O SEU NOME NA PROVA. Ela dever ser identificada apenas
através do cadigo (EUFox). '

Esta prova constitui a primeira parte do exame unificado das Pés-graduagdes em Fisica.

Ela contém problemas de: Mechnica Classica, Fisica Moderna, Termodin&mica e Mecénica
Estatistica. Todas as questdes tém o mesmo peso.

O tempo de duragio da prova é de 4 horas. O tempo minimo de permantncia na sala é de
20 minutos.

NAO ¢ permitido o uso de calculadoras ou outros instrumentos eletronicos.

RESOLVA CADA QUESTAO NA PAGINA CORRESPONDENTE DO
CADERNO DE RESPOSTAS. As folhas serin reorganizadas para corregio. Se
precisar de mais espago, utilize as folhas extras do caderno de respostas. Nio esquega de
escrever nas folhas extras o nimero da questdo (Q1, Q2, ou ...} € o seu cbdigo
de identificacio (EUFxxx). Folhas extras sem essas informacdes néo serao
corrigidas.

Use uma folha extra diferente para cada questio. Nao destaque a folha extra.

Se precisar de rascunho, use as folhas indicadas por RASCUNHO, que se encontram no fim
do caderno de respostas. NAOQ AS DESTAQUE. As folhas de rascunho seréio
descartadas ¢ questdes nelas resolvidas serdo desconsideradas.

NAO escreva nada po formulério; DEVOLV A-O ao fim da prova, pois ele serd utilizado
amanhi.

Boa prova!



Ql.

Q2.

Uma bala de massa m é disparada com velocidade v contra um disc. aomogineo de massa
M e raio R, inicialmente parado, que se encontra deitado sobre uma superficie horizontal lisa
sem atrito. Suponha que a bala atinja o disco como indicado na figura e fique retida na
superficie do disco. Considere que o centro de massa do sistema (disco + bala) apés a colisdo
coincide com o centro do disco. Dado: IS, = {-MR’.

(a) Qual ¢ a velocidade do centro do disco apds & coliséio?
(b} Qual & a velocidade angular do sistema (disco + bala) apés a colisdo?

(¢) Qual & a variagio de energia do sistema devido & colisdo?

Uma particula de massa m sob a agio da gravidade g constante estd vinculada a se mover
no interior da superficie de um cone invertido cuja geratriz forma um Angulo a com o eixo
do cone. O vértice do cone esti na crigem e seu eixo ao longo da direglo vertical. O atrito
pode ser desprezado.

(a) Determine a energia cinética e a energia potencial da partfeula. Sugestdo: utilize
coordenadas esféricas.

(b) Escreva a lagrangiana do sistema e obtenha as equagdes do movimento.

(¢) H& grandezas fisicas conservadas no movimento dessa particula? Se hé, diga quais sdo
essas grandezas, argumentando sobre como chegou 4 conclusio de que sio conservadas,

(d) A partir da definigio da hamiltoniana, obtenha sua forma explicita em termos das
coordenadas ¢ momentos generalizados, e compare-a com a energia meclnica da
particula.

{e) Mostre que a particula em questdo pode executar pequenas oscilagoes radiais em torno
de um raio de equilibrio r, e determine sua frequfneia. Compare o valor obtido com a
frequéncia de revolugdo no movimento circulsr.



Q3. Parte I - A figuts abaixo apresenta curvas de emergia em fungiio da distncia r entre os
niicleos para duas moléculas diatémicas denominadas 4 e B. Em cada umn dos graficos séo
apresentados dois estados de energia: o estado fundamental, U;(r), e o primeiro estado
cletronico excitado, [y (r). 3

(a) No caso da molécula A, o que significam r, e r,, indicados nos graficos?

(b) Suponha que a molécula B esteja inicialmente no estado fundamental, mas absorva
entio um féton e passe para o primeiro estado eletromico excitado. O que voct espera
que acontega com esta molécula depois disto?
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Parte IT - A funcio de onda de um elétron do &tomo de hidrogénio no estado 1s & dada por

!ﬂ(r}::’r—agt ™,

onde ag & o raio de Bohr e r é a distAncia do elétron so nicleo.

(c) Calcule a distAncia r mais provavel de se encontrar um elétron no estado 1s.
(d) Calcule (r}, o valor médio de r neste estado.

Q4. Uma partfeuls de massa de repouso m,, movendo-se inicialmente a wins velocidade v = %c.
medida no referencial do laboratério, efetua uma colisBio com um corpo idéntico,

inicialmente em repouso no mesmo referencial. Como resultado da colisio, as duas particulas

combinam-se para formar uma finice partfcula de massa M. Considere a mecknica
relativistica.

(a) Quais 30 0 momento linear e a energia total de cada particula antes da colisio e da
particula composte apis a colisdn?

(b} Qual & a velocidade da particula composta ap6s a colisio?

(c) Qual &€ a massa M da particula composta?



Q6. Considere n moles de um gés ideal mono-atdmico.

[ ]
(a) Usando a primeira lei da termodinmica, expresse a entropia do gas como fungio de T,
V,en
{b) Um ciclo de Carnot corresponde a: 1) uma expansio isotérmica reversivel 4 temperatura
T,; 2) uma expansdo adiabética reversivel até a temperatura T;; 3) uma compressio
isotérmica reversivel 4 temperatura T;: 4) uma compresséio adiabatica reversivel (use a

notagdo da figura). Calcule o trabalho realizado e o calor trocado em cada um dos 4
processos do ciclo de Carnot pera n moles de um gis ideal.

(c) Calcule a eficiéncia do ciclo.
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Exame Unificado '
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29 Semestre/2011
Parte 2 - 11/05/2011

Instrucoes:

e« NAO ESCREVA O SEU NOME NA PROVA. Ela deverd ser identificada apenas
através do cadigo (EUFxxx).

s Esta prova constitui a segunda parte do exame unificado das Pés-graduacbes em Fisica.

Ela contém problemas de: Eletromagnetismo, Mecanica Quantica, Termodindmica e
MecAnica Estatistice. Todas as questdes tdm o mesmo peso.

» O tempo de duragio da prova & de 4 horas. O tempo minimo de permanéncia na sala é de
90 minutos.

e« NAO é permitido o uso de calculadoras ou outros instrumentos eletrimicos.

+« RESOLVA CADA QUESTAO NA PAGINA CORRESPONDENTE DO
CADERNO DE RESPOSTAS. As folhas serio reorganizadas para corregio. Se
precisar de mais espago, utilize as folhas extras do caderno de respostas. Nao esquega de
escrever nas folhas extras o namero da questdo (Q1, Q2, ou ...) e o seu codigo
de identificagio (EUFxxx). Folhas extras sem essas informagbes no serio
corrigidas.
Use uma folha extra diferente para cada questéio. Néo destaque a folha extra.

s Se precisar de rascunho, use as folhas indicadas por RASCUNHO, que se encontram no fim
do caderno de respostas. NAO AS DESTAQUE. As folhas de rascunho serdo
descartadas e questdes nelas resolvidas serfio desconsideradas.

s NAO é necessario devalver o Formulério.

Boa proval



Q6. Em ume fébrica de chocolate em pé, utilize-se tubulaghes com ar comprimide para mover o
chocolate em pd entre diferentes setores. Entretanto, com o atrita, o chocolate acaba ficando
eletricamente carregado, de tal forma que temos uma densidade volumétrica uniforme de
cargas positivas p dentro da tubulacio de ralo B. Suponha que os tubos sdo condutores e
encontram-se aterrados, e que a constante dielétrica do ar ndo & alterada pelo chocolate em
po.

(a) Calcule o campo elétrico dentro e fora da tubulacio, considerando que este &€ um
cilindro muite longo.
- (b) Calcule o potencial elétrico dentro e fora da tubulagdo. Tome V = [ na parede do tubo.

(c) Eshoce o grafico do campo elétrico e do potencial em fungio da distdnecia ao eixo da
tubulagio.

(d) Se o campo elétrico for maior que um certo valor B, podemos ter o rompimento da
rigidez dielétrica do ar, resultando nume fafsca elétrica. Como o chocolate em pé &

muito inflamével, uma faisca no interior da tubulagio poderia cansar uma explosfio.
Determine qual condicio a tubulacBo deve satisfazer para evitar este risco.

Q7. Um plesma pode ser pensado como um gés cléssico (néio relativistico) de fons positivas e
elétrons. Estamos interessados inicialmente na interagio de uma onda eletromagnética com
0s elétrons livres deste plasma, j& que estes tém massa muito menor do que os fons positivos.

(2) Para uma onda eletromagnética harmdnica transversal, seu campo elétrico £ pode ser
expresso na forma:

B= alli{i;-u]_

Mostre que nas operagdes envolvendo V' este operador pode ser substituido por if:, ¢ as
derivadas temporais £ por —iw. Reescreva as equagdes de Maxwell usando estes fatos.

Considere que & onda harménica se propaga na diregio z e suponha que o nimero médio de
elétrons por unidade de volume do plasma € n.
(b) Mostre que a densidade de corrente induzida pelo campo elétrico da onda é

<+ .ne

J'=:—-E",
mi

onde e e m sio, respectivamente, a carga e a massa do elétron, e w & a frequéncia da
onda. Justifique cuidadosamente suas hip&teses,

(o) Partindo das equagdes de Maxwell, obtenha a relagio de dispersio w(k) para a
propagacio da onda.

(d) O plasma admite a propagagic de ondas com quaisquer frequéncias? Justifique sua
TESpOStA.



Q8. Seja a fungio de onda de uma particula em uma dimensgo, dada por ¥(z,¢). A densidade de
probabilidade p(z,t) & definida como p(z,t) = (2, )¥(z,t). O valor de p(z,t) pode mudar

no tempo devide ao fluxo de probabilidade saindo ou entrando na regido, que se ﬁode
EXpressar como uma equagio de continuidade,

dp _9§
8 8z’

onde j(r,t) & a densidade de corrente de probabilidade.

. () Dada & cquaglo de Schrodinger,

v [-A? &° ‘
_— HEF'FV{I)!‘I‘ .

escreva a derivada temporal de p(z,t) em termos de ¥, ¥° e suas derivadas espaciais.
(b) Obtenha a forma explicita de j(z.t).

(c) Ache a equaciio relacionando a derivada do valor esperado da posigio, d:([:}, com a

valor esperado do momento (p). Dica: use integragdo por partes e assuma que as

Jungdes T emdemudu,— lrﬁounmﬁiﬁtamaisrﬁpﬁadoque-:-:-.

Q9. Seja o seguinte hamiltonianc representativo de um sistema [isico:
H = hwy(d'd +1/2) .

Os autoestados deste hamiltoniano séio denominados |n), sio ndo-degenerados e satisfazem
N|(n) = n|n), onde n & um nimero inteiro e N = d'a.

(a) Assuma que os operadores 4 e 4' obedecem & relagio de comutagio [4,d"] = 1. Mostre

que os estados d|n) e 4'|n) sfo antoestados de N, usando as relagbes de comutacdo.
Determine os autovalares correspondentes a estes estados, n' e 0, respectivamente.

(b) Dedo que todos os estados |n) sio ndo degenerados, determine a constante de
proporcicnalidade entre os estados d|n) e o estados |n') encontrados no item (a). Dica:
lembre que todos os estados sdo normalizados. Assuma que o valor esperado do
hamiltoniano em qualquer de seus autoestados seja positivo, {H) >0, e que 4|0) =0
O que se pode concluir sobre o nimerc de estedos [n): ele & finito ou infinite?

(c) Assume agora que os operadores & e &' obedecem & relagio de anticomutagao
{4} = a4’ + &li = 1. Mostre que os estados d|n) e &'|n) sio autoestados de N,
usando as relacdes de anticomutagio, e determine os autovalores n' e n'
correspondentes a estes estados. Dado que todos os estados |n) sio nio degenerados,
determine a constante de proporcionalidade entre os estados d|n) e esses estados |n').
Dica: lembre que todos 0s estados sio normalizades.



(d) Assumindo, como no item (c), que os operadores @ e d' obedecem 4 relagio rde

Qio.

anticomutacio, que o valor esperado do hamiltoniano em qualquer de seus autoestados
sejs positivo, (H) >0, e que &|0) =0, isto implica que o nimero de estados |n) &
finito. Quais s&o estes finicos estados |n) nfo nulos neste caso?

A lei de Stefan-Boltzmann diz que a densidade de energia total do campo eletromagnético
dentro de uma cavidade em equilfbrio térmico € dada por

u(T)=aTl*,
onde g ¢ uma constante.

(a) Podemos derivar a lei de Stefan-Boltzmann usando argumentos termodinfAmicos.
Sabendo que, em equilibric termodindmico, a densidade de emergin da radiagio
independe do material que forma as paredes, podemos concluir que qualquer varidvel
extensiva da radiacio em uma cavidade deveré ser proporcional ao volume da cavidede
e depender apenas da temperatura. Em particular, a energia interna ¢ a cntropia da
radiagio serio U=u(T)V e §=28(T)V, respectivamente. Podemos usar o©
eletromagnetismo cléssico para calcular a pressio de radiagio nas paredes da cavidade.
Ela tem a forma de P =1, Usando essas informagdes e & primeira lei da
termodinimica, demonstre a lei de Stefan-Boltzmann.

(b) Agora obtenha esse resultado usando fisica estatfstica, assumindo que a radiagio
eletromagnética & um gés de f6tons.
i. Calcule a fungo de partigio, Z, e mostre que o nimero médio de fotons com
energia ¢; €

- o N0 ]
£ 8 o P

1
onde Iﬁ_ﬁl
ii. Obtenha a lei de Stefan-Boltzmann. Vocé pode usar que o niimero total de fotons
por unidade de volume e frequéncia entre [w,w + dw] é dado por.

glw)dw = u% :

onde x & uma constante @ ¢, = fw & a enargia de um f6ton.
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Nao escreva nada neste furmuhiriu._ Devolva-o ao fim do primeiro dia de pmﬂ




Constantes fisicas

Velocidade da luz no vicoo
Constante de Planck

Constanite de Wien
Permeabilidade magnética do vicuo

Permissividade elétrica do vacuo

Constante gravitacional

Carga elementar

Massa do elétron

Comprimento de onda Compton
Massa do priton

Massa do néutron

Massa do déuteron

Massa da particula
Constante de Rydberg

Raic de Bohr

Constante de Avogadro
Constante de Boltzmann
Constante molar dos gases
Constante de Stefan-Boltzmann

Raio do Sol =
Raio da Terra
Distancia Sol-Terra

]

1]=10" erg

Constantes numéricas

6,96x 10° m
6,37x10° m
1.50x 10" m

1eV=160x10""]

c=3,00x10° m/s ¢
h=663x10"" Js=4,14x107% eVs
he = 1240 eViom
W =2898x10"° mK
po=dmx1077 N/A? = 12,6x107" N/A?

1 12
=— _ =R/85x10°2F
€0 3 8.85% /m

- 8,99x10° Nm?/C?
4meg

G =6,67x10"" Nm?/kg’
e=160x107" C
me = 9,11x10™* kg = 511 keV/c?
Ao =243x107% m
m, = 1,673x107% kg — 038 MeV/c?
my = 1,675x10°% kg = 940 MeV/c*
ma = 3,34x1077 kg = 1.876 MeV /’
M, = 6,645 107 kg = 3.727 MeV /c*
Rp=110x10" m™", Rghc=136eV
ap = 520%107" m
Ny = 6,02%10* mol™*
ks = 1,38x10"% J/K = 8,62x10~° eV/K
R=2831 Jmol™* K™
o=56Tx10"* Wm?K™*

Massa do Sal
Massa da Terra =

1,99x10™ kg
5,98 %10 kg

73,142 In2 = 0,693 cos(30°) = v/3/2 = 0,866
e=2718 In3 = 1,009 sen(30°) = 1/2
1/e = 0,368 In5 = 1,609
log,q © = 0,434 In10 = 2,303



Mecanica @) ‘ssica

dL ' 1 #
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Eletromagnetismo

- o8 ’
fE-d£+EfB~dS—U VE+ =0
j{D-dS:Q:]pdV VD=p

. 8 aD
fH-d!—EfD-dS=I=fJ-dS vxH- 2 =3
D=egE4+P=cB B = po(H + M) = pH
j{P-ds= -Qp V-P=—pp fM-df: Ine VxM =y
Vwr[E-df E=-VV di = TG B=VxA
4irr?
dE:Lﬂié.. cllf"==Lﬂ F = ¢(E + vxB) dF = 1dixB
dreg T dney T
J=qE v-J+%§=u
u=(DE+BH) S=ExH A=&/!ﬁ
2 d r
(p=ﬂ,J=D}#‘3”E=p¢§—§- nysenfl] = ngsend,
Relatividade
1 a
= SR o =z —V =y (t—Vz
¥ Ve 1{z - Vi) t = z/c*)
oAM=V i - v
%= VP YT Ve T TS Vald)

E=md =qmel =mo® + K E=/({pc) + (mec?)?  p=rymev



Mecéanica Q: ntica

o OW(xt)
lﬁ- '—§£— = H*(I,t)

s | o

2
P—T aI

)

Ly =L, +il,
Ly=zp, —yp:

ED = (nliHln)

(70
]
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q;

Fisica Moderna

=
R
Rr =oT*

h
A’—}.=E(l——maﬂ}

%, p=] = 1k
gn) =vain-1), an)=vaFip+1)
LyYen(0,9) = BVl + 1) — m{m £ 1) Yaus1(0,0)
T AT

e W"_“f!_i%; . -z _E"gﬂli‘)_

a=( ) o= 7). = 2)

Buliinl B, = g2 helu
A n?
Apsad = b L=mvr =ubk
nA = 2dsen @ Ax Ap > h/2



Termodinamica e Mecanica Estatistica

U =TS—PV+uN all = TdS — PaV + udN ;
F=U-T8 G=F+ PV
H=U+ PV S=U-T5—uN=—pV
dS =dQ/T SAT — VdP + Ndx =0
2=y et vd (E)H’d (f)+Nd(E) =0
z T T T
Z(TVN) = fdﬂﬂ_ﬁﬁm F(T\V\N) = —kyT'ln Z(T,V,N)
1 dinZ
f= BT U(T,V\N) ™ ol

=(TWVa) =Y f dQu BN (T V) = —kaTInE(TV,u)
N

S=kpln0 J(p) = £(z(p)) — 2(p)p (tcanst. de Legendre)

PV =nRT, U=CyT PV = constante, = Cp/Cy =1+ R/Cy
1 1

Feole) = =7 feele) = oy —3

au) ( as (EH) (35‘ )
Cy=]— =T1 — Cpe={ — =T —
r (w VN ar ViN i aTI PN m‘l P.N



Resultados n’ .ematicos titeis:

o L]

res 1L.3.5...(2n+1) x i k.
[ dr = 2 (3) > =1i-a. (<)
f L = In(1 - 1/u) e = cosf+isend
u(u—1)
IL =in(z+ VA Eal) InNl = NlnN — N
(a? + 22)'?
du 1 l4u P n!
.[l—u?:ih(m) fa e =5 (paraa>0)

zz—l
j:‘ dz = (1 -2"%) T(z) {(x) (para = > 0)

e 41

[[ELe=-r@e  weosy
1]

e —1
] sen{mz) sen(nr) dz = adp . f cos{mz) cos(nz) dr = Tl

dV =pdpdédz dV = rdrsend df d¢

1 3 f3 i
Yoo= = Yig= 4—',0033 Yia=7F g;af'.nﬂe“"
Yag = i(ﬂl‘.’cﬁtﬂ'-—l) Y -F ESEIIHCOGEQ*“ Y; =T imiﬂeiﬁii

L0 V 167 k1 v B e "' o
Pz} =1 Pi(z) == Py(z) = (32* — 1)/2

Solugdio geral para a Eq. de Laplace em coordenadas esféricas, com simetria azimutal:

V() = Y (A + ) Picost)
=0



Coordenadas cartesianas

9A, A, OA,

L
o - e (- ) (354
w=g—ia,+%a#+%£a, Vif = i’h%{ g";;
Coordenadas cilindricas
oa-lled) 104, o
o[- - o [0 3e
Vimgtt gt it V=55 (05) ot o
Coordenadas esféricas
a3 Lt Lo

1 senfA,) 1 94,].
vx&z[rmﬂ ae  rsend Hq:]e"

1 8A, 18(rA,)]. [18(rds) 184,].
+[;ma¢—; ar ]*’**[: ar ro0)™

10f L af.
Vi —ér-!'——*‘ée rﬁﬂnﬂ'ﬁ_-lpe"

af 1 8 af 1 @f
Vi rﬂar (’nar) Mr=YE") (‘maﬁﬁ) T e 02
Teoremas do Calculo Vetorial

fﬁms = f (V-A)dV ){ Adf = f (VxA)-dS



