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Respostas esperadas

Parte 2

e Estas sao sugestoes de possiveis respostas.
Outras possibilidades também podem ser consideradas corretas, desde que equivalentes as res-
postas sugeridas abaixo.



Q6. a) Pela lei de Gauss, de maneira geral, sabemos que:

j[E“-dg:q—V, (9)
S

€0

onde a integral ¢ feita sobre a superficie S' de uma regiao V' e gy ¢ a carga total contida em V.
Tomaremos, nessa questao, regioes esféricas de raio r centradas no centro da esfera isolante.
Por simetria, o campo elétrico apontara sempre na dire¢ao radial, ou seja, £ = ET.

i) Campo elétrico para r < a: Neste sub-item, escolhemos regides esféricas de raio r < a,
representadas pelas linhas pontilhadas na Fig. 2. Desta forma, a carga em V é

qv = pV,
Amp o
= —7°.

qv 3

Aplicando a Eq. (9) e usando que o campo elétrico é radial

4
dmp s

Edmr? =
wr e

Portanto, a magnitude do campo elétrico sera dada por

Ezir.

360

ii) Campo elétrico para a < r < b: Neste caso, as regioes esféricas tem raio r tal que a < r < b,
como mostrado na Fig. 3. A carga total contida em V' é gy = Q. Aplicando a Eq. (9) e usando
que o campo elétrico é radial

Fdnr? = =,
€o
Portanto, a magnitude do campo elétrico sera
E= ¢
Aregr?’

iii) Campo elétrico para b < r < ¢: Nesta regidao, queremos o campo elétrico dentro de um
condutor em equilibrio eletrostético (veja a Fig. 4), que sempre se anula. Portanto,

(iv) Campo elétrico para r > ¢: Agora, as regioes esféricas tem raio r > ¢, como mostrado na
Fig. 5. A carga contida em V é ¢y = Q). Aplicando novamente a Eq. (9) e usando que o campo
elétrico é radial

E4mr? = Q
€0
Portanto, a magnitude do campo elétrico sera
E= 9
4egr?
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Figura 2: Regidao V no caso (i) r < a. Figura 3: Regiao V no caso (ii) a < r < b.

- -

Isolante

Condutor

Figura 4: Regiao V no caso (iii) b < r < c. Figura 5: Regiao V no caso (iv) r > c.

b) Em todo condutor em equilibrio eletrostatico, a carga liquida se distribui na sua superficie.
Vamos denotar por ¢; a carga induzida na superficie interna do condutor (r = b) e ¢, a a carga
induzida na superficie externa do condutor (r = ¢). Como dentro do condutor temos E = 0,
aplicando a Eq. (9) a uma regiao como as do item (a)(iii) (raio r, tal que b < r < ¢), a carga
total em V nesse caso é nula. Portanto,

qv = Q+q=0
=>q = —Q.

Como, por simetria, a carga se distribui de maneira uniforme na superficie, segue que a densi-
dade de carga induzida em r = b é

. Q
4mb?’

Como o condutor estd descarregado, por conservacao de carga, temos que

o1 —

Qcondutor =0 = Q1+ Qo
G = —q

Usando novamente que, por simetria, a carga se distribui de maneira uniforme na superficie, a
densidade de carga induzida em r = ¢ é

Q

Amc?’
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¢) Esbogo do gréfico E x r:

~1/r?

o= -

b ¢

Figura 6: Esboco do grafico E' x r.



Q7. a) Pelo formuldrio podemos ver que no véacuo (onde p = 0 e J = 0), as equagoes de Maxwell
sao dadas por

V-E = 0; (10)

V-B = 0; (11)
, OB

V x FE = —E, (12)
_ OF

VxB = MO@E; (13)

Tomando o rotacional da Eq. (12) temos que

Vx(VxE)—l—Vx(%—?):O. (14)

Utilizando a primeira identidade vetorial dada no enunciado juntamente com a Eq. (10), po-
demos re-escrever o primeiro termo do lado esquerdo da equagao acima como

Vx(VxE)=V(V-E)=V[E =-V?E.
Desta forma a Eq. (14) pode ser re-escrita, trocando a ordem das derivadas parciais, como
—V2E+2(VX§) —0
ot -

Utilizando a Eq. (13) obtemos a equacao da onda para o campo elétrico

0’E

V2E = ppeg——.
Ho€o o2

Tomando agora o rotacional da Eq. (13) temos que

V x (V x B) — poeoV X (%—f) =0.

Utilizando a primeira identidade vetorial dada no enunciado juntamente com a Eq. (11) e
trocando a ordem das derivadas parciais, podemos re-escrever a equag¢ao acima como

—VQE — ﬂoﬁo% (V X E) =0. (15)

Finalmente, utilizando a Eq. (12) no segundo termo da Eq. (15) obtemos

S 8B
2p _
VB = uy€o ETER

b) A equagao de onda para uma fungao f(7,t) se propagando com velocidade v é dada por

10%(7t)
: |

V2f(Ft) = s (16)
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Comparando com as Eqgs. (15) e (16), notamos que a velocidade de propagacao de EeBé
dada por

1 1
2 v/ Ho€o

=c. (17)

¢) (0,2 pontos) Supondo que E aponte na direcao z e se propague na direcao Z, podemos
escrever que

— EO ei(szwt):i, : (18)
— BO ei(szwt)g ) (19>

o

O campos “fisicos” podem ser escritos como (supondo Ej e By reais)

E} — Re(E) = Ey cos(kz — wt)i, (20)
By = Re(B)= By cos(kz —wt)j. (21)

Essas solugoes, de fato, satisfazem as quatro Egs. (10-13) desde que w = ck, como pode ser
verificado. De maneira geral, a dlregao de E 6 arbitraria, desde - que seja perpendlcular a z
Uma vez fixada a direcao de E B tem que ser perpendicular a E e Z. Os médulos de E e B
sao:

E = Ejcos(kz —wt),
B = By cos(kz —wt).

d) Tomando a divergéncia da Eq. (13) temos
B 0 .
V-(VXB)— Hoco - (v E)ZMOV-J. (22)

O primeiro termo se anula pela segunda identidade dada no enunciado. Usando a Eq. (10)

+V-J=0

ot

Esta equacao expressa a lei de conservacao da carga: em sua forma integral, ela implica que a
taxa de variacao temporal da carga total incluida em uma regiao espacial fixa é igual ao fluxo
de corrente elétrica entrando pela superficie que delimita a regiao.



Q8. (a)Das relagoes fornecidas

R N Bh
H|%) = —yBS. %) = F1—|)

Portanto, |+) sdo auto-vetores do Hamiltoniano com auto-valores dados, respectivamente, por

Bi=Fo

(b) De maneira geral,
0 (1)) = [ere™ P ) 4 e P )]

onde c4 sao coeficientes determinados pelas condigoes iniciais. Usando as expressoes dos auto-
valores do item anterior

[ (6) = [ere™ |4 + e H )]

Em ¢t = 0 temos ]

[ (t=0)) = et [4) + e [2)] = —= [+ -],

S

2
donde ¢y = —c_ = 1/+/2. Portanto,

(¢) A média de S; é dada por
($) =@ OIS v ®)
Utilizando a [¢ (t)) obtida no item anterior

Sl () = 8o

Silw(®) = Sy [ 14y —e )]

Slw(t) = 8.



Finalmente,

WIS 0) = [ = e F ] D [ F ) - )
= —gcos(vBt)
WIS O) = 2= [ = e ] i [ ) e )
= %_Lsm(th)
W @150 (1) = %}a”ﬂw—w (1] 5o [ 14 + e )
= 0
<x> = —lcos(yBt)
<y> = Lsin(yBt)
(5) - ¢
(d) Queremos t tal que
[ O) = ),
=] = s [ F - )

onde usamos o resultado do item (b).

+328¢

e 2 :1:>7t:2n7r

Por inspecao nota-se que a condicao a ser satisfeita é

vB

(n=12,...).

O menor valor de t corresponde an =1




Q9. a) Em qualquer outro referencial S, o intervalo invariante tera o mesmo valor
As? = (Az) + (AY)” + (AZ) = & (AY).

Se nesse referencial os eventos ocorressem no mesmo ponto do espaco, Az’ = Ay’ = Az =0

, 2 . . . ~
e terfamos As? = —c? (At')” < 0, o que contradiz o enunciado. Portanto, esse referencial nao
existe.

b) Como o intervalo invariante é positivo
Az? + Ay? + A2 > AN

Supondo a propagacao de um sinal com velocidade V entre os eventos, teriamos Az = V,At,
Ay = V,At e Az = V,At. Levando na desigualdade acima

(V2 + V] +V2) A > AL
Assim, terfamos V2 + V;f + V2 =V?> % Portanto, o sinal teria que se propagar com uma

velocidade maior do que a da luz, o que é impossivel.

¢) (i) Como o relégio estd em repouso em S', Az’ = Ay’ = Az’ =0 e As®> = - (At')* < 0. O
sinal é negativo.

(i) Observados no referencial S, os eventos sao tais que Az = V,At, Ay = V,At e Az = V,At.
Logo,
As® = (V2+ V2+ V2 AL — FAE = —c* (AY)?

onde usamos que o valor do intervalo invariante nao depende do referencial. Segue que

2
At’:\/l—V—QAt.
C

d) (i) No referencial de laboratorio S, a separacao espacial entre os eventos é a distancia entre
F e D e a separacao temporal é o tempo que a particula leva para viajar entre um e outro

(ii) No referencial da particula, os eventos ocorrem no mesmo ponto espacial e a separagao
temporal entre eles pode ser obtida usando o resultado do item (c)(ii)

/ V2 (L
A$,:0 € At/: 1-g(v)

(iii) Do ponto de vista de S’, L' = VAt pois F' e D (e o refencial S) se movem com velocidade

—

—V. Usando a expressao para At’ obtida no item anterior

2
L'=1/1- V—L.
\ 2




Q10. a) A funcdo de particao é obtida somando sobre todos os estados do sistema com o peso de

Boltzmann ® (% gng ) 5
Z:TI'G_BH:/ / t pexp _ﬁ p_+mw r ,
oo ) D 2m 2

onde 7! = kgT. Usando
/ dre ™" = E,
o a

obtemos
T [2m 2
7 = =] —
h\ BV pmw?
7 — 27Tk’BT o k’BT
 hw hw

b) Como os osciladores sao independentes, o nimero médio n(z)dzx pedido é igual a 3N vezes
a probabilidade de um oscilador ter sua posicao no intervalo considerado. Esta probabilidade,
por sua vez, é igual ao peso de Boltzmann integrado sobre todos os valores de momento linear,

donde
_ 3Ndx [* dp P mwia?
n(e)de == /Jexp [‘ﬁ (%* 2

[ m mw?a?
dr = 3Nwd - .
n(z)dx wdzy [ o T exp( 2k3T>
c) A energia potencial média por oscilador é
1 [ [ mw?s?
Uy = 3_N/—oo< 5 )n(:v)d:v
m > mwsz mw?x? J
= w exp [ — x
27k T P\ 2ksT
B /2]{:BT
B 27TkBT mw?
2

Usando que [~ z2e™" = \/7/2,

Esse resultado é o esperado pelo teorema da equiparticao, que diz que o valor médio classico
de cada grau de liberdade quadratico da Hamiltoniana (como a energia potencial) é kT /2.

d) Temos que

mw?z: kT To k‘BT
5~ o /=g wd
Para os dados fornecidos
f~0.03=3%.




