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e Estas sao sugestoes de possiveis respostas.
Outras possibilidades também podem ser consideradas corretas, desde que equivalentes as res-
postas sugeridas abaixo.



Q1. (a) Da componente da segunda lei de Newton na direcio vertical (orientada para cima), a
queda é descrita por

dv dv v du t
F=m—=— —k —_— = k = — dt’ 1
mdt mg mu = 7 (9 + kv) = N /0 , (1)

onde usamos a condi¢ao inicial de que o corpo parte do repouso. Usando

1
/ de_ _ —In(az +b),
a

ar +b

v / t
L/ dv /=—1/4ﬁ’:>h1(g+km)::—kt 2)
0o gt+kv 0 g

Invertendo a ultima relacao

segue que

v(t) = % (e™ —1). (3)

Como v(t) < 0 (corpo em queda), o médulo da velocidade é

p(t)] = =2 (e —1) = L (1 =),

k
(b) A velocidade terminal v, é obtida tomando-se o limite ¢ — oo na Eq. (3)
Vterm = }LI& k (6 ]-) - k? = |Uterm| k’

(c) A posicao vertical do corpo é obtida integrando mais uma vez a Eq. (3)

d k z t , k —kt 1
v = Z—g(ekt—l)j—/ dz’:/(ekt—1>dt’:>—zz—6—+——t,
9 Jo 0 k

T Atk q k
donde
2(t) = % (1—e™)— %t (4)
(d) Das Egs. (3) e (4),
__v_9
ko k

Eliminando ¢ usando a Eq. (2), encontramos a expressao procurada

Alternativamente, da Eq. (1)

a= % = —(g+ kv)
Mas
% = %Z—Z :% = vdv=adz = —(g+ kv)dz.
Logo
v / z v z
_/0 g—fk:v’dvl:/o dz' = gln(g+k1;/‘v)—kv . 220,
onde usamos o resultado [ i do = %W Segue que



Q2. (a) Seja um sistema cartesiano de coordenadas com x na horizontal orientada para a direita
e y na vertical orientada para baixo e com a origem no ponto de sustentacao do péndulo
superior. Sejam (z1,y1) e (x2,y2) as coordenadas cartesianas das particulas de massas my e meo,
respectivamente. Entao,

xr1 =1y sin 60y, y; =lycosby, xo=1;sin 6+ 1y sin by, 1y =1y cosb + lscosbs.
donde

T = llél cosby, T9= 116’1 cos 0 + 1292 cos 05,
7 = —l101 sin 0y, 1o = —116; sin O — [0, sin O,.
A energia cinética da particula 1 é
T, = % (&3 +97) = % <l%9f cos? 0y + 126? sin? 91> = % 1262,
Para a particula 2
x% = l%é’f cos? 0, + l§8§ cos? 0y + 211l29192 cos 61 cos 0y,
yg = 1%9% sin? 0, + l%@g sin? 0 + 2l1l29192 sin ¢ sin 65,
donde
T, =

(@ ud) = 5 [l%@% 1202 4 201150, 05 cos(0; — 92)}

A energia cinética total é

(b) A energia potencial é

V = —mi1gy; — Magys = —mlgll COS 91 — Mag (ll COS 91 + l2 COS 92) .

(c) A Lagrangiana ¢ L =T -V

my

L = o (lfef + 2gly cos 01>
+ % [Z%Q% + 1202 + 21115010, cos(0; — 05) + 2g (I cos 01 + 15 cos 92)] )

(d) As equagbes de movimento sao as equagoes de Euler-Lagrange

d (0L oL ,

Temos para 1 =1

oL -

87 = —(m1 + mg)gll sin 81 — m211l29102 sin (91 — 02),
1

oL . .

87 = (m1 + m2)1101 + m211l292 COS(Ql — 92),
1



d (0L . . . . .
E <£) = (ml —+ mZ)l%QI + m2l1l202 COS(Gl - 02) - m2lll292 sin (91 - 02)(91 - 92)7
1

e para ¢ = 2

L ..
27 = —mgglg sin 62 -+ m2l1l29192 sin (61 — 92),
2
L . .
a—. = mglgeg + m2l1l201 COS(Ql - 02),
00,
(S
d (0L . . o .
— | — | = m2l26’2 — mgl1l291 S11 (01 — (92)(91 — 02) + m2l1l201 008(01 - 02)
dt \ 06,
As equagoes procuradas sao, portanto,
(ml + mg)(l%é’l + gll sin 91) + mglllg[ég 008(01 — 62) + 03 sin (61 — 02)] = 0,
meo [1392 + glg sin 92] + m2l1l2 [91 COS(91 — 92) — 6% sin (01 — 92)] = 0.



Q3. a) A Hamiltoniana do oscilador isotrépico é
H:L(p2+p2+p2)+m_u’2(x2+y2+zz)
2m v Y TF 2 ’

que corresponde a soma de 3 osciladores unidimensionais independentes, um para cada direcao
cartesiana. Como os osciladores sao independentes, os auto-estados do sistema sao dados pelo
produto tensorial (ou Kronecker, ou externo) dos auto-estados de cada oscilador

’n17n27n3> = ‘n1> ® ‘n2> ® ‘77/3> ’

onde n; = 0,1,2,...(i = 1,2,3 = x,y,2) e |n;) s@o os auto-estados do oscilador harmonico na
direcao 7. As auto-energias sao a soma das auto-energias dos 3 osciladores independentes

3 3
E, = (n1+n2+n3+§)hw5 <TL+§> hw,

onde definimos n = ny + ny + n3, que é um numero natural arbitrario.

b) E, = %hw corresponde a n = nj; + ny + n3 = 2. Esta ultima equacao pode ser satisfeita
por (ny,n2,n3) = (0,0,2) e suas permutagoes (0,2,0) e (2,0,0) e por (ny,n2,n3) = (0,1,1) e suas
permutagoes (1,0,1) e (1,1,0), correspondendo a uma degenerescéncia total de 6.
c) Os valores possiveis de serem medidos s@o as auto-energias F,. A probabilidade de se medir
a auto-energia FE, ¢é

P, = Z 5n,n1+n2+n3’<n17”27”3|¢>|2‘

ni,n2,n3

Os tnicos valores com probabilidade nao nula de serem medidos nesse caso sao

3 >
(0+0+1—|—§)hw = Ehw:El

3 5
(0+1+0+§)ﬁw = §hw:E1
3 7

A probabilidade de se medir £y = (5/2)hw é
1€0,0,1[0)[* + [{0,1,0[¢)|* = 1/2 + 1/4 = 3/4.
A probabilidade de se medir £y = (7/2)hw é
0.1 1[w)[* = 1/4.

d) O resultado da medida foi E;. O estado logo apés a medida é a projecao do estado |1) no
auto-sub-espaco de Fy, ou seja,

W(t > 0)) = a (%IO,O,D + %|o,1,o>) ,

onde a é uma constante de normalizacio. Normalizando o estado, acha-se |a|*(1/2 + 1/4) =

1= a=2/V3. Assim,
2 1



Q4. (a) Fazendo a mudanca de varidveis v = 2T, na expressio para a densidade de energia, fornecida
no enunciado, obtém-se

u(T) = T* /Oo 2 f(x)dw. = KT,
0

onde K é uma constante independente da temperatura. Como u tem dimensao de energia
por unidade de volume, segue que K tem dimensao de energia por unidade por unidade de
temperatura absoluta a quarta poténcia ou

[E] _ m

K] = 3551 = 15

onde m tem dimensao de massa, [ tem dimensao de comprimento, ¢ tem dimensao de tempo e
k tem dimensao de temperatura absoluta e usamos que [E] = mi?/t2.

(b)
(i) O fator 87;3”2 dv é nimero de modos normais de vibragao do campo eletromagnético, por
unidade de volume, com frequéncia no intervalo [v,v + dv].

(i) Se hv < kgT, exp(hv/kgT) ~ 1+ hv/kgT e a distribuicao de energia é

hv hv B

(hv/kpT) _ 1~ _hv
e 1 T

kgT.

(iii) O resultado obtido no item anterior é o que seria obtido utilizando um tratamento cléssico,
via o teorema de equiparti¢do para osciladores cldssicos: kgT'/2 para cada termo quadrético na
energia, termo cinético e potencial harmonico.

(¢) Determinamos primeiramente tp. Escrevendo, de maneira geral,
tp =GP &
e levando em conta que
[G] =Pt?m™Y B =mlPt™ [ =1t"",

obtém-se
l3a+26+’ym—a+ﬁt—2o¢—ﬁ—’y — ¢

Logo, « = f =1/2 e v = —5/2. Portanto,

A distancia de Planck é
l P = ct P = —_—.
De maneira similar, para a massa de Planck

[3at2B+y,, —atBy—2a—F—y _ mp,

que fornece a« = —ff = —1/2 e v =1/2. Logo,

he
mp = —_—.

G



A temperatura de Planck pode ser determinada fazendo a razao entre a energia de Planck,
mpc?, e a constante de Boltzmann

Tp=—2" = |
P Tk Gk,

Utilizando os valores numéricos das quatro constantes fundamentais, h, ¢, G e kg

tp= 107 s Ipx~107% m; mp~10"% kg, Tp~10%% K.



Q5. (a) A conservagdo de energia interna leva a

(K + mHgOCHQO)(Teq - Tamb)

My Cy (T — Teq) = (K + mHzOCH2O)(Teq = Tamp) = ¢ = mg (T, — Teq)

(b) Usando os dados fornecidos e as férmulas de propagacao de erros do formulério

(30,0 + 50,0 x 1,0)(27,8 £ 0,1 — 25,0 £ 0,1)
200(37,8 — 27,8 £ 0,1)
L 28%0.14
10,0 £ 0,1

2.8 +0.,14 0,142 0.1\?2

SO =T 098 |14/ 222 il

10,0 £ 0,1 0, 8[ \/( 2,8> + (10,0)
— 028 [1i¢25><1o—4+10—4}

— 0,28 14 v26 x 10—4}

0,28 [1+5,1x 1077
0,28 4 0,014.

Cr =
= 0,40

A fracdo acima é

Finalmente,

¢, = 0,40 x (0,28 +0,014)
¢, = (0,112+£0,006) cal/(g°C).
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Q6. a) O elemento de carga d@ do anel produzird um campo dE no ponto P, como mostrado na
figura. O médulo deste elemento de campo elétrico é

dE = de
" Awegr?’
z
A
dER 1
\\P
1
A
: N
Z \
tyaN
1, .
A\Y
-_————
40 X

A componente deste elemento de campo elétrico perpendicular ao eixo z é cancelada pela
componente perpendicular ao eixo z produzida pelo elemento de carga situado na posicao
diametralmente oposta do anel. Ao somar os elementos de campo elétrico devido a todos os
elementos de carga do anel, apenas sobrevivem as componentes na direcao do eixo z,

Somando todas as contribuicoes dos elementos de carga do anel, obtemos

Q= . Qz
=2

E=:z :
“dmeor 4reg(R? + 22)3/2

b) O potencial elétrico devido ao elemento de carga d@ no ponto P é

dQ

Amegr

dV(z)

O potencial devido a todas as contribuigoes dos elementos de carga do anel é obtido somando
todas as contribuicoes, donde se obtém

V(z) @ _ @

- 47T€0T N 47'{'60\/ R2 +22 .

c) A energia cinética inicial da particula é nula, porque ela parte do repouso. A energia
potencial elétrica inicial da particula é nula também, porque —qV(zg) ~ 0 se zp > R. A
conservacao da energia mecanica (cinética mais potencial elétrica) nos da a velocidade v no

centro do anel via

mu? mu? Q

0+0=—-+(=gV(0) = = e R

2
4@
V=3 —.
2megmR

donde



Q7. a) Como o aro é quadrado, a 4rea da regido interna ao aro e contida no retangulo sombreado
¢ um triangulo isosceles de altura s e angulos internos 45°,90° e 45°. Portanto, o tamanho da
base do triangulo é 2s e sua area é

1
A= —5(2s) = s
2
O fluxo do campo magnético através do aro é

@:/Rdﬁ:BA:Bs?,

onde usamos o fato de que o campo magnético é constante na regiao sombreada e normal ao
plano da figura.

N

b) A forga eletromotriz induzida pode ser calculada pela lei de Faraday:

dd ds
=—— =—-B2s— = —-28
T T St 50
e o valor da corrente elétrica é
2Bsv
I = ) 5
R (5)

A area sombreada diminui com o movimento do aro e, portanto, o fluxo do campo magnético
também diminui. O sentido da forga eletromotriz, pela lei de Lenz, é anti-horario para se
contrapor a diminuicao do fluxo de B. Segue que a corrente fluird também no sentido anti-
horario.

c¢) A forga magnética sobre um elemento do aro é

— — —

dF,, =Idl x B.

Os elementos do aro dentro da regiao sombreada sao: dl = —%ﬁ(@dl + gdl) (lado superior

esquerdo) e dl = %i(idl — gdl) (lado inferior esquerdo). A forga magnética é, entao,

5 5
dF, = I[—g(:&dl +gdl) x B + g(idl —gdl) x B3],
ou

dF,, = —V/2IBdlz,



e integrando em dl de 0 a v/2s (lembrando que as contribuicdes dos dois segmentos j4 foram
somadas) obtemos

F, = —2IBsi . (6)
Substituindo a Eq. (5) na Eq. (6), obtemos

. 4B?s5%y
F,=—2 .
R

Para que o quadrado se mova com velocidade constante, temos que aplicar uma forca de mesmo
modulo que F,,, mas de sentido oposto, isto é para a direita (sentido positivo de z).



Q8. a) A parte da Hamiltoniana devida ao campo elétrico ¢
Vi = (—e)(—FE#) = eE#,

onde 7 é o operador posicao. A Hamiltoniana total é a soma da Hamiltoniana do oscilador
harmonico e Vg

" 2m 2
b) A corecao da energia do primeiro estado excitado em ordem linear em F é

AEW = (1|Vg[1) = eE(1]#[1).

Podemos usar a definicao do operador de destruicao

) 1 < mwA_i_, P )
a=—14/ 41 ,
V2 h vmhw

e obter
h
~ — ~ /\T
T 5 (@+a")
Logo, a coregao procurada ¢
AED = iy i@+ ahy = o,
2mw

c) A coregao da energia do primeiro estado excitado em ordem quadratica em F é

AEY = = (qV|op")
h el h
= —_— — — a AT _—
( 277,W)6E 5 (1@ +ah|(lo) — v2i2))
e2F? e2E?
= (L) —2(11) = —5 .

d) Podemos re-escrever a Hamiltoniana total do sistema como

~ PP mw? eE\® e2E?
2m 2 mw? 2mw?
Definindo 2’ = & + eE/(mw?) e observando que [#',p] = [Z,p] = ih, segue que o Hamiltoniano
em termos de 2’ - ) 2 2
D mw® , o e
=1 .
2m * 2 (&) 2mw?

corresponde a um oscilador harmonico simples mais uma constante. Portanto, suas auto-
energies sao
1 2 E?
E,=|n+=-)h-— 5
2 2mw

Por outro lado, do célculo perturbativo temos

2 1,2
(0) (1) 1 _ 3 e’k

que ¢é igual ao resultado exato. Isto indica que as correcoes de ordem superior sao todas nulas.



Q9. (a) Denotemos quantidades no referencial da Terra sem “linha” e no referencial da nave com
“linha”. O intervalo de tempo proprio medido pelos astronautas para a viagem de ida é
At = 3T /4 anos. O intervalo de tempo medido na Terra, por outro lado, é At = ¢T'/V, onde
V' ¢é a velocidade da nave. Da férmula de dilatagao temporal

At 3 V
At =y(VAt = ——= = - = L,
_v 4 v
c? c?
donde se obtém que
4c
V=—.
5

(b) A distancia D" percorrida pela nave em seu proprio referencial corresponde a distancia
percorrida no referencial da Terra ¢TI’ contraida pelo fator de Lorentz v(V = %) = 2. Logo,

5 3
D' =cT/y = 3L
(c) Seja t; = t{ = 0 o instante de emissao do primeiro pulso com a nave ainda na posigao
x1 = 2} = 0. O segundo pulso é emitido em t, = Ty = 1 ano, na posicao xs = Viy (z}, = 0).
Esse pulso chegard na Terra em t3 = ty + xo/c = Tp, onde Tp é o periodo procurado, medido

no referencial da Terra. Da férmula da dilatacdo temporal, t = y(V)t) = 2 anos. Assim,

\% 5 4
Tp:tg—i—ﬁ:tg 1+— | ==(1+-=) =3 anos.
c c 3 5

Alternativamente, da expressao do efeito Doppler da luz com T = 1 ano

1+V/e 1+4/5
P 0 = V/e ano 1= 1/5 anos
(d) A velocidade do médulo espacial no referencial da Terra é
A c
u$ = Vu’ = — 4_5 = ——,
1+ 3= -2 10

Portanto, o tempo da viagem de retorno do modulo é

cT'10
tpr = (cT/2)/|u,| = —— = 5T.
2 ¢
Este tempo deve ser somado ao tempo necessario para chegar a metade do caminho antes de

ser feito o retorno

5T
Assim, o tempo total procurado é
5T 45T
ttot :t1/2+tR:5T+? - ?



Q10. (a) Podemos escrever

1 3

A funcao de particao para o ensemble canonico de um oscilador é

o [e.o] o0
3 3 3
7, = Z o~ Bhwo(2n+3) _ ,—%Bhwo Ze—Zﬁhwon — 3B me

n=0

onde 3 = kBLT ex =e 2 Usando > >7 z" =1/(1 — z),

efgﬁh’wo

2= 1 — e 28w

A funcao de particdao para o sistema de N osciladores é Z = Z¥. A energia interna por oscilador

é

U 10 %) o [3
= —=——_—InZ=——InZ; = — |=Phwy+ In(1 — ¢ 2o
U N N5 n 86n 1= 93 {25 o+In(l—e )
3 2%06_267%')0 3 2
- §hw0+ 1 — e=2Bhwo = fuo §+€2f8h‘”0—1 '

No limite classico fuwy < kgT', e?Ph0 ~ 1 4 2Bhw, e

3 9 3
~ hwy | = = —hw knT ~ kpT.
Y 0<2+26hw0> 5 /W + Fip B

U(fiw,)

Figura 1: Esboco de u x T'.



(b) A entropia por oscilador é

S U-F u kghZ

S = e —_— —_ =

u

N NT T N T
o (3 2 3

= —90+————v—w3b%m+mu—5WMﬂ

+ ]{?B 1[1Z1

T \2 e —1
2hey /T .
= e 7~ eIl — 7).

onde usamos alguns resultados do item (a). No limite classico

 2hw/T
~ 2Bhwy

Figura 2: Esboco de s x T'.



