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e Estas sao sugestoes de possiveis respostas.
Outras possibilidades também podem ser consideradas corretas, desde que equivalentes as res-
postas sugeridas abaixo.



Q1. (a) As componentes vertical (y) e horizontal (r) da equacdo da segunda lei de Newton sdo

F, = Tcost —mg=my,

F, = —Tsinf =mz,
onde T' é a tragao no fio. Para pequenos angulos , o movimento é aproximadamente horizontal
ey=y=19y~0. Assim, T'cosf ~ T ~ mg. A dinamica horizontal fica entao

x
mi = —mgsinf ~ —mgh =~ —mgT

#d’:—l—%x = 0.

Esta é a equagao do oscilador harmonico simples com frequéncia angular w = y/¢g/I. O periodo

procurado €, portanto,
2 l
T= i 27T\/j.
w 9

(b) Como a massa da esfera era muito maior que a massa do fio e os deslocamentos iniciais eram
muito menores que o comprimento do fio, o que foi confirmado pela auséncia de variacao do
periodo dentro do intervalo de variacao dos deslocamentos iniciais, podemos tratar o péndulo
utilizado com um péndulo simples. Assim, utilizando a resposta do item anterior,

l

42
=A4r ﬁ
Usando os valores medidos
4,00
= 4m°——— = 9,86960 m/s”
que ainda esta expresso com algarismos significativos em excesso. Para o calculo do erro de g,
utilizamos
Ag = /A2 + AL
0 1
A = a—?Al = 4n” A,
dg [
Ay = —=Ap=-8r*—A
2T ortT T T T

Usando os dados fornecidos

A = mx5x1073
Ay = —7m2x25x%x 1073,

donde
Ag =7 x V650 x 107 = 57% x V26 x 107* ~ 0,2 m/s%.

Alternativamente, pode-se argumentar que Ay > A; e Ag ~ |Ay|. O resultado final é

g=29940,2m/s%



Q2. Considerando o sistema de referéncia da figura abaixo, definimos as coordenadas do corpo A
como x4 e ya = 0 e do corpo B como xg e yg. Dadas as distancias S e r definidas na figura,
segue que

rp = S+rsiné,

yp = —rcosé,

e a inextensibilidade da corda impoe o vinculo entre as coordenadas

(S—xA)—{—r:l.

AN

(a) Para esse item, podemos impor 6 = 0 desde o inicio. Nesse caso,

Zi‘B — O,
yB = _7'“7
ia = T,

onde usamos o vinculo na ultima equagao. A energia potencial gravitacional do corpo B é
V = Mgygp = —Mgr, onde tomamos a altura y = 0 como referéncia (e, portanto, o corpo A
nao contribui para V). A Lagrangiana do sistema é

M
Lo = = (&% + i +9p) -V
L, = Mi#*+ Mgr.
A equagao de Euler-Lagrange é
d (OL,\ 0L,
da\ o) — Or

2Mit = Mg=i=2,

que é a aceleracao comum pedida.



(b) Deixando agora 6 variar, as componentes das velocidades ficam

ip = rsinf+rfcosb,
g = —rcosf+rfsinb,
Tp = T,
e a Lagrangiana do sistema fica
Ly, = -5 (4% + %+ u%) — Mays
M M .
L, = 77*2 + 5 (7;2 + 7“292> + Mgrcosf.

A equacao de Euler-Lagrange para r é

d (ony _ on,
dt \ or O
2F = 16+ gcosé. (1)

A equacao de Euler-Lagrange para 6 é

d (0L _ oL,
at\ 96 ) 960

% <r29> = 2/ + %0 = —grsiné.

Fazendo § = 6 = 0 na Eq. (1), o lado direito se reduz a g e recuperamos

P9
2
(c) Nesse caso, precisamos acrescentar as contribuigoes da corda para as energias cinética e
potencial. A energia cinética é
m
.2
Tcorda = Er )
ja que a velocidade da corda é a mesma do corpo B e a energia potencial é
r r mg ,
Veorda = — (7) ng = _Q_ZT )
onde usamos que a fracdo de massa da corda que pende ao lado da mesa é (r/l)m e a altura
do seu centro de massa é —r/2. Portanto, a Lagrangiana fica

Lo = Mi?+ 2024 Mgr+ 29,2

2 2
L, = <M+ %) f2+Mgr+ﬂ;—lgr2.

A equagao de Euler-Lagrange é

d (0L 0L
dt \ or o
2M +m)i = Mg+$r.



Resolvendo para v,

<
|
| S
w
o

(b) Da conservacio de energia, B! + Ei = E7,
2me? + me? = y(V)Mc?

3m = (V)M

Da conservacao de momento linear

Dividindo (3) por (2), temos

Substituindo (4) em (2), temos
M= % = /1—1/33m = \/2/3 3m = V6m.

(c) A energia cinética procurada é dada por
K=~(V)Mc* — Mc* = [y(V) — 1] Mc2.

Usando o resultado do item anterior,

K= <%1/3—1>M02: (?—1) \/6m02:<3—\/6>m02.

Q3. (a) A energia total da particula 1 é E; = ymc? . Segundo o enunciado, E; = 2mc?. Portanto,



Q4. (a) Para E € [0,Up], E > V() sex € [0,L] e E < V(z)se x < 0 oux > L. Isso leva a
que, nessas duas tultimas regioes, a funcao de onda decaia exponencialmente com a distancia ao
poco, o que impoe condigoes de contorno restritivas sobre as solucoes da equacao de Schrodinger
independente do tempo (ESIT). Como consequéncia dessas condigoes de contorno, a ESIT s6
pode ter solucao para valores discretos de F.

(b) Se x < 0 (regiao I) ou z > L (regidao III), a funcdo de onda decai exponencialmente,
enquanto que se 0 < z < L (regido II) ela tem comportamento oscilatério/senoidal. Assim, de
maneira geral,

I : o(z) = Ae @l = Ae® 2 <0,
II @ Y(z)=Ccos(yz+¢), 0<z<L,
I : o(z) = Be Pt = Be=Ple=D) g 5 L,

(c) A ESIT é uma equagao diferencial linear de segunda ordem. Logo, para um potencial
continuo por partes nao infinito, a funcao de onda e sua primeira derivada sao sempre continuas.
Impondo essas condi¢oes nas descontinuidades do potencial em x =0e x = L

P(x=0")=v¢(z=0") = A=Ccos¢ (5)
Y=L )=y(x=L") = Ccos(yL+¢)=DB (6)
Y(=0")=¢(z=0") = Aa=-Csing (7)
Y=L)=¢(e=I%) = —Csin(+L+¢) = —BB. ®)
A ESIT
h? " o h? " o
AWV (@h() = BU) = o y(@) = [B - V()] (o)
aplicada nas 3 regioes nos da
h? 2m|Uy — B
[ 02(e) = | — Blo(a) = a = 4 00 E
h? 2mE
I —g—y(e) = +Ed(@) = 7 =/ =,
2 _
M gy = Uy - Bl = B=a =20
De (5) e (6), obtemos A e B em termos de C'
A=Ccos¢p, B=Ccos(yvL+ ¢),
que, quando levadas em (7) e (8), fornecem
aCcosp = —yCsing = tang = —a/vy (9)
yC'sin(yL 4 ¢) = BC cos(yL + ¢) = tan(yL+¢) = B/y = /7. (10)

As Egs. (9) e (10) formam um sistema de duas equagdes em duas incégnitas, ¢ e E (através
de a e ), que pode ser resolvido para achar a energia E.

(d) No limite L — 0, podemos ver que a condi¢do na energia se torna @ — —a, que sé tem
solucao se @« — 0 ou £ — U.



Q5. (a) O esboco do ciclo num diagrama P x V é

Pressao

V3 ' v
Volume

(b) Usaremos a convengao de que trabalho realizado pelo gés e calor injetado no gas sao

positivos. Nesse caso, AU = Q — W. A energia interna de um gas ideal s6 depende da sua

temperatura. Como nao ha variagao de temperatura no processo 1, a variacao da energia

interna é nula AU; = 0. No processo 2 o trabalho é nulo, pois nao hé variagao de volume. A

variagao de energia interna é, portanto, igual ao calor injetado no sistema (note que n = 1)
3R 3RTy

AUQ = QQ = CvAT = 7(2Tg — T()) = 5

(c¢) Como o processo 3 é isotérmico & temperatura 27;, a pressao é dada por
2RTy

V )
donde se deduz que o trabalho realizado pelo gas é

Vo Yo 9RT,
Wgz/ PdV:/ 1 04V = 2RT,In 3.

Vo/3 Vo/3

P=

(d) De forma semelhante ao feito no item (c), o trabalho realizado pelo gds no processo
isotérmico 1 a temperatura Tj é

Vo/3 Vo/3 R
W, = / PdV = / BTo yy — —RT,In3,
Vo Vo V

de tal forma que o trabalho total é W,;,; = W7 + W3 = RT,1In 3, onde usamos que o trabalho
é nulo nos processos isovoluméticos 2 e 4. Calor é injetado (positivo na nossa convengao) no
sistema apenas nos processos 2 e 3, pois:

(i) o calor no processo 1 é igual ao trabalho W; (ja que a energia interna é constante, porque
a temperatura ¢é constante) e Wy < 0 (ver acima) e

(i) o calor no processo 4 é Qs = Cy AT = 3(T;, — 2Ty) = — 280 < (.

O calor no processo 2 foi calculado no item (b) e é Qs = 3RTy/2. O calor no processo 3, que
é isotérmico, é igual ao trabalho realizado pelo gas Q3 = W3 = 2R1T1n 3, como calculado no
item (c). O calor total injetado é, portanto,

3
Qinj = Q2+Q3 = RT@ (§+21n3) .

6



Finalmente, o rendimento da maquina é

- Wtat

n= =
Qinj 5
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Q6. (a) O potencial eletrostatico total V(z) é a soma dos potenciais dos dois aros. O potencial
devido ao aro de carga negativa é

A-2mh 1
4y /22 + b2

ja que cada elemento de carga do aro estd a mesma distancia do ponto P. Analogamente, o
potencial devido ao aro de carga positiva é

Vo(z) =

C2x-2m2b 1

R

Somando as duas contribuicoes

V() = V. (2) + Vi (2) = ;—i L/:ﬂi _ - \/221+ bJ |

(b) Por simetria, E,(z) = E,(z) = 0. O campo elétrico ao longo do eixo z é

_8V(z)_)\bz{( 4 | }

E.(z) = = —
(Z) Oz 2€o 22+4b2)3/2 <22+52)3/2

(c) Pela segunda lei de Newton aplicada ao sistema, temos
mz = qF,(2),
onde E,(z) é dado no item (b).
(d) Linearizando o campo elétrico do item (b) em torno de z = 0 obtemos

g\

 degmb? =

~

A equacao diferencial é equivalente a equacao de um oscilador harmonico simples com frequéncia

angular
g
w=4/—-7:.
4deqgmb?

w 1 qA
f==—=—4/—.

27 4wb V meg

A frequéncia de oscilagao é, portanto,



Q7. (a) O campo elétrico fisico é dado por
mm):fm@mﬂ
E, {XRe [ei(kz—wt)} + yRe [iei(kZ_Wt)} }
= FEyxcos(kz —wt) — ysin(kz — wt)].
(b) Vamos usar a lei de Faraday. Primeiramente, calculamos o rotacional de E usando a
substituicao V — ik para ondas planas
VxE = EV x (® ) (x +iy))
= Eyikz x (e (% + iy))
= ikEye'®* e (y —ix)

Escrevendo o campo magnético na forma B = Byei**~“1) gbtemos
OB .
~— — _iwB ez(szwt).
ot W
Conseguimos entdo satisfazer a lei de Faraday se a amplitude B, for tal que
- OB
VXE = ———.
ot
Z'kEOel(kZ_Wt) (S, _ Z)A() — Z‘wBoez(kz—wt)
- E
=B, = —2(y—ix).
c
Logo, o campo magnético complexo é
~ E .
B(rt) = > (y - ix) e't=,
c

e o campo magnético fisico é

B(rf) = Re|B(r)
_ % {}A’Re [ei(kz—wt)} — %Re [iei(kz_“’t)}}

E
= = [y cos(kz — wt) + xsin(kz — wt)] .
c

(c) A densidade de momento linear é

g = EoE x B
EOES - A A o
= (xcos(kz —wt) — ysin(kz — wt)) x (y cos(kz — wt) + xsin(kz — wt))
c
€0E2 “
= Z.
c

(d) Escrevendo o vetor posigao em coordenadas cilindricas r = pp + 2z e usando o resultado
do item (c), obtemos
ek . . .
Lr) = Oc O(pp + 22) x 2
coEZp (5

Cc



Q8. (a) Usando a relacdo entre a energia cinética e o momento linear (ndo-relativisticos) e a relacdo
de de Broglie

|
S|

s .
2m cin

h
=)\ =

2m Ecin

SRSy

6,63 x 10734
= = 0,26 nm.
V2 % (9,11 x 10-31) x (22) x (1,6 x 10-19)

(b) Numa transigdo para o estado fundamental, temos

hf=102eV =136eV (1 - i) .

1 n?
Podemos verificar que esta relacao é satisfeita para n = 2, uma vez que

3 136 3
1 S =00 34 %3/10 = 10,2.
3,6><4 110 34 x 3/10 0,

Assim, o nimero quantico do estado excitado é n = 2.

(c) Da relagao de incerteza energia-tempo, temos

f ho 107
> — > —— =
AEAt> 5= AE> g0~ o

J=10""eV,

que é a incerteza procurada.
(d) A energia cinética relativistica é (8 = v/c).

2
mc 9

ﬁ—mc.

Ecin =

Resolvendo para /32,
Br=1-(1+ Ecin/mCQ)_Q.

Como E, < mc?, podemos expandir até primeira ordem, obtendo

2 . .
BQZU_le_ (1_2Ec1n) :2Ec1n‘
C

2 2

mc mc
Logo
’ 2 2
muv p
Ecin ~ T ~ %

Alternativamente, pode-se apontar que a energia cinética do elétron incidente, 22 eV, é muito
menor que a energia de repouso da particula, 511 keV, o que justifica o uso da aproximacao
nao-relativistica.



Q9. (a) Como todo observavel, 4 Hamiltoniana deve corresponder um operador Hermitiano. Sua
representacao matricial é realizada por uma matriz Hermitiana, ou seja, uma matriz que é
igual a sua transposta complexa-conjugada, ou ainda, uma matriz cujos elementos H;; sao tais
que

_ *
Segue que, para que a matriz fornecida seja Hermitiana, entao o elemento que falta é Mj; e

E5 € R e sua parte imagindria é zero.

(b) A matriz de A é evidentemente diagonal e dada na base considerada por

2 00
A=1(0 2 0
0 01
O comutador entre A e H pode ser calculado
0 0 0
[A,H| =10 0 Mos |,
0 —Mj; O

e ele é, de maneira geral, nao nulo. Segue que A nao pode ser medido simultaneamente com
a energia. Alternativamente, pode-se dizer que A sé pode ser medido simultaneamente com a
energia se My3 = 0.

(c) Devemos diagonalizar a Hamiltoniana. De sua estrutura de blocos, segue que o estado |1)
é auto-estado de H com auto-valor Ay = E}

HI1) = Ey1) .

Focando agora no sub-espago gerado por |2) e |3), as outras autoenergias sao solugoes de

dot (E]Qw_* A EM23)\) _ (EQ_)\>(E3_)\>_’M23‘2 =0 = )\2_)\(E2+E3)+E2E3_‘M23’2 = 0.
23 3

Resolvendo a equacao de segundo grau, obtemos as outras duas autoenergias

Ey + E3 £ \/(Ey — E3)? + 4] Mas)?

A2g =

(d) A Hamiltoniana nesse caso é

e os autovalores sao, usando o resultado do item (c),
)\1:1, )\2:2, )\3:4

Ja vimos que o auto-estado de A\; é |A1) = |1). Os auto-estados de A9 3 sdo obtidos de

() )= 0)



Para Ay = 2, 0 auto-estado é

(2) = b =55 02— 13,

Sl

e para A3 = 4, o auto-estado é

75 (1) » =5+ 3.

O estadoem t =0 ¢ [2) = \% (|A2) +|A3)). A evolugao temporal posterior é simples na base
de auto-estados de H

(o) = o (e

Na base original, o estado é

o) + i Ao) + e int

)\3>> = % (e_’%t )\3>> .

1 - -4 1 .4 . .4 .
) =5 [ (2) =13+ (2) +13)] = 5 [ (e7H ) [2) + (e — e I3
O vetor coluna correspondente na base original é
0
e~int 4 el
iRt _ p—ipt



Q10. (a) Nos itens abaixo, 1/8 = kgT. Como os fons sdo independentes, a funcdo de particio é
dada pelo produto das fungoes de particao de cada fon

Z =7V,
onde
Zl — Z e—ﬂDU%‘FﬁhUl
o1=—1,0,4+1
— e PDHBh | 1 4 o—BD-ph
= 1+ 2e P cosh(Bh).
Logo

7 = (14 2¢ 7P cosh(Bh))™.
(b) A energia livre de Helmholtz por fon é

F kgT
f=F%= —%mz — —kgTInZy = —kgTIn(1 4 2P cosh(Sh)).

(c) A energia interna por fon é dada por

U 1 0
=—=———InZ=—nZ7
YINT NogT” g !
Calculando a derivada
2¢~BD
u= (D cosh h3 — hsinh hf3) .

28D cosh h3 + 1

(d) Para h = 0, temos que
2De PP 2D
u= = .
2e PP +1 24 efP

O calor especifico é dado por

o Ou_Quds DR
oT 65 oT kBTZ(Q + 6’“5%)2.




