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Exame Unificado

das Poés-graduacoes em Fisica

Para o primeiro semestre de 2018

Gabarito
Parte 1

e Estas sao sugestoes de possiveis respostas.
Outras possibilidades também podem ser consideradas corretas, desde que equivalentes as res-
postas sugeridas abaixo.



Q1. (a) As equacdes de movimento sdo

\%
F,=-mgz=m— = 0v,=0, 0v,=—g.

(b) Integrando em rela¢do ao tempo as equagoes de movimento,

v, = 0 = Uz(t):Cl
v:(0) = wocosl =C; = v,(t) =vycosb,

v, = —g = Uz(t):_gt+02
v,(0) = wvosinf =Cy = v,(t) = vysinb — gt.

(c) Integrando em relagdo ao tempo as componentes da velocidade obtidas no item (b),
dx

% pum
z(0) = 0=C, = z(t) = vt cosb,

v, = wvpcosh = x(t) =wptcost+ C4

d 1
d_j = ypsind —gt = z(t):votsine—éth—l—Cg

1
2(00 = 0=Cy = z(t) =wvptsinfd — Egtz.
(d) Utilizando os resultados dos itens (b) e (c),

L = rxp=mrxv

1
L = m {f{ (vot cos 0) + Z (vot sin 6 — §gt2)} X [X (vg cos @) + Z (v, sin O — gt)]
1, .
L = §mgvot cosf ) y.

(e) Novamente, utilizando o resultado do item (c),
N = rxF,
N = [5( (vot cos ) + Z <v0t sinf — %th)] X (—mgz)
N = (mguvptcosh)y.

Comparando os resultados dos itens (d) e (e) temos, como esperado,

dL

— =N.
dt



Q2. (a) A forca pedida é

au.
Fy = —-VUy(r) = -t ;(T) = —krt = —kr = —k(zX + yy).
r
(b) A energia cinética da particula é dada por
1 1 :
T = émv2 =5m (7*2 + 7’2(92) .

Como Ui (y) = Ay = Arsinf, a energia potencial em coordenadas polares é
1
U= §]€T2 + Arsinf.

A lagrangiana da particula é, portanto,

L = T-U,
_ 1 .2 242 _l 2 :
L = zm(r +r9) ri Arsin 6.
Usando

I .

(9_ = mr#* — kr — \siné,

or

(9_L = mr

or ’

oL

2% = —Arcosé,

oL .2,

00

as equagoes de movimento de Euler-Lagrange sao dadas por

ar  dt \or

oL d (0L d 9

oL a (OL) a _ 1
290 d (89) 0o = o <mr 6) Ar cos 6, (1)

m (7"265 + 27‘7’"9) + Arcosf = 0.

(¢) Utilizando os resultados do item (b), os momentos canonicamente conjugados sao

oL ) . Dr
Py = — =mr =r=—,
or m
8.[/ 2 % p9
= — = 0 =0=—.
Do Y, mr 2
A hamiltoniana é dada por
2 2
. 1
H = pr—i—paH—L:&—i- Po + ~kr® 4+ Arsin 6.

2m  2mr? 2

(d) O momento angular é
L=rxp=mrxv=mrt x (H‘+r9é> = mr26z.
Comparando o resultado acima com os resultados do item (c), temos que
po = L.

A equagao de movimento (1) indica que pg = L, = constante se A = 0, isto é, L é conservado
apenas na auseéncia da forca F;.



Q3. (a) A forma geral das solucoes ¥y (z) (regido 1: x < 0) e ¥y(z) (regido 2: x > 0) é

Y1(z) = Ae™* + Be ™k =V2mE/h,
w2(x) _ Ceikzx + Defik:Qz’ kg — /2m<E _ ‘/0)/}717

onde A, B, C' e D sao constantes complexas a serem determinadas.

(b) O percentual pedido é dado pelo coeficiente de reflexdo, que é obtido da razao entre as

densidades de corrente J = %( % — w*%) das ondas refletida e incidente. Ele é dado por

B2 , - e . ~
R = %. Como as particulas sao incidentes pela esquerda, D = 0. Os outros coeficientes sao

determinados exigindo-se a continuidade da funcao de onda e sua derivada em x = 0

=
S

—~
o

S~—
I

e(0) = A+ B=0C,
W(0) = ki(A—B) =k C.

<
=
—
o
S~—
|

Assim,

2
g_kl—/@jR_@_(kl—m)?_(l—kg/kl)?_ 1-/(E-W)/E
Akt ke | A2 ki + ko 1+ ko/ky 1+(E-Vy)JE )
(c) Para E < Vjp, a solucao geral é

Yy (z) = AeP® 4 Bem®17 k= \2mE/h,

Po() = Ce™,  w=+2m(Vo— E)/h>0,

onde A, B e C sao constantes complexas a serem determinadas e ja excluimos um termo com
exponencial crescente para x > 0 por corresponder a uma fun¢ao de onda que nao é limitada
superiormente quando x — +00.

d) A probabilidade pedida é o coeficiente de reflexao R = %, como no item (b).
|A]

1(0) =15(0) = A+ B=C,
P1(0) = 95(0) = iki(A—B)=-rC,
donde
Bk —ik B k4R

Ak +in AR T K242




Q4. (a) Do grafico, pode-se estimar y; ~ 25um. Para o angulo, se L é a distancia da grade ao

plano do detector
2,5 x107°

0, ~ tgl, = L=
1 g1 ?/1/ 1,25

=20 x 107° rad.

(b) Se d é a separacao entre as fendas da grade, a condi¢ao para interferéncia construtiva é, do
formulario,

d senf,, = n\.

Para o primeiro maximo (n = 1)
A =d senf; ~d 6 = (100 x 1077)(2,0 x 107°) = 2,0 x 107"* m.

(c) A massa molar do Cgy é 60 x 12 =72 x 10! g/mol. Logo, a massa de uma molécula é

2% 10'g

—24

O médulo do momento linear de uma molécula é

p=DMv=12x10"%*" x220 =2,6 x 107* kg m/s.
(d) O comprimento de onda de de Broglie é

h
Aip = — = 6,63 x 107/2,6 x 1072 = 2,6 x 107"* m.
p



Q5. (a) A pressdo final P; ¢ a soma da pressao externa P, e a pressao P, devido a for¢a da mola.

Esta ultima é

kx 400 x 2
po= 20X 6% 10° N/m?
m= A T 5xq08 ~ LOX 107 N/mY

onde z é a variacao de comprimento do cilindro. Assim

P; = P, + P, =26 x 10° N/m”.

(b) A relagao entre as variaveis termodinamicas iniciais e finais é

PV, PV PViT,  PfT;(L+x) 2,6 x 300 x 27 9
1, T TRy PL 1% 25 .
Alternativamente, da equacao do gdas ideal
P 2 10° 1073 x 2 102
T = Vi 2,6 x10° x5 x 107 x 27 x 10 _ 84 %102 K.

nR 5x 102 x 8,31

(c¢) O trabalho total W realizado pelo gds é igual & soma da variagdo de energia potencial
elastica da mola W,, com o trabalho W, realizado contra a pressao externa constante

W k:;Q 400 x 107 ><2(2 X107 5

W, = PAV=PAr=1x10°x5x102%x2x 1072 =10 J,
W = W, +W,=181J.

(d) O calor @ fornecido ao gas é igual ao trabalho total W calculado em (c) mais a variagao
da energia interna do gas AU

AU = neyAT =5x 1072 x 12,5 x (8,4 x 10* — 300) = 3,4 x 10 J,
Q = AU+W =3,6x10?J.
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Q6. (a) H4 conservacio de energia mecanica dos fons entre a fonte e a fenda de entrada. A energia
mecanica total é a soma da energia cinética e potencial elétrica. Assim, se a velocidade final
procurada tem modulo v e as energias mecanicas inicial e final sao E; e Ef, respectivamente,

1 [2qV
Ei:qV:Ef:§m112:>v: %

Dentro da camara, a energia mecanica, que é puramente cinética, é conservada, ja que o campo
magnético nao realiza trabalho. Portanto, v é também o médulo da velocidade dos ions quando
passam pela fenda de saida.

(b) O médulo da forga magnética F,, dentro da camara é
Fn| = lg (v xB)| = quB,
pois v e B sao perpendiculares entre si. A forca magnética é a resultante centripeta responsavel

pelo movimento circular uniforme dos fons. Portanto,

2 2.2
muv Br B4r
:q—:>m:q

B=—=
v r m v 2V 7

onde usamos o resultado do item (a) no ultimo passo.

(c) A resolugao das medidas de massa Am estd relacionada ao erro na medida do raio Ar por

2
Am:a—mAréAm:qBr

Ar.
or % "

Assim,

1,6 x 10712 x (1,00)* x 1,0 x 107!

A
m 40 % 107

100 x 107% = 4,0 x 1078 kg.

(d) A diferenga de massa entre os isGtopos dm é aproximadamente duas vezes a massa do
néutron
dm=2x1,7x10"*" kg = 3,4 x 107" kg.

Essa diferenca é 8,5 vezes a resolucao do aparelho. Portanto, é possivel distinguir os isétopos.



Q7. (a) Partindo das equacoes de Maxwell em meios materiais (dadas no formuldrio) e fazendo
pr=0,Jp=0E, D=¢cEe¢B=uH,

VD = pp= VE=0, 2)
0B
E = -2
V% BT (3)
VB = 0, (4)
D E
VxH = JF+%—t:>VXB:MUE+/L€aa—t- (5)

Deve-se notar que as equacoes sem fontes nao sao modificadas em meios materiais.

(b) Tomando o rotacional da Eq. (3)

0 0
VXxVxXE = 5 (VxB) =V (V-E) — V’E = — (VxB)
Usando as Egs. (2) e (5)
0 OE
_VE = —— E ok
v o (/w + e at)
Finalmente,
OE  OE
? - a, —_— =
(¢) Supondo que E (z,t) = Ege'kz=wt),
O’E
’E = _ g2
VE = 2 —k°E
E
88_15 = —iwkE
O’E )
e — v E

= (—k* + ipow + pew?) E =
Portanto

k* = pew? + ipow = pew? (1 + z’i) .
we

(d) Quando o # 0, obtemos um k complexo, ou seja, k = kg + ik;, onde kg = Relk] e
k; = Im[k]. Haverd entao atenuagao da amplitude da onda

E(C(],t) _ EO ei(kz—wt) _ EO ei[(kR—i-ik[)m—wt} _ EO e—kIz ei((kRz—wt)'

Quando o = 0, k é real e a propagacao da onda se d& com amplitude constante, sem atenuacao.



Q8. (a) Medidas da energia ddao como resultado auto-valores do hamiltoniano. Ao auto-valor Ej
corresponde unicamente o estado |1). Portanto, o protocolo Py prepara sempre o estado |1).

(b) Ao auto-valor E corresponde o sub-espago gerado pelos estados |2) e |3). Portanto, os
estados preparados por P, sao da forma

[v) = C1]2) + C53),

onde (' e (5 sao nimeros complexos quaisquer, nao simultaneamente nulos.

(¢) O hamiltoniano total apés t =0 ¢é

Ey 0 O
H=10 £ W
0o W FE

Para acharmos os auto-valores, precisamos resolver a equacao secular

Eg—X 0 0
0 E-X W |=0=(E-)\N[(E-)\N-W?=0.
0 W E-)\

Os auto-valores sao
Ao = Ey, A =E+W, A =FE—-W.
Um dos auto-vetores é ébvio da forma bloco-diagonal do hamiltoniano.
Ao} = [1)
Os outros auto-vetores de AL sao obtidos de
(o 25 6= G ) () - ©)
%1% E—Xy) \by W W) \ by 0/’

donde obtém-se a4+ = £by. Assim, normalizando os auto-vetores,
1
V2

(d) Primeiramente, escrevemos o estado inicial |1)(t = 0)) = |2) na base de auto-estados de H

Ae) = —=(12) £13)) .

1
V2

Para t > 0, a evolucao temporal na base de auto-estados de H é simples

[t =0)) =12) = —= (A1) +[A).

(1)) = % () + e ) = % (e ) + e 00

Alternativamente, na base inicial o estado é

() =
() =

[0 1)+ 3) + 57 (2) - [3))]

1
2
et [cos (Wt/R)|2) — isin (Wi/h)|3)].



Q9. (a) A energia dos fétons E = hc/A é inversamente proporcional ao comprimento de onda.
Portanto, os fétons espalhados, que transferiram parte de sua energia aos elétrons, tém com-
primento de onda maior que os incidentes. Segue que o comprimento de onda dos raios X
incidentes é \; e o comprimento de onda dos fétons espalhados é Ay > ;.

(b) O comprimento de onda do f6ton incidente é

he 1,24 keV nm
oo e LAkeVam oo
E; 23 x 103 eV 0,5

(¢) O comprimento de onda do f6ton espalhado é, do formulario,

0,0243

h A
A:Ai+—[1—cos(600)]:)\Z—+7C:0,54+ = 0,55 A.

mocC

(d) A variacao da energia total relativistica do elétron no evento é igual a variagao procurada
de sua energia cinética AK, ja que a energia de repouso nao varia. Como a energia cinética
inicial do elétron é praticamente nula, sua energia cinética apds o espalhamento é AK. Essa
variagao, por sua vez, é igual (em mddulo) a variagdo da energia do féton no espalhamento, ou

seja,
h 1,24 keV nm

c
AK = E; — = =923 keV — — (23— 22.5) keV = 0,5 keV.
) 3 keV 0.055 om (23 5) keV = 0,5 keV



Q10. a) Se o momento da particula é p = p,x + pyy + D:Z, seu hamiltoniano H; é a soma das
energias cinética e potencial gravitacional

2 2 2
X p z
—p_ _y_|_p_

H, =
2m  2m  2m

+mgz

b) Por se tratar de um sistema de particulas que nao interagem entre si, sua fungao particao
Z é

Z{

NI

onde ja incluimos o fator de correcao de contagem de Gibbs e

1 L L L 0o 00 00
7, = 5 / / / drdydz / / / dp.dp,dp. e P,
0 0 O —00 —00 —00

onde f = 1/(kgT). As integrais gaussianas sobre os momentos sdo dadas no formulério e

7 =

obtém-se
fe’e) 3 L
L? 2
Zy = 75 /dpeﬁgm /eﬁmgzdz
—00 0
L2 (2rm\*? (1 — e~PmaL
N ﬁ( B) ( Bmg )
Portanto,

1 [12 f2rm\¥? (1= epmaN]"
A el e
wiis (5) ()
¢) Usando que e #™9L ~ 1 — mgL,

1
TNt

N
L? (27rm)3/2 (1+BmgL—1)] vy (27rm>3N/2

w\ B Bmg TONIRN B

d) A energia livre de Helmholtz é

F= —]{'BTIHZ = —k’BTNhlV - k:BTln

h=3N/2mm \ 3V/?
w ()|

Usando agora que

B oF
P=7\ov ) n
e notando que o segundo termo da energia livre nao depende de V', obtém-se
NkgT
p= ‘f = pV = NkgT,

que é a equacao de estado do gés ideal, como esperado, ja que os efeitos do campo gravitacional
sao despreziveis no regime em questao.



