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e Estas sao sugestoes de possiveis respostas.
Outras possibilidades também podem ser consideradas corretas, desde que equivalentes as res-
postas sugeridas abaixo.



Q1. (a) As forcas que atuam no disco sdo a normal N, o peso P e a forca de atrito Fo;:

(b) Para o movimento de translagdo do centro de massa na dire¢ao horizontal, temos
Fyp=ma = pmg=ma = a=pug,

onde usamos que o modulo da normal é igual ao mdédulo do peso, pois nao ha aceleracao
vertical. Para o movimento de rotagao em torno do centro do disco, temos

1 2
Ny =1la = umgR = §mR20z = a= %,

onde N, € o torque devido ao atrito.
(c) Usando a aceleragao linear do item (b) e notando que ela tem sentido oposto a velocidade
inicial
v(t) = vg — at = vy — ugt.
Usando a acelerac¢ao angular do item (b) e que w(0) =0
2ugt
w(t) = —].
(1) = 2

(d) No ponto A, temos que v = wR, pois o disco passa a rolar sem deslizar. Utilizando os

resultados do item (c), temos que

R = tA:ﬂ.
319

211Gt 4

V(ta) =w(ta)R = wvo— pugta =



Q2. (a) Considerando as coordenadas cilindricas p, ¢ e z como coordenadas generalizadas e o vinculo
z = p, tomaremos apenas as coordenadas p e ¢ como independentes. A energia cinética é

T= ém& = ém (6° + p?* + 22) = %m (20% + p*¢?).

Como F, = mg ¢ uma forca conservativa, a energia potencial associada é

U= —/ F, -dl= —/ (—mgz) - (zdz") =mgz = Ul(p) = mgp.
0 0
Dessa forma, a lagrangiana da particula é dada por

L = T—U:%m(2p2+p2gb2)—mgp.

(b) Usando as seguintes derivadas parciais

a_L = mpd:—m 8_L = 2mf
oL oL
— =0 — = mp*p.
g ; 0 mp=p
obtemos equagoes de Fuler-Lagrange
oL d (0L
op it (ap) = 2mp—mpp” +myg (1)
oL d (0L d
— _— — =1 =0 — 20) = 0 20 = t 2
% dt(a¢) = = (mr9) = mp*p = cte (2)

(c) Expressando o momento angular em coordenadas cilindricas

L = rxp=mrxv
= m(pp+ 22) X (pp + ppPp + i)
= m [—ppzp + (2p — p2)@ + p* 2] (3)
Impondo o vinculo z = p,
L = —mp*pp + mp*pz (4)

Comparando a Eq. (4) com os resultados do item (b), concluimos que
L. = mp*pz = cte.

(d) Para a érbita circular, devemos ter p = py = p = p = 0. Substituindo nas equagoes de
movimento (1) e (2),

P0¢2 = g, (5>
mpg@ = L. (6)
Essas equagoes admitem solugao para ¢ = w, = constante, que corresponde a uma érbita cir-

cular uniforme. Usando a equagao de movimento (6), obtemos a frequéncia angular procurada

. g
=,/
Po



Q3. (a) No referencial do centro de massa (P.,, = 0), a Hamiltoniana do sistema é dada por

b2, 1 ¢
21 2ur?  Ameg 1’

H =

onde pu = m,/2 é a massa reduzida do sistema, r é a coordenada relativa e p, é o momento
canonicamente conjugado a r. No caso de dérbitas circulares, p, = 0 e a distancia relativa de

1 . OH . .
equilibrio sera dada por F-| _. =0 ou seja,

L? 1 e?

uR3  dmeg R?

12 _ pe*R N mee*R
 drweg N Smeg

(b) Aplicando a regra de quantizagao de Bohr dada no formulario (L = nh) temos:

Logo,

€’ Ry, Amegh?
Me€ T _ 252 = R, = 20200
87e mee?
Em termos do raio de Bohr ay = 4:;2—067? (dado no formulério)
R, = 2n’ay.
(c) A energia do sistema sera dada por
E _ T + V _ L2 . 62 _ meRn€2 . 62 _ _1 62 .
2uR?  4AmegR, 8mm.R2  4meR, 24meg R,
Em elétron-volts . . 68
mee
By=—— (e ) 2 20y,
2n? <2h2(47reo)2) n? ©

(d) A energia do féton emitido serd Ef = AE = B, — By = —6,8 (1 — 1) = Ef = 3'(2’8) =51
eV. Por conservacao do momento, o momento total do positronio sera igual ao momento do
féton py = 5,1 eV/c Como m, = 0,511 MeV/c?, segue que

Pf 5,1 —6
P=02m.)v= = = = 1 =1 .
(2me).v =pr =0 om, ~ 3.(5.10) 155¢ 5 x 107%c = 1500 m/s




Q4. (a) A matriz que representa o hamiltoniano H na base descrita é

Q 0 Q
H=|0 Q A
Q A Q

(b) A matriz do operador D é diagonal com todos os elementos da diagonal iguais a §, ou seja,
¢é proporcional a matriz unidade. Portanto, ela comuta com a matriz de H. Segue que D e a
energia podem ser medidos simultaneamente.

(c) Para acharmos os auto-valores, precisamos resolver a equagao secular
Q- 0 Q
0 Q=X A [=0=(Q-))"—(Q-))(2*+4A? =0
QO A Q-
Os auto-valores sao

A=, Ao = Q4+ V2 4+ A2 A3 =0 —VQ2 4+ A2

Levando-se cada auto-valor \; (i = 1,2,3) no sistema homogéneo de equagoes lineares

Q—-N 0 Q a; 0

e resolvendo para a;, b; e ¢;, obtemos, apés normalizacao

M) = e (A - 12).
|)\3> — i[w_| >}

Vil v
(d) O estado inicial |ip(t = 0)) é exatamente o auto-estado de energia |A\;). Portanto, para
t > 0, o sistema permanecera nesse estado, a menos de uma fase

o—it/h

i) = e M) =~y

(A1) = Q|2)).



Q5. (a) Como o processo é isotérmico P,V; = P;V;. Como V = AL, onde A é a drea transversal do

tubo,

) LZ )
Vip _ P = 5.0 1,0 x 10° = 1,1 x 10° N/m?.

Py =-tP,
7 P

(b) O trabalho isotérmico é dado por

Vy
W = / PdV = nRT In (ﬁ) = PV;In (&)
v V. L,

4
= 1,0x10° x 1,0 x 10*In (%) =101n(0,9) J = —1,1 J.

Y

Esse é o trabalho realizado pelo gas. O trabalho realizado sobre o gas é 1,1 J.

(¢) Como o processo ¢ isotérmico, AU = Q) — W = 0. Portanto
Q=W =—-111.

O sinal negativo indica que 1,1 J de calor ¢ transferido do gas para o ambiente.

(d) A pressdo é a mesma a uma mesma altura nos dois lados do tubo. Do lado esquerdo, a
pressao no ar comprimido Py relaciona-se com a pressao na altura final do émbolo Py, por

Pemb = Pf + PH,0Y [Q(Ll - Lf)] .

Do lado direito, a pressao na parte superior do liquido X, P;, relaciona-se com a mesma P,
por
Pemb = R _'_ngH

Eliminado P.,

| (PP
px = E{ ! p + 2pm,0(Li — Lf)} =24 x 10" kg/m’.
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Q6. (a) As diferencas de potenciais nas extremidades do resistor de resisténcia R; e do capacitor
sao sempre iguais, donde pode-se escrever que ¢ = R1C11;, onde g é a carga no capacitor e [;
é a corrente no resistor de resisténcia R;. Como a carga inicial no capacitor é nula, ;(0) = 0.
Apés um longo tempo, o capacitor estd completamente carregado e a corrente sé passa pelos
dois resistores e nao pelo ramo do capacitor. A aplicacao simples da lei de Ohm leva a
%

R+ Ry

onde oo aqui quer dizer “apds um longo tempo”.

I (o0)

Alternativamente, usando as leis dos circuitos (Kirchhoff)

V. = Rols + R 14, (7)
]2 == Il +IC’7 (8>

q
R = — 9
141 017 ( )

onde I¢ = ¢ é a corrente pelo capacitor. Derivando a Eq. (9) em relagao ao tempo e levando-a,
juntamente com a Eq. (8), na Eq. (7), temos

V =R, (Il + R101j1> + R, =V =RI| + Rlecljl,

onde R = Ry + R,. Essa equacao pode ser resolvida para I; dando

14 —a
[1(15):E(1—e .
onde a = R/(R1R>CY) e usamos a condigao inicial advinda da Eq. (9) ¢(0) = 0= [;(0) = 0.
Segue que
RO)=0 ¢ h(e)=
= e ) = — .
' ' Ri + Ry
(b) Apés um longo tempo
R,CYV
= RCYI =
q(o0) 1C1 11 (0) R, + R
(c) A diferencial de potencial em R; é V;(t) e no capacitor é Vi (t), como esbogado na figura

abaixo
V(0

y
Vi,V At)

R VI(R,+R,)

J Ry T

(d) Quando a chave S; é desligada, temos apenas um circuito RC formado por R; e C, cuja
dinamica é regida por

¢=RiCili e ¢=1I1=q=RiCig= q(t) = q(tg)e /),
A carga no capacitor caird a 1/e de seu valor em t; apds decorrer um tempo
At = R1CY,

do fechamento da chave S;.



Q7. (

) Considere um cabo longo de comprimento h e despreze efeitos de borda. Por simetria, o
campo elétrico no dielétrico aponta na direcao p, considerando coordenadas cilindricas com
eixo z ao longo do eixo do cabo. Tomando uma superficie gaussiana cilindrica com eixo ao
longo de z, comprimento h e raio p € (a,b) e aplicando a lei de Gauss

q
2meph’

jfE-,sdA:fEdA:E2mh:@:>E=
S S €

A diferenca de potencial entre os condutores interno e externo é

b b b
. q dp q b
AV = | E- = [ Edp= 1 .
v / pdp / W= tre |, zmh“()

A capacitancia C' do cabo coaxial é dada por

I 2meh  2meh
YAV T m(bja) ~ m(b/a)

A capacitancia por unidade de comprimento é, portanto,

C’_ 27e

h In(b/a)

(b) Por simetria, o campo magnético B tem a direcao de ¢. Aplicando a lei de Ampere a um
circuito circular com eixo de simetria ao longo de z e raio p € (a,b)

C:

I
]{B.cpdzzjdez Borp=pul = B=1",
c c 2mp’

onde [ é a corrente total que passa pelo condutor interno. A energia armazenada no cabo é

1 ul*h [°27p ,LLIQh
—B’ 1 :
U= / 2 dv = o2 /a 2 dp s (b/a)

Igualando o resultado a LI?/2, obtemos
wh
L==—1

e a auto-indutancia por unidade de comprimento é

£—'uln b
h 27 al’

Alternativamente, o fluxo de campo magnético no dielétrico sera
I, ["d I b
q):/B-gbdA:ﬂ—h —p:M—hln(—).
g 2t J. P 27 a

dd
dl’

uh b
L= In
o ( )

e a auto-indutancia segue como antes.

Usando que
L —

obtemos



Q8. (

) Da lei de deslocamento de Wien AT = W onde W = 2,898 x 10~ 3 m-K obtemos, para
T—2,9K7 Amax = W/T ~ 1072 m ou 1 mm.

(b) Para um féton de comprimento de onda Apax = 1072 m, a frequéncia é v = ¢/Apax =
3x108/107% =3 x 10" Hz e a energia é £ = hv = 4,14 x 1071 x 3 x 1011 = 1,2 x 107 eV.

(¢) Se EY é a energia do elétron apés a colisdo, a conservagio de energia e momento relativisticos

nos da . ,
Ei+E, = Bl +E; = E! = E —(E;—E),

pi—p. = pl—p; = plec = pic+prc—rpic

Elevando as duas equagoes ao quadrado e substituindo (pg 0)2 = (Eg )2 — (m602)2, pi.c = FE; e
ps.c = E; na segunda equagao, temos

(E))? + (E;)® + (E;)> — 2E,E; — 2E'E; + 2E'E,; =
(Ep)* + (E:)* + (péc)z—l—(me ) —2F; (pic) + 2E,E; — 2E; (pic) .

Apbs alguns cancelamentos e isolando Fy, obtemos

E! + pic
E :EZ = 'e .
I Tk + B —pic

Substituindo E! = ym.c® e pic = ( 2 — 1) mec?, temos o resultado final

E; = E, Vil
(2 47 -V =1)

) Como E' = 250 MeV e m.c® ~ 0,5 MeV, temos v = 500. Usando /72 — 1 =v,/1 — %%

(d
v — QL temos

~
Ly = E; 2F; 1
mec? + 2_7

Do item (b), temos E; = 1,242 x 1072 eV de modo que E;/m.c* ~ 107 < % = 1073. Logo

1

E; ~ E; T~ 4% F;.

2y

Substituindo
E; =4.(500)%.(1,24 x 107%) = 1,2 keV.,



Q9. (a) A equacdo de Schrodinger independente do tempo (ESIT) para x < 0 e x > a é da forma
W2 0%()
2m  0z?
enquanto que para 0 < x < a ela é

o)

2m  Ox?

+ Voub(z) = E(z),

A forma geral das solugdes ¥ (z) (regiao 1: x < 0), ¥o(x) (regido 2: 0 < x < a) e P3(x) (regido
3: x> a) para B <V} é

Uy (z) = Ak, kr =+/2m(Vy — E)/A,
Yo(x) = Ce™ + De ™ |k =+2mE/h,
s(z) = Be ke,

onde A, B, C, e D sao constantes complexas a serem determinadas.

(b) A ESIT é uma equagao diferencial linear de segunda ordem. Logo, para um potencial
continuo por partes nao infinito, a fungao de onda e sua primeira derivada sao sempre continuas.
Nas descontinuidades do potencial em x = 0 e x = a isso nos da

oo ov| _ o
vOr) = Y G =)
oo ov| _ o
vla) = v Gl =g

onde z* = lim,_o+ (7 % €).

(c) A probabilidade de encontrar a particula no intervalo é

b
Py = / s(@) ] da,

que é nao nula, ja que ¥3(x) é ndo nula no intervalo.

(d) Nao. Como se trata de um estado ligado no pogo (E < V), os valores permitidos para
a energia E sdo quantizados/discretos. Numa medida de energia total apenas um dos valores
permitidos pode ser obtido. Alternativamente, temos 5 incégnitas (A, B, C, D e a energia F)
e 5 equagdes a serem satisfeitas: as 4 condigdes de contorno do item (b) e a normalizagdo da

funcao de onda
JICCIRE

—00
Apenas valores discretos/quantizados de E poderao ser obtidos desse sistema e o resto segue
como acima.

(e) No caso do pogo infinito, apenas as condigoes de contorno sobre a func¢ao de onda (e nao
aquelas sobre sua derivada) devem ser impostas. Além disso, ¥;(z) = ¢3(xz) = 0 para todo
xr < 0 e x > a, respectivamente. Logo

e(0) = 0=C=-D,
PYala) = 0=C (" —e ™) =2iCsin(ka) =0 = ka=nr (n=123,...),

n2h?
8ma *

donde pode-se usar a relagao entre k e E do item (a) para obter E,, =

4



Q10. (a) A funcao de particao do sistema por particula é Z = ¢V, onde
(=142 % 4 ¢35,
A energia livre de Helmholtz é

F=—-kgTIlhZz = —NkBTln(l 4 9e2P¢ + 673&-:).
(b) A energia interna é dada por

U= —% InZ = —N% In(1 + 2e7 2% 4 e73%).

A energia interna por particula é obtida tomando a derivada

U 4e2Pe 4 3e—3Pe
v= N (1 + 2e—20= 4 6—355> c

(c) A entropia ¢é dada por

de2Pe 4 3e—3Pe
1+ 2e=28e 4 =3¢

U-F
= —— =kgN
$2 U

> Be + kpN In(1 + 272 4 7359,
(d) No primeiro caso fe — oo e, como exponenciais decaem mais rapidamente que qualquer
polindémio,

S:%:kBlnlzo.

Por outro lado, quando T" — oo, fe — 0, logo
S
s=5= kpln(14+2+1) = kpln4.

O primeiro resultado é o que dita o postulado de Nernst ou terceira lei da termodinamica, que
diz que a entropia deve se anular quando 7" — 0. Por outro lado, o segundo resultado nos
diz que a entropia (em unidades de kp) tende ao logaritmo do nimero de estados quanticos

possiveis, pois todos os estados sao igualmente provaveis quando 7" — oo. De fato, nesse limite,
S = kB In 4N.



