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e Estas sao sugestoes de possiveis respostas.
Outras possibilidades também podem ser consideradas corretas, desde que equivalentes as res-
postas sugeridas abaixo.



Q1. (a) As forcas que atuam no carro sao a normal N e o peso P, como mostrado na figura abaixo.

(b) Tomando um sistema de referéncia fixo na pista e com origem na posigao instantanea do
carro com o eixo z na direcao vertical, teremos equilibrio na direcao z

N cos = mg, (1)

onde m é a massa do carro. No plano xy o carro realiza um movimento circular uniforme com
velocidade v cuja resultante centripeta é

2

mu
Nsinf = —. 2
sin I (2)

Eliminando N das Egs. (1) e (2),

v=+/gRtan6

(c) Se Fy; é a forca de atrito, o diagrama de forgas agora é

(d) Usando o mesmo sistema de referéncia do item (b), ainda hé equilibrio na dire¢ao z
Ncosh =mg+ Fyusinf =mg+ puN sin 6, (3)
onde ja usamos que, no limiar da derrapagem, a forca de atrito estatico F,; atinge seu valor

maximo, uN. A resultante centripeta no plano xy agora é

va

Nsin@—i—FatcosQ:Nsin6’+uNcosﬁz%, (4)



onde V4, ¢ a velocidade maxima sem derrapar. Eliminando novamente N das Egs. (3) e (4),

B R tan € + p
Umaz =9 1—ptanf )

(e) Nesse caso, o sentido da forga de atrito se inverte

O desenvolvimento do item (d) se repete bastando inverter o sinal de p — —pu e a velocidade

minima sem derrapar v,,;, €
tan @ —
Umin = gR a .
14 ptand

Note que o enunciado diz que tanf > u, o que garante que o resultado obtido é um nimero
real. Do contrario, o carro consegue ficar em repouso na pista, pois o angulo é menor que o
angulo critico 0. = arctan(u) € vy, = 0.




Q2. (a) Suponha um sistema de referéncia tal que o plano xy contenha o movimento do péndulo,
que sua origem esteja no ponto de sustentagao do péndulo e que o eixo y seja vertical para
cima. As relagoes entre as coordenadas cartesianas do corpo e r e 6 sao

x=(l+r)sind e y=—(l+r)cosé.

A energia cinética assume a forma

1 1 1 .
T = §mv2 = §m (i:2 + 3]2) = §m (7"2 + (r+ 1)202> )

(b) A energia potencial do sistema estd associada a mola, U, € a0 campo gravitacional
g = —g¥, U,. Como o comprimento de equilibrio da mola ¢ igual a [

1
Umola = 5 k”l"2

U, = mgy = —mg(r + 1) cos .
Dessa forma,

1
U =Unota + U, = 51{:7"2 —mg(r +1) cosb.

(c) Utilizando os resultados dos itens (a) e (b) a lagrangiana da particula é dada por

L = T-U
1 -2 22 1 2
L = §m<r + (r+10)%6 > —§kr +mg(r + 1) cos 6.

(d) Primeiramente,

(’;_L = m(r+1)6* — kr + mgcos 6
r
oL .
5, = mr
oL :
0 —mg(r + 1) sin 6
8—[.1 = m(r+1)>%
06
As Egs. de Euler-Lagrange sao
oL d (0L . 0 k
E_%<W>_O — F—(r+10)0 —gcos@—irEr—O, (5)
oL d (0L , :
50 dt(39> 0 — (r+0)0+2r0+gsinf =0 (6)

(e) A equacdo de movimento (5) para § = § = 0 assume a forma
k
P+ —r=g. 7
Pt or=yg (7)

A solugao geral da Eq. (7) é dada por



onde 7y (t) é a solugao geral da equagao homogénea (ou seja, fazendo g = 0 na Eq. (7)) e rp(t)
¢ uma solugao particular qualquer da equagao nao homogénea. Como a equagao homogénea é
igual a equagao de movimento do oscilador harmonico simples, temos que

ry(t) = Acoswt + Bsinwt,

onde w = y/k/m e A e B sdo constantes arbitrarias determinadas a partir das condigdes
iniciais. Como o termo nao homogéneo ¢é constante, tentamos uma solugao da forma

rp(t) = Ct* + Dt + E.

Substituindo na Eq. (7), verifica-se que as constantes C = D =0 e F = g/w? = mg/k. Assim,

Pl =E =%

Por fim, a solugao geral da Eq. (7) é dada por

r(t) = Acoswt + Bsinwt + %



Q3. (a) Segundo a fisica ndo relativistica, o tempo gasto pelos mions para percorrer os 2.940 m do
topo da montanha até o nivel do mar (distancia medida no referencial de Dy) é

294 x10°
0,98 x 3,0 x 108

=1,0x 107" s = 10 ps.

Desta forma, segundo o célculo nao relativistico, o nimero de muons detectados ao nivel do

mar seria
Nyt =10 ps) = 1,5 x 10° 71920 ~ 10,

(b) O enunciado informa que a contagem medida é ordens de grandeza maior do que o esperado
segundo a fisica nao relativistica. A razao da discrepancia é o fato de que os muons detectados
sao particulas relativisticas (v & ¢) e efeitos relativisticos devem ser levados em conta, como a
dilatagao temporal e/ou a contra¢ao dos comprimentos.

(c) (i) Tratando agora o sistema relativisticamente, o tempo de vida dos muons, no sistema
de referéncia de Dy, ndao é 7 = 2,0 us, mas sim 7p, = 7, com v = 1/4/1 —v2/c?, devido ao
efeito de dilatacao do tempo. Para o grupo de mtons relevantes para o experimento, v =~ 5,0
e 7p, ~ 10 ps. Portanto,

N(t =10 ps) = 1,5 x 10° 71019 ~ 5 5 % 102,

contagem que, de fato, é 2 ordens de grandeza maior do que aquela prevista pela fisica nao
relativistica.

(ii) Do ponto de vista de um observador que viaja junto com os muons, o que ocorre é que ele
nao mede uma distancia percorrida de d = 2,94 x 10* m, mas sim uma distancia d’ = d/y ~
5,9 x 10? m, pela contracao dos comprimentos. Desta forma, o tempo gasto pelos miions para
percorrer esta distancia serd

d 5,9 x 102

t = =
v 0,98 x 3,0 x 108

= 2,0 us.

Logo,
N'(t=2,0 ps) = 1,5 x 10% 72920 ~ 5 5 % 10

Um observador viajando com os muions medird uma contagem dos mesmos 5,5 x 10? muons
medidos por um observador do grupo de fisicos, no nivel do mar.

(d) A resposta serd igual. Isto é de se esperar, porque niumeros de objetos sdo invariantes
relativisticos.



Q4. (a) Dado que |[¢p(z,t)|>dz representa a probabilidade de se encontrar a particula no intervalo
entre = e x + dx, tem-se que |1(z,t)|? deve ter dimensdo de inverso de comprimento [L7] (i.e.,
|¢(x,t)|[* é uma densidade de probabilidade linear). Como o termo (z* — h/4am) tem unidade
de comprimento ao quadrado [L?], chega-se & conclusao de que a constante C' tem unidade de
inverso do comprimento elevado a cinco meios [L~°/2].

(b) A fungao de onda representa um autoestado de energia se Hi)(x,t) = ihdy)(x,t) = Ev(x,t),
onde H ¢é o Hamiltoniano do sistema e E é uma constante, que representa o autovalor de ener-
gia do autoestado. De fato, ihdpp(x,t) = bha(z,t) e obtém-se imediatamente que o autovalor
de energia correspondente ¢é 5ha.

(¢) O desvio padrao de um observavel é definido como AO = 1/(0?) — (0)2, onde (O) =
ffooo ffooo * (2’ 1) O(z,2" ) (z,t)dodr’. Assim,

@ = | veheeai=o
0 = [ e (G st

A o [P/, & am [ 5 N L ouma
_ w A e e ) amz?® /h —0.
(z) C /_Oo [(x 4am) N (:U 4am) xe drx =0

Portanto, utilizando os dados do enunciado obtém-se que AxAp = 5h4/2. Isso estd em con-
cordancia com o principio da incerteza, que determina que AxAp > h/2.

(d) A dinamica da particula é determinada pela equacao de Schrodinger dependente do tempo,

h* 0?

 2m0a?

0
ihalat) = b(ait) + V(w,)(,t),

1 4 . 2 92
onde V' (z,t) representa o potencial da particula. Como zh% (2,t) = Shat)(z,t) e ;i_m%¢($,t) _
% [(QaTm)sz - 10%} Y (x,t), obtemos que

2 a2
S d) = 20 may(a.)
2

— V(z) =

Vi(wt)p(w,t) = ih%w(az,t) +

22, onde w = 2a.




Q5. (a) A partir da equacdo dos gases ideais, PV = nRT, com n = 1 mol, temos

%
PAVA:RTA = TA: R,
PV
PBVB—RTB = TB—E,
PV,
P-Ve = RT, To = 2.
cVe =Rl = 1¢ 6

(b) Como a energia interna do gés é uma fungao de estado, sua varia¢ao ao longo de um ciclo é
nula. Por outro lado, essa variagao é a soma do trabalho liquido W, realizado pela vizinhanca
sobre o gas com a transferéncia liquida ()., de energia na forma de calor da vizinhanca para
o gas. Portanto,

Qciclo = _Wciclm
O trabalho liquido —W, € igual a drea delimitada pelo gréafico do ciclo. Logo,
1 45
Qciclo = 5 (PA - PC) (VB - VA) = Qciclo = @Pz‘/z
(c¢) Como se trata de um mol de gas ideal monoatomico, fazendo uso da primeira lei da termo-
dinamica,
AUap = Wap + Qas,
com
3 9
AUyp = §R<TB —Ty) = —gpﬂ/é
¢ 1 51
WAB:_/ PdV:——(PB+PA>(VB_VA):__PZ‘/7,7
Aop 2 32
obtemos o calor transferido da vizinhanca ao gas no processo como sendo
51 9 15
=AUpp—Wup=|—=—-=-| BV, = =—FV,>0.
QaB AB AB (32 8> Qs 39

(d) Como a entropia do gas é func¢ao de estado, sua variagdo entre os pontos A e B pode ser
calculada ao longo de qualquer caminho que os conecte. Vamos efetuar o calculo ao longo
da combinacao dos trechos retilineos AC e CB. No primeiro trecho, correspondente a uma
transformacao isovolumétrica, temos

Tc
ASsc = / 90 _ Cvdl _ 3 pynTe —§R1n(16),
A—C T Ta T 2 TA 2

em que Cy = (3/2) R é a capacidade térmica a volume constante de um mol de gas ideal
monoatomico. No segundo trecho, correspondente a uma transformacao isobarica, temos

dQ s CpdT 5 Ts 5
AS :/ — = =_—Rln— = -RIn(4),
P Jos T e T 2 Te 2 @

em que Cp = (5/2) R é a capacidade térmica a pressao constante de um mol de gas ideal
monoatomico. Combinando esses dois resultados, obtemos

5 3
ASAB = ASAC + ASC’B = éRln (4) - §Rln(16)

ASAB =—Rln (2) < 0.
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Q6. (a) O problema se resume a resolver a equagio de Poisson

vy =L,

€

No nosso caso a simetria do problema dita que V(r) = V(z). Portanto,

d2V Lo
VWV = —— = —-"—¢ .
dz? ¢ ©
Integrando a Eq. (8) uma vez em z teremos
av
— =B+ PO g-az,
dz e

Integrando agora a Eq. (9) uma vez em z teremos finalmente

V(z) =A+ Bz — 0 e v,

2

ex
onde A e B sao constantes de integragao.
(b) Impondo as condigbes de contorno,
Vi=0)=0=0=A— 0 4=
ea? ea?

—d) = _ _ P ed gL PO (ad _
V(z=d)=Vo= Vo= A+ Bd—L5e :>B—d[Vo+€a (e = 1)].

(¢) Do item (b), o potencial é dado por

VQ)Z%*‘& Vo+%(e_°‘d 1)] z—%e—az
Temos que
ov ov ov dv
R UL P
Portanto
b= _{%z [Vo— 25 (1= e7)] +%ae““}z
- Ao ]



Q7. (a) A lei de Biot-Savart é
. / o
B(r)—w/ dl' x (r r)'
c

47 v — /|3

Tomando um sistema de referéncia tal que dl' = da'X, r' = 2’X e r = Ry,

B(P) = 1’ / Y Rdvz _ piR / r__dd
47T L2 (R2 + x/2>3/2 27T 0 <R2 + x/2>3/2 '

Usando a integral fornecida no formulario

Hot L ~
B(P) = .
(P) 2mR \/AR? + L2Z

Portanto,

Lot L
B(P) = )
(P) 2nR \/AR? + L?

(b) A Eq. (10) no limite R < L torna-se

(10)

_ Mot
2R

Este é o médulo do campo magnético gerado por um fio infinito, como obtido facilmente pela
aplicacao direta da lei de Ampere.

(c) A espira quadrada é formada pela juncao de 4 segmentos de fio de comprimento L. Como as
contribuigoes de cada segmento sao vetorialmente idénticas, o campo no centro da espira sera
simplesmente a soma das contribuic¢oes individuais de cada segmento. O moédulo resultante é,
portanto,

B_4 Lot L 2\/_,LL02
2R \JAR? + L2 |p_ L2 L

(d) O campo magnético gerado por um fio longo infinito, transportando uma corrente i’, em
uma distancia " do fio, é dado por

-/
B= M 5
2mr!

O fluxo de campo magnético P através da superficie da espira é dado por

bp = / B - nda,
s
onde da = dxdy e n = Z, logo,
B.j = Kot _ pol
2rr’ 2wy
Portanto,
-/ L/2 D+L/2 d 2D L
@B:/"“dd - =l ’uOZLln( i )
g 2my 27T L/Q D—L)2 2 2D - L



Q8. (a)

Da geometria do diagrama acima, a diferenca de caminho éptico entre os raios refletidos nos
planos superior e inferior é 2dsinf. A condicao de interferéncia construtiva entre os raios é

obtida impondo que a diferenca de caminho éptico seja um multiplo inteiro n do comprimento
de onda: n\ = 2dsin 6.

(b) O comprimento de onda da onda de matéria associada aos néutrons é
h h hc 1.240 eV.nm

mo 2mK  2Em@ /2 x 1.9 x 9.4 x 10° &V

O maior angulo de reflexao de Bragg que pode ocorrer é de = 7/2, para o qual 2d sin(mw/2) =

nA e n = 2d/\. Usando o valor de d fornecido obtemos n = 10,5. Como n deve ser um inteiro,
a mais alta ordem observada é a décima (n = 10).

A\ = = 0,21A.

(c) A dispersao de velocidades dos néutrons se traduz em uma dispersao de comprimentos de
onda de de Broglie presentes no feixe de particulas. Assim, para um determinado angulo de
incidéncia do feixe de particulas, havera um intervalo de angulos de reflexao ¢ para cada ordem
n de reflexdo. Fixando-se um filtro espacial (uma fenda, por exemplo) em torno de um angulo
de detecgao bem definido ¢ge;, estaremos deixando passar pelo aparato apenas os néutrons
cuja velocidade esteja relacionada com o comprimento de onda de de Broglie que satisfaz a
condicao nA = 2d sin @4, selecionando assim uma certa velocidade.

(d) A velocidade de fase pode ser escrita como

AE A A [h2e? / AEON
Uf:)\V:T:E\/p262+(E2)2=E 7+(E2)2:c 1+(hc) > ¢,

onde usamos E? = p?c? + m?c* = p?c® + (E°)2. Por outro lado, a velocidade de grupo ¢ dada
por

dw  dv 1 dE 1 d h?c?

TR T A T hdh) T hdah Ve

onde a ultima expressao para a energia total relativistica foi obtida no célculo de vy. Tomando
a derivada

+ (ED)?%,

1 h2c? 1 c

= - = < c.

h A \/h;§2+(E2)2 \/1—|—<)‘hE;2)2
Conclui-se que vjv, = ¢*. Uma particula pode ser descrita na fisica quantica associando-a a um
pacote de ondas formado pela superposicao infinita de ondas planas, cada qual se movendo com
uma velocidade vy, que pode ser maior do que c¢. O pacote de ondas se move com velocidade
v,. Como é o pacote de ondas (e ndo as ondas planas que o formam) que carrega informagao,
sua velocidade nao pode exceder a velocidade da luz, como de fato encontramos.

Vg




~

Q9. (a) Dado que [,&] = [p,.p.] = 0 e [2,p,] = ik, tem-se que [a,a1] = —2=[2,p,] + 5= [Pa,2] = 1.

Escrevendo % e p, em termos de a e af

&= (a+a')ep, =i (@' —a)

temos

A acdo do operador a'a no autoestado de energia |n)
a'aln) = a'(vnln — 1)) = njn)

mostra que ele conta o niimero de excitacoes presentes no autoestado de energia, sendo esta a
razao pela qual N = a'a é denominado operador ntiimero.

(b) Este problema pode ser visto como o de dois osciladores harménicos desacoplados, uma
vez que nao ha interacao entre os graus de liberdade associados as direcoes x e y. Portanto, a
base produto dos autoestados de energia dos osciladores |n,,n,) = |n,;) ® |n,) é uma base de
autoestados de energia do sistema bidimensional. Em termos dos operadores nao hermitianos,
o hamiltoniano tem a forma

Hy= ) hwa(dfin +1/2),
a=x,y
= hwy(ng +1/2) 4+ hwy(n,+1/2), com n, =0,1,... sendo o = z,y.

(¢) Como o Hamiltoniano é independente do tempo, a evolugao temporal de |¢), a menos de
uma fase global, sera

1
1)) = —
i) = 2
Ao medir a energia total no instante t’, o estado do sistema serd projetado em um dos se-
guinte possiveis autoestados de energia: (1) |n, = 2,n, = 0), com probabilidade 1/5 ou (2)
|n, = 1,n, = 1), com probabilidade 4/5. Dado que

cujos autovalores sao Ey, o,

[e‘it(m)]nx =2n, =0)+ 26_“(“’”“’9)]% =1ln, = 1” .

P2 = mhw,(a.a) + ala, — al* —a2)/2,

tem-se que o seu valor esperado para o estado |n.,n,) é dado por (p?) = mhw,(n, + 1/2).
Portanto, conclui-se que a probabilidade de se obter (p?) = 5mhw, /2 apés a medicao é 1/5.

(d) Para o caso isotrépico, os autovalores de energia sao dados por E,, , = hw(n, +n, + 1).

Consequentemente, obtemos que

I7ny

EO,O = h’wa

El,O = EO,l = 2hw7
EQ,O = E171 = EO,2 = 3hw7

O padrao sugere que o grau de degenerescéncia do n-ésimo estado excitado seja n + 1. De
fato, fixado n, n, pode variar de 0 até n, o valor de n, sendo determinado em cada caso por
n, = n —n,. H4, portanto, n + 1 valores possiveis de n, e n, para cada valor de n, como
antecipado.



Q10. (a) O postulado estabelece que para energia fixa ndo ha nenhum estado mais provével que
outro (equiprobabilidade a priori), logo
1 (E/A)(N — E/A)!

Pr(glaSQa"wEN) = Q(E,N) = N!

(b) A entropia é dada por
S = kplnQ
— kplnN! — kpln(E/A)! — kpln(N — E/A)!
~ kgNInN —kgN — kg(E/A)In(E/A) + kg(E/A)
— k(N —E/A)In(N — E/A)+ kg(N — E/A).

Dividindo por N e reagrupando os termos,

(TR U U
S = _kBZIHZ — kB(l — Z) ln(l — Z)
(c) Como

1 0s

T ou

obtemos ) A
T =———— . 11
o (A1) (1)

Nota-se que quando <1=u>A/2 tem-se T < 0. O valor mdximo de u é A. Assim,
para A/2 < u < A, o sistema apresenta uma temperatura negativa. Isso é uma caracteristica
de sistemas cujo espectro de energias apresenta um valor maximo.

(d) Da Eq. (11)

A—u
u

B A
U X eAGhsT)

O calor especifico é dado por

ou A2eA/(ksT)
— a_T - kBTQ(l + eA/(kBT))Q’

C

Desta expressao, vé-se claramente que ¢ > 0, ou seja, o calor especifico nunca é negativo.



