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e Estas sao sugestoes de possiveis respostas.
Outras possibilidades também podem ser consideradas corretas, desde que equivalentes as res-
postas sugeridas abaixo.



Q1. (a) As figuras abaixo mostram as forgas atuando em cada bloco.

Bloco 1: _ Bloco 2: 1?’21
r 1?12
—_) ¢ .
fu,Z

mq fa,l
4—

As forgas esquematizadas sao as seguintes:

F’ij: Forgas de contato entre os blocos (par de acao e reagao: F + F; 5i =0).
fa i+ Forca de atrito no i-ésimo bloco devido ao chao (| f,.:| = \]\7 ).

N Forga de reacao normal no ¢-ésimo bloco devido ao chao.

P Forca peso no i-ésimo bloco (P = m;q).

(b) Aplicando a segunda lei de Newton a cada um dos blocos e usando que os blocos movem-se
com a mesma aceleragao horizontal a,

- na diregao x: F'(z) — Flo — fo1 = mia, € Fo1 — foo = Maay,
-na direcao y: Ny = P e Ny = Ps.

_ F(x) — g(pamy + pamy)
mi1 + mo '

(c¢) Do teorema trabalho-energia cinética, sabe-se que a variacao total da energia cinética é
igual ao trabalho da forca resultante Fr sobre o sistema. Esta é dada por

ﬁR = (F(x) — g(pamy + pome)) T = (ax — g(pamy + pams)) T.

Segue que a variacao da energia cinética AK entre as posicoes x1 € x9 é

T2 . o
AK = / Frp-dl = —(a:% — x?) — g(pamy + poms)(xe — 7).

2
(d) A poténcia total instantanea dissipada pelo atrito é P = f_:z,tot U = — fatotV, onde f;,tot éa
forca de atrito total atuando no sistema. Impondo-se a condigao do enunciado Pfigo = 2P
e usando
fa,tot,fig,l = fa,l + fa,2 = g(,ulml + [Lzmg) fa,tot,fig,2 =gl (ml + m2)7
obtém-se

mo — M
H1 (ml + mg) = 2(u1m1 + Iu2m2) — & = #
21 2meo



Q2. (a) No sistema de referéncia do enunciado, as posicdes do bloco de massa M e da massa do
péndulo m sao dadas, respectivamente, por 7y = x(¢)1 e 7, = [x(t) + Isen0(t)]1 — L cos O(t);].
Deste modo,

A7y, |*

dt

2 _
U =

= <a; + 16 cos 9)2 + (lésen 9)2 = &% +120% + 2103 cos 6.

Portanto, adotando a posigao y = 0 (§ = 7/2) como o zero de energia potencial gravitacional,
a lagrangiana do sistema ¢é dada por

1 1 . .
L=-Mi*+ gm (x'2 + 1767 + 210 cos 9) + mgl cos 6.

2
Das equacgoes de Euler-Lagrange, as equagoes de movimento sao
(m + M)i 4 (ml cos 0)8 — (mlsen §)6% = 0, (1)
16 + cos 07 + gsen = 0. (2)

(b) Sim, a componente x do momentum linear total do sistema P, se conserva. Isto decorre
do fato de que a forca total no sistema s6 tem componente na direcao y. De fato,

P, =@um~+pn) - 1=Mi+m (x'—i—l@cos@))
dP,
dt

onde usamos a Eq. (1) no ultimo passo. Alternativamente, percebe-se que a coordenada x
¢ ignoravel, ou seja, a lagrangiana nao depende de z. Portanto, o momento canonicamente
conjugado a x, que é o lado esquerdo da Eq. (1), é conservado.

= (m + M)# + (ml cos )8 — (mlsen §)6* = 0,

(c) Com 0 < 1 (senf ~ 6 ecosf ~ 1), as equagdes de movimento podem ser linearizadas

(m + M)i 4+ mlf ~ 0, (3)
i+ 10+ gb ~ 0. (4)

[solando a equagao para #, obtém-se

B} M
9+<m+ )Qezo,

M [
cuja solucao geral é 6(t) = Acos(wt + ¢), onde w = /(™) % e A e ¢ sdo constantes
determinadas pelas condigdes iniciais. Integrando duas vezes a Eq. (3) em relagdo ao tempo
obtém-se

ml
) = — o(t) + Bt + C,
o(t) =~ 00)
onde B e C sao duas outras constantes determinadas pelas condicoes iniciais. Portanto,
(1) M cos(ut + @) + Bt +C
x(t) = — cos(w .
m+ M 7

Nesse modo, o bloco M e a massa m oscilam com a mesma frequéncia w mas em sentidos opostos
(além de um movimento do centro de massa do sistema com velocidade constante na diregao x).

(d) Sim. Fazendo A = 0 na solugao do item (c), obtém-se 0(t) = 0 e x(t) = Bt + C, isto é, o
sistema se move com um todo com velocidade constante B, com o péndulo sempre na vertical
0 = 0. Este é o outro modo normal do problema, cuja frequéncia de oscilacao é nula. Deve-se
notar que essa ¢ uma solugao exata das Eqs. de movimento (1) e (2).

2



Q3. (a) O observador D observa um comprimento L' relacionado a L através da contracio de

Lorentz,
2
I=Iy1-2.
c

Substituindo os valores do enunciado,

L = 280 km.

(b) Supondo, sem perda de generalidade, que as naves situam-se ao longo do eixo z/x’ em
ambos os referenciais de C e D, e que as origens destes coincidem no instante ¢t = ¢’ = 0, os
referenciais relacionam-se pela transformacao de Lorentz

' =~(x — ut) e t':7<t—£x>,

com

Denotando por 1 e 2 as explosoes das naves da civilizagoes A e B, respectivamente, temos
AI:I'Q—[ElzL (§ At:tg—tlzT,
u u
At =t, —t) = 7<At — C—QAJ:)ZV (T - c_2L> :
Para que o observador D registre o evento 2 como anterior ao evento 1, é preciso que
, u
Atr<0 = T--5L<0,
c

ou seja,
2

T
u>%:9x104km/8.

(c) Vamos denotar por ma e me as massas da nave da civilizacdo A e do veiculo de C. A
energia liberada na explosao é mc?. Igualando-a & energia cinética de C

2 Mmcc 2
myc® = ———— — mec”.
U2
=
Portanto,
V2 me 2 me 2
C ma + mc C ma + mg

Com my = m¢, obtemos



Q4. (a) Nesse caso, a equacio de Schrodinger independente do tempo para a particula tem a forma

n d*o(x) o(z)
- —E
2m  dz? plr) = dx?

+kp(x) =0, (0<z<a)

onde k = v2mE/h. A solugao geral da equagao diferencial acima pode ser escrita como
o(x) = Asin(kz) + Beos(kz) (0 <z < a).

As autofungdes devem satisfazer as condigoes de contorno ¢(0) = ¢(a) = 0, pois elas devem
ser continuasem z =0 ez =a, e p(z) =0se x <0 ez > a. Assim,

$(0) = B=0,
P(a) = Asin(ka)=0 = ka=nm, n=12,....

Assim, as auto-energias E, e as autofungoes ¢, () sdo dadas por

e on(r) = Asin (?) , n=1234,...,

h*n?
E, = 2n2
2ma
onde a constante A é determinada através da condi¢ao de normalizagao da autofuncao.

(b) Da continuidade de ¢ (z) em x = 0 e z = a (ver item (a)), temos que ¥(0) = ¢(a) = 0.
A primeira condigao é satisfeita por ¢ (z) independentemente do valor da constante B. Em
relacao a segunda condicao, temos que

Y(a) = A(Ba—a*)=0 = B=a.

(c) A constante A é determinada a partir da condi¢ao de normalizagao da funcao de onda:

| awv@r -1

Dessa forma,

a a A2a5
/ dz [Y(2))? = A2/ dr (a’z® — 2az® + ) = =1
0 0 30
= A = @
\ &5
(d) Na representagao de coordenadas, temos que
~2 2 a 2
p h o\ EY()
(T) = WITI) = Wl ) = 5 | e (@)
Como ()
x
= —2A
dzx? ’
segue que
2A2h2 a FLQ
(T) = (ax — 2?) = 5—2
2m  J, ma



Q5. (a) No caso isotérmico

P)Vo=P;V; = P;=10P =10,1 x 10° N/m’.

(b) No caso adiabatico
PVy =PV} = P;=10"P =10"Py~ 253 x 10° N/m”.

(¢) O nimero de moles ao final da compressao é o mesmo em ambos 0s casos porque as varidveis
de estado sao as mesmas. O numero de moles inicial era, da equacao do gas ideal,

PyVy
n= .
RTy
Apos a exaustao, com Ty = 300 K, o nimero de moles sera
n = P()Vf
RT,
Portanto,
/
1
n  ToVy 330 x0, — 011,

n o TV, 300 x 1
e conclui-se que uma fragao de 0,89 do gds inicial ¢ liberada (ou 89%).

(d) Um esbogo dos dois processos pode ser visto na figura abaixo.

— isotermico
adiabatico

P (u.a.)

\% (Lll.a.)

Como o trabalho realizado (em mdédulo) é a area sob a curva, é ébvio que ele é menor no caso
isotérmico. Alternativamente, pode-se calcular os dois trabalhos. No caso isotérmico

Vi dv V,
Wisoter = —nRTO/ e =—FVyln (%) =1011In10 ~ 233 J.
Vo 0
No caso adiabatico
Vf dV 1 1 V (’Y*l)
Waa = —RVy | = = RV [V“‘” . v“‘”)} _ PV, | (2 1
d OO/VO VvV 7_100 f 0 7_100 Vf
~ 380 J

1.4
= 2,5x 101 x (10%* — 1) =2,5 x 101 x ( 0 —1)
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Q6. (a) Por simetria, B = Bz. A lei de Ampere é vélida no limite quase-estético. Aplicando-a
a um circuito retangular com dois lados paralelos de comprimento L na dire¢ao z, sendo um
dentro do solenoide e outro fora, e os dois outros lados na diregao radial,

%B ~dl = B,L = uogl(S) = ponLI (t) = B = ponlpsin(wt)z (r < R).

onde I(S) é a corrente total que atravessa o circuito e usamos que a contribui¢ao dos lados
radiais do circuito para a circulacao de B é nula (porque B L dl) e o campo magnético é nulo
fora do solenoide.

(b) Usando a lei de indugao de Faraday

?{E'dl:—i//B~ﬁdS
dt

aplicada a um circuito circular de raio r < R, com eixo ao longo de z e concéntrico ao solenoide
(i = Z) e usando que, por simetria, o campo elétrico é azimutal E = £0

d 1 R
E2nr — _WTQEB’ = E(r) = —é,uonwlor cos(wt)@ (r < R).

(¢) Procedendo de maneira andloga ao item anterior mas agora com r > R

1 A
E2nr = —WRQ%B, = E(r) = —2—M07MI0R2 cos (wt)@ (r > R).
r



Q7. (a) A densidade superficial de carga o na placa com carga total Q é relacionada ao campo
elétrico E entre as placas por 0 = Q/ (ma?) = ¢gE. A diferenca de potencial entre as placas U
é relacionada ao campo elétrico por E = U/d . Como, por defini¢ao, Q = CU, segue que

eoma’

C= 7

(b) Pela lei de Kirchhoff

_ Q_,dQ @
V=RI+5 =R+

A solugao dessa equagao diferencial que satisfaz a condicao inicial Q(0) =0 é
Q=VvVC (1 — e_t/T) ,com 7 = RC.
Segue que,

d 1%
J=—Q=—¢",
a? = R

(c) Como a carga (e o campo elétrico) no capacitor muda(m), campo magnético ¢ gerado.
Aplicaremos a lei de Ampere-Maxwell

a um circuito circular de raio a paralelo as placas do capacitor, a meio caminho entre elas e
com centro no seu eixo. Nesse caso, J =0efi || E = Z2. Além disso, B = B6 (por simetria).

Segue que
d d Q (1) d
B2na = oo 3y EdS = oo 37 W—GQdS = NO&Q (t) = pol (1)
-~ B-= pol (t)é
2ma

(d) O vetor de Poynting na borda do capacitor é

S:iExB:Q(t)sz(t)é, Los- 9

S ———
€oma? 21a €o2m2a3
0 0 0

A taxa temporal de energia eletromagnética que flui para dentro do capacitor é a integral do
modulo do vetor de Poynting na sua area lateral

QId

€oma?

P = S2mad = =I1FEd=1U,

onde, como antes, U é a diferenca de potencial entre as placas.



Q8. (a) Pela lei do deslocamento de Wien, o produto da temperatura de um corpo negro pelo
comprimento de onda que maximiza sua radiancia espectral é constante. Logo, para o Sol (.5)
e Betelgeuse (B) vale

)\5 Ty 3,0X103 1
NeTs = A\gTp = 22 =B 2227 _ —
SES T ABIB TN T T T 6,0 x 103 2

(b) Pela lei de Stefan—Boltzmann, a radiancia a partir da superficie de um corpo negro é propor-
cional a quarta poténcia de sua temperatura absoluta, com uma constante de proporcionalidade
universal. Logo, para o Sol e Betelgeuse vale

Iy _Is _Is _ (Ts\"_ (60x10° 4_16
Ty TS T Ip \Tz) \30x103)

(c) Ainda pela lei de Stefan-Boltzmann, e da definigao de radiancia como poténcia (P) por
unidade de drea (A), temos

Iy Pg/Ap <TB)4

E: Ps/As Ty

Levando em conta que a area superficial de uma estrela é proporcional ao quadrado de seu

Po/Ry _ Py (Rs)'_(T5)'
Ps/R% ~ Ps \Rz) \Ts) '

Rp Py (Ts\’ 6,0 x 103\ ° 2
Be _ [Ps (Ts\" _ ;sqor (B0 100N o102
Re VP (TB) X (3,0>< 108 0

raio,

donde



Q9. (

) Da matriz que representa o hamiltoniano H na base |ay), |ag) e |as), verifica-se que o
estado |az) é um autovetor de H com autovalor 2hw. Diagonalizando o hamiltoniano apenas
no subespaco gerado pelos estados |ay) e |ag), temos que

det<_1/\ _1A> = N—-1=0 — A==l

Portanto, os autovalores de energia sao dados por
€, = —hw, €2 = hw, €3 = 2hw.
Os autovetores sao determinados a partir da relacao
-2 1 x\ (0
1 =X y ) \0)°
Para A = —1 (¢ = —hw) e A =1 (e = hw), verifica~se que, respectivamente,
o) =
¥1 NG

Além disso, como ja mencionado

(laa) =lag)) e o) + |az)) .

1
|902>:E(

lp3) = |as).

(b) A partir dos resultados do item (a), podemos reescrever o estado inicial |[1/(0)) em termos
dos autovetores |p;) do hamiltoniano H

1

[9(0)) = 5 (Jen) + [2)) +

5 )=

)+ )-

1
—=los) = —=le2) + —=es
f f V2
Dessa forma, as probabilidades de uma medida da energia do sistema retornar os valores £ = ¢y,
€9 OU €3 SA0

PE=c) = [alpO)P =0
PE=0) = KplbO) =3,
PE=a) = [elwO)P =5

(c) O estado do sistema no instante ¢ > 0 pode ser determinado através da acao do operador
de evolugao temporal U(¢,0) no estado inicial,

[0(t)) = U(£,0)[(0)) = e~ /"|¢(0)).

Usando a expansao do estado inicial [¢/(0)) em termos dos autovetores |p;) do hamiltoniano H
obtida no item (b), temos que

1 —ZE 1 ’LE
[(t) = E 2/ o) + E S g)
1 —w 1 —2iw
= Ee t‘@2>+ﬁe 2 g).

Em termos da base |aq), |az) e |ag), temos

1 —iw 1 —iw 1 —2iw
[U(t)) = € Han) + € o) + Ee 2 g



(d) Como determinado no item (a), o estado fundamental do Hamiltoniano H é o estado |p1).
Considerando a expansao do estado |¢1) na base |aq), |ag) e |ag), temos

010 1/v/2
(4) = (rlAler) =a (1/V2 —1/v2 0) (1] (1) (1) “1/V2 | = -a
0



Q10. (a) O Hamiltoniano do sistema por ser escrito como:

N
H= E €5,
=1

onde €; é a energia do j-ésimo atomo. Como os dtomos nao interagem entre si, a funcao de
particao do sistema é
Z =Trfe P = Z7V,

onde Z; é a fungao particao de um dtomo e 8 = (kgT)~'. Esta dltima pode ser facilmente
calculada
Zi =1+ 2e P2,

donde se obtém N
Z = (1+2e"%)".

A energia interna pode agora ser calculada diretamente

0 2AeBA
— Tz =N"2C
U=—55™ (1+ 2e-P4)

(b) A energia livre de Helmholtz é:

N
F=—kgThZ-= —Eln (1 + 26_’3A) )
A entropia é dada por S = ]ﬂ352g—g, donde
—BA

S = Nkpln (1+2e77%) + 2ANI€36(1+62W-

(c) Se A > 0, entao
(i) T — 0, B — o0, e P2 =0, logo S — 0.

(i) T — oo, B — 0, e P2 — 1, assim S — NkpIn3.

(d) Se A <0, entao
(i) T — 0, B — oo, e 2 — 00, logo S — Nkgln (2¢7°2) + ANkpf — NkpIn2.
(i) T — oo, B — 0, e P2 — 1, assim S — NkpIn3.



