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Respostas esperadas

Parte 1

e Estas sao sugestoes de possiveis respostas.
Outras possibilidades também podem ser consideradas corretas, desde que equivalentes as res-
postas sugeridas abaixo.



Q1. (a) Sim, pois a tinica forca capaz de gerar o torque para que a esfera role sem deslizar é o
atrito.

(b) Sim, pois o atrito é estdtico e ndo realiza trabalho, uma vez que a velocidade do ponto de
contato entre a esfera e o plano inclinado é nula (rolamento sem deslizamento).

(c¢) Tomando a base do plano como o zero de energia potencial gravitacional, a energia mecanica
inicial é apenas potencial gravitacional, dada por E; = mgh. Na base do plano inclinado, a
energia mecanica é puramente cinética, dada pela energia cinética de translacao do centro de
massa (CM) mais a energia de rotagao em torno do CM, ou seja, Ey = mv?/2+ Iw?/2, onde v
e w sao, respectivamente, as velocidades de translacao do CM e angular na base do plano. Por
conservagao de energia mecanica,

mgh = 1mv2+l[wQ. (1)

2 2

Como ha rolamento sem deslizamento, a velocidade de translagao do CM e a velocidade de
rotagao satisfazem v = wr. Substituindo na Eq. (1) e usando a expressao para o momento de
inércia dada no enunciado obtemos
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(d) Definimos um sistema de coordenadas com um eixo x paralelo ao plano inclinado e apon-
tando para a base do plano e um eixo y perpendicular ao plano e apontando para cima do
plano. A forca resultante no eixo y é nula. No eixo z, usando a segunda lei de Newton,

mgsinf — f,; = ma, (2)
onde f,; € a forca de atrito e a a aceleragao do CM. Para o movimento de rotacao
7= fur=1a, (3)

onde 7 é o torque em relagao a um eixo que passa pelo CM da esfera e a é sua aceleracao
angular. Derivando em relagao ao tempo a expressao do item anterior, v = wr, obtemos
a = ar. Levando esta ultima relagdo e a Eq. (2) na Eq. (3) obtemos

2
(mgsinf — ma)r = ngQ%,
donde .
a= =g sin 6. (4)

Dado que a é constante, podemos usar a seguinte relagao, valida para um movimento unifor-
memente acelerado,

v’ = v+ 20Ax
= 2ah/sinb, (5)

onde vy = 0 é a velocidade no instante inicial e Az = h/sinf o deslocamento no eixo x.
Levando a Eq. (4) na Eq. (5)
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que coincide com o resultado ja encontrado no item (c).
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Q2. (a) Utilizaremos como coordenada generalizada o angulo 6 que a haste faz com a vertical. O
modulo da velocidade da particula é dado por v = [6, de modo que sua energia cinética é

A altura na vertical, em relagao a posicao em que 6 =0, é dada por h =1 — [ cosf. Segue que
a energia potencial gravitacional é

V =mgl(1 — cos8).

Finalmente, a Lagrangiana do sistema é

202
L=T-V = ml26 — mgl(1 — cos 8). (6)

(b) A equacao de movimento é obtida a partir da equacdo de Euler-Lagrange

4 (oL oL
dt \ 50 0

Utilizando a Eq. (6) na equagao acima, temos

0= —% sin 6.

(c) Nos pontos de equilibrio, dV/df = 0, o que nos dé sinf = 0, ou seja, os pontos procurados

Sa0
=0 e O=m.

Para avaliar a estabilidade dos pontos de equilibrio, analisamos o sinal de
d*V
= mgl cos 6.

Para § = 0, a expressdo acima tem valor positivo (minimo de V'), caracterizando um equilibrio
estdvel, enquanto que para # = 7, o sinal é negativo (mdximo de V'), correspondendo a um
ponto de equilibrio instavel.

(d) Para pequenas oscilagdes em torno de 8 = 0, podemos aproximar sinf ~ . A equacao de
movimento fica

0= —=0
l Y
cuja solucao geral é, por inspegao,
6(t) = Asin(wt + 0),

onde A e J sao constantes arbitrarias determinadas pelas condigoes iniciais e

w= g/l

que é a frequéncia (angular) procurada. Alternativamente, pode-se comparar a Eq. (2) com
a equagao de movimento de um oscilador harmoénico simples uni-dimensional de frequéncia
(angular) w,

&+ w?r =0,

e inferir que no caso em questao teremos w = \/ g/l.



Q3. a) A conservacao de energia nos dd

2
Eo+mc? = \/p2c® + m3c* + E,
enquanto a conservacgao de momento linear é
Po+0=p+ pe.
b) Da conservagao de momento linear

_, 2
pg = (po — P) =p8+p2 — 2ppg cos 0.
Usando que, para os fétons, pg = Fg/c e p= E/c e levando na Eq. (7)

Eo+ mc* = \/Eg + E?2 —2FFgcosf +m2ct + E.
Isolando a raiz quadrada e elevando a equacao ao quadrado
(Eo — E+mc?)® = E?+ E®—2EE;cosf + m2¢*
B2+ E? + m*c* = 2EEy +2mc* (Ey — E) = E:+ E* —2EEcosf + m*c*
—EEy+mc* (Ey — E) = —EEycosf
mc* (BEy — E) = EFEy(1 —cosf).

Finalmente,
1 1 1
— —— =——=(1—-cos0).
E Ey, mc ( )
c¢) Da relagdo entre a energia e o comprimento de onda dos fétons
hc hc
E=— e Ey=—
A\ TN

onde A é o comprimento de onda do féton espalhado. Portanto,

h
A= X+ =— (1 —cos#h).
me

Para 0 = 7 /2,

I
A= Ao+ —.
mc

c) A energia cinétia do elétron espalhado é
K = \/p2c2 + m2c* —mc®> = E, — E.
Fazendo 6 = 7 /2 na Eq. (8)

N S
E E, md’
donde
P mc?E, |
E() + mec2
Assim,
mc? he mc?
K=Ey(1- == |1-
0( Eo—i—m02> Ao ( Z—g+m02>
Finalmente,
_he 1
— —.
)\0 1+ Tg-




Q4. (a) Queremos calcular (n'| & |n) e (n'| p|n). Utilizando que

AT
25 \/meﬁ
obtemos
h
s oot
r = Sy (a +a ) )
p o= iy 2 (ot~ a)

Os elementos de matriz pedidos sao

i) = o (o] (@t al) o)
Wbl = i/ (] (at ) )
Como
Wlalny = (o]l —1) = Vidw,
(latn) = () VAFT 1) = Vi o,
segue que

(n'|Z|n) = \/ %‘; (\/7_1571’,71—1 +Vn+ 15n’,n+1) )
(N'|pln) = iy /MQ“’ (\/n + 10/ nt1 — \/7_15n/,n_1) .

2

(b) Primeiramente, escrevemos £% em termos de a e a'

h h h 2
22 [ (AT 2 (a e at) = T o5
T 2mw<+a) 2mw(+a> Qmw[a +aa+aa+( )}
O valor esperado procurado é
<n|:a2|n>=<n|i(a +aat + ata + (a )2) In) .
2mw

Calculamos cada termo separadamente

<| |> <n|a\/7_7’|n_1>:\/ﬁ\’n_ldn,n—ona

( In) (n|a'vn+1|n+1) =vVn+1vVn+ 20,440 = 0,
n|aT|> = (nlavn+lln+1) =n+1)(n|n) =n+1,
|a'aln) (n|afv/n|n —1) =n (n|n) =n.

(n] (af)”
(n| 4
(n

Juntando todas as contribuicoes

(n]2*|n) :2i(2n+1):i (n+%)




(c) A energia total média em um auto estado do Hamiltoniano é

(n| H |n) = hw (n| (eﬁm%) n) :hw(nJr%),

onde usamos o valor esperado do operador mimero calculado no item anterior. A energia
potencial média em um auto estado do Hamiltoniano é

Do item anterior

Finalmente

(d) Primeiro notamos que

dag(t A - . -
Zh%() — |:&H(t>7Hi| — elHt/h |:CAL,H] e—th/h’

ja que o Hamiltoniano comuta com as exponenciais. O comutador procurado é
[aH} — hiw [a, (a*a n %)] = hw [a,ata]
onde usamos que um numero comuta com qualquer operador. Mas
la.a’a] = (aa'a — a'a®) = (aa" — a'a) a = [a.a'] a = a,
jd que [a,af] = 1. Assim,

_dag(t)

ik o — hw eiI:It/hde—iI:It/h _ thdH(t)

Resolvendo essa equacao diferencial

ag (t) = a(0) e ™" = ge™ ™",




Q5. a) O grafico pedido é mostrado na Fig. 5:

Figura 1: Grafico esquematico mostrando o ciclo num diagrama p x V.

b) (i) De maneira geral, o trabalho realizado pelo gds num processo reversivel quando o volume

varia de V7 até V5 é dado por
Vo

W = pdV
Vi
Portanto, o trabalho realizado no trecho CA é nulo, pois ndo ha variacao de volume. O trecho
AB é adiabatico, portanto nao ha troca de calor ()45 entre o gas e a vizinhanca. Da primeira
lei da termodinamica AU = @Q — W (U é a energia interna),

Wap = —AUsg =ncy(Ty — Tp),

onde usamos a expressao para a energia interna de um gés ideal. Finalmente, na isoterma BC,
usando a equacao de estado do gas ideal,

Vo
Wpe = / pdV = —nRIgInr.
Vo

Como Ty = Tp e as isotermas sdo hipérboles p = nRT/V num grafico p x V', segue que
Twin =Ts < T4 = Thax- Logo, usando ¢y = R/(y — 1), o trabalho total é dado por

R
Wtotal = n_ (Tmax - Tmin) - nRTmin Inr.
v—1

(ii) S ha troca de calor entre o gds e a vizinhanga nos trechos BC e CA, pois o processo AB é
adiabatico. Como BC é uma isoterma, a energia interna do gas se mantém constante e, usando
a primeira lei,

Qpc =Wpec = -—nRIglnr <0,

o que corresponde a uma liberagao de calor do gas para sua vizinhanca. Na isocdrica CA, o
trabalho é nulo e, usando novamente a primeira lei,

QC'A - AUCA - nCV(TA - TC) - nCV(TmaX — Tmin)-

6



Portanto, o calor injetado no gas é

nRk
injetado — — Tmax - Tmin .
Q jetad N — 1( )
c¢) O rendimento é dado por
V[/total (7 - 1)Tvmin
= —=1- Inr.
' Qinjetado (TmaX - Tmin)

d) Na adiabética AB temos que
paVy =pp(rVo)" = pp =pa/r7,
e na isoterma BC' temos que
pprVo = pcVo = pc =15,
donde
r=— :—r7$r7_1=@

P PA pc
Da equacao de estado dos gases ideais para a isovolumétrica C' A

Assim,

Levando na expressao para o rendimento,

Tmin Tmax
n=1-— In :
(Tmax - Tmin) Tmin

Se Thax = 21T min, temos que
n=1—In2~0.31,

e o rendimento da maquina de Carnot correspondente é

Tmin
TlCarnot — 1 - TmaX = 057
de forma que
Ui
= 2(1 —In2).
T)Carnot ( )

O rendimento da maquina é menor do que o da maquina de Carnot correspondente. Isso é
o esperado porque uma das consequéncias da segunda lei da termodimamica é que nenhuma
maquina operando entre dois reservatorios a temperaturas Ty« € Tmin pode ter rendimento
maior que a maquina de Carnot entre esses reservatorios.
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Q6. a) Pela lei de Gauss, de maneira geral, sabemos que:

jqfﬁ-dﬁzﬂ, (9)
S

€o

onde a integral é feita sobre a superficie S de uma regiao V' e qy é a carga total contidaem V.
Tomaremos, nessa questao, regioes esféricas de raio r centradas no centro da esfera isolante.
Por simetria, o campo elétrico apontara sempre na direcao radial, ou seja, £ = Er.

i) Campo elétrico para r < a: Neste sub-item, escolhemos regices esféricas de raio r < a,
representadas pelas linhas pontilhadas na Fig. 2. Desta forma, a carga em V &

qv = pV,
dmp 4
= —7r°.

qv 3

Aplicando a Eq. (9) e usando que o campo elétrico é radial

FEdmr? = @TS.
€0

Portanto, a magnitude do campo elétrico sera dada por

E:iT.

360

ii) Campo elétrico para a < r < b: Neste caso, as regides esféricas tem raior tal que a < r < b,
como mostrado na Fig. 3. A carga total contidaem V' é gy = Q). Aplicando a Eq. (9) e usando
que o campo elétrico é radial

FEd4nr? = Q.

Portanto, a magnitude do campo elétrico sera

Q

Amegr?

E

iii) Campo elétrico para b < r < ¢: Nesta regido, queremos o campo elétrico dentro de um
condutor em equilibrio eletrostatico (veja a Fig. 4), que sempre se anula. Portanto,

E =0.

(iv) Campo elétrico para r > c¢: Agora, as regioes esféricas tem raio r > ¢, como mostrado na
Fig. 5. A carga contida em V' é gy = . Aplicando novamente a Eq. (9) e usando que o campo
elétrico é radial

FEimr? = Q

Portanto, a magnitude do campo elétrico sera

g9

Amegr?




.~ Isolante
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Figura 4: Regiao V no caso (iii) b < r < c. Figura 5: Regido V no caso (iv) r > c.

b) Em todo condutor em equilibrio eletrostético, a carga liquida se distribui na sua superficie.
Vamos denotar por ¢; a carga induzida na superficie interna do condutor (r = b) e g3 a a carga
induzida na superficie externa do condutor (r = ¢). Como dentro do condutor temos F = 0,
aplicando a Eq. (9) a uma regido como as do item (a)(iii) (raio r, tal que b < r < ¢), a carga
total em V nesse caso é nula. Portanto,

v = @Q+q@=0
=qn = —Q.

Como, por simetria, a carga se distribui de maneira uniforme na superficie, segue que a densi-
dade de carga induzidaem r = b é

- Q
4b?

Como o condutor esta descarregado, por conservacao de carga, temos que

01 =

Qcondutor =0 = ¢+ q2
Q@ = —q1

Usando novamente que, por simetria, a carga se distribui de maneira uniforme na superficie, a
densidade de carga induzida em r = ¢ ¢




c¢) Esbogo do gréfico F x r:

~1/r2

Figura 6: Esboco do grafico E x r.



Q7. a) Pelo formuldrio podemos ver que no vacuo (onde p = 0 e J = 0), as equagoes de Maxwell
sao dadas por

V-E = 0; (10)
V-B = 0; (11)
. OB
E = —=—. 12
V x ol (12)
_ OF
B = = 1
V X MOEO(‘%’ (13)

Tomando o rotacional da Eq. (12) temos que

VX(VXE)+VX<%§>—O. (14)

Utilizando a primeira identidade vetorial dada no enunciado juntamente com a Eq. (10), po-
demos re-escrever o primeiro termo do lado esquerdo da equagao acima como

Vx(VxE)=V(V-E)-V*E=-VE.

Desta forma a Eq. (14) pode ser re-escrita, trocando a ordem das derivadas parciais, como

—V2E+§ (vu?) —0.

Utilizando a Eq. (13) obtemos a equagao da onda para o campo elétrico

02E

Vzﬁ = NOEOW .

Tomando agora o rotacional da Eq. (13) temos que

= E
V X (V x B) — ppegV X (%)-0.

Utilizando a primeira identidade vetorial dada no enunciado juntamente com a Eq. (11) e
trocando a ordem das derivadas parciais, podemos re-escrever a equacao acima como

V25— ,uoeog (v x E) ~0. (15)

Finalmente, utilizando a Eq. (12) no segundo termo da Eq. (15) obtemos

b) A equacdo de onda para uma fungao f(7,t) se propagando com velocidade v é dada por

V2f(F,t) _ i an(F,t)

v Ot

(16)

4



Comparando com as Eqgs. (15) e (16), notamos que a velocidade de propagacao de EeBé
dada por

1 1

= = Mo€0 = |U=
v/ Ho€o

= c. (17)

¢) (0,2 pontos) Supondo que E aponte na direcao e se propague na direcao z, podemos
escrever que

_ EO ei(kz—wt)c% : (18)
_ BO ei(kz—wt)g . (19)

oo

O campos “fisicos” podem ser escritos como (supondo Fy e By reais)

E} — Re(E) = Ey cos(kz — wt) (20)
B} — Re(B) = By cos(kz — wt)j . (21)

Essas solucoes, de fato, satisfazem as quatro Eqgs. (10-13) desde que w = ck, como pode ser
verificado. De maneira geral, a dlrecao de E & arbitraria, desde > que seja perpendlcular a z
Uma vez fixada a direcao de E B tem que ser perpendicular a E e Z. Os médulos de E e B
Sa0:

E = FEqycos(kz —wt),
B = Bgcos(kz —wt).

d) Tomando a divergéncia da Eq. (13) temos
. 0 B B
V-(VXB) - oco (v-E):MOV.J. (22)

O primeiro termo se anula pela segunda identidade dada no enunciado. Usando a Eq. (10)

dp

8t+v J =0

Esta equacao expressa a lei de conservacao da carga: em sua forma integral, ela implica que a
taxa de variacao temporal da carga total incluida em uma regiao espacial fixa é igual ao fluxo
de corrente elétrica entrando pela superficie que delimita a regiao.



Q8. (a)Das relacdes fornecidas

vBh

H 1) = —9BS. &) = $157 |4)

Portanto, |£) sao auto-vetores do Hamiltoniano com auto-valores dados, respectivamente, por

Ej:: :FT

(b) De maneira geral,
[ () = [ere M) 4 e_em M)

onde c4 sao coeficientes determinados pelas condigoes iniciais. Usando as expressoes dos auto-
valores do item anterior

6 (£) = [ese™ |4 + o))

Em ¢t = 0 temos
[ (t=0)) =[cs|+) +c- )] =

donde ¢, = —c_ = 1/4/2. Portanto,

Sl @) = Sop [ [4) — e |)]
Sy () = Sy—= {ei%ﬁt +) — eI |—>}

SO = Sos [ Ft 1 — e o)



Finalmente,

WIS = 5 [ F = e F ] S [ F ) - )
= —gcos(’th)
W OIS [0 (1) = %[e—iﬂ?wﬂ—eﬂzﬁww} 2—% ) e )
= Lsn (381
W @IS |v @) = %2 T ] - e | 2—35 )+ e
= 0
(8.) = —Leos(yB1)
($,) = 4sin(yBY)
() =
(d) Queremos ¢ tal que
o o) = o, -
0120 = S [ e )

onde usamos o resultado do item (b).

2B
ezl:z >

B
122

Por inspecao nota-se que a condicao a ser satisfeita é

(n=12,...).

O menor valor de t corresponde an =1




Q9. a) Em qualquer outro referencial S’, o intervalo invariante terd o mesmo valor
As® = (Az') + (AY)” + (AZ) = 2 (AF)”.

Se nesse referencial os eventos ocorressem no mesmo ponto do espago, Az’ = Ay’ = Az’ =0

’ 2 . . . ~
e terfamos As? = —c? (At')” < 0, o que contradiz o enunciado. Portanto, esse referencial nao
existe.

b) Como o intervalo invariante é positivo
Az? + Ay + A2 > AN

Supondo a propagacao de um sinal com velocidade V entre os eventos, terfamos Axr = V,At,
Ay =V,At e Az = V,At. Levando na desigualdade acima

(VZ2+ V72 + V)AL > CAL
Assim, terfamos V7 + V> +V? = V? > ¢*. Portanto, o sinal teria que se propagar com uma

velocidade maior do que a da luz, o que é impossivel.

¢) (i) Como o relégio estd em repouso em S’, Az’ = Ay = Az’ =0 e As> = — (At')* <0. O
sinal é negativo.

(ii) Observados no referencial S, os eventos sao tais que Az = V,At, Ay =V, At e Az = V,At.
Logo,
As® = (V2+VI+ V) AP — CAP = = (A)?

onde usamos que o valor do intervalo invariante nao depende do referencial. Segue que

2
Ar = /1- 2t
C

d) (i) No referencial de laboratdrio S, a separacao espacial entre os eventos é a distancia entre
F' e D e aseparacao temporal é o tempo que a particula leva para viajar entre um e outro

L

Ax =1L At = —.
x e %

(ii) No referencial da particula, os eventos ocorrem no mesmo ponto espacial e a separago
temporal entre eles pode ser obtida usando o resultado do item (c)(ii)

/ V2 (L
A =0 e At = 1—;(;)

(iii) Do ponto de vista de S’, L' = VAt', pois F' e D (e o refencial S) se movem com velocidade
—V. Usando a expressao para At’ obtida no item anterior

2
L’:\/l—%L.
C




(Q10. a) A funcdo de particao é obtida somando sobre todos os estados do sistema com o peso de

Boltzmann drdp -
Z = Tre ” / / L exp | —0 e + e T :
2m 2

onde 37! = kzT. Usando
/ dre %" = 7—T,
oo a

E\/Qm\/ 2

h\ BV Bmw?

27T]{73T . ]{JBT
how — hw

obtemos

/=

b) Como os osciladores s@o independentes, o mimero médio n(z)dz pedido é igual a 3N vezes
a probabilidade de um oscilador ter sua posicao no intervalo considerado. Esta probabilidade,
por sua vez, € igual ao peso de Boltzmann integrado sobre todos os valores de momento linear,

donde
_ 3Ndz [ dp P mw?a?
n(x)dx = 7 /_OO - eXD [—5 (Zm =

m mw?z?
dxr = 3Nwd — :
n(z)dz wdx, [ kT exp ( T )
c) A energia potencial média por oscilador é
L[ (mw?z?
Uy = 37\7/ ( )n(az)daz
mw?z? mw 2 g
= ex
27r/<;BT P\ 2k )
m 2]€BT 2
= w,/ kT \/ e
“ 27TkBT< 5T) mw? /_Oox °
2

Usando que [~ e = \/1/2,

Esse resultado é o esperado pelo teorema da equiparticao, que diz que o valor médio classico
de cada grau de liberdade quadrdtico da Hamiltoniana (como a energia potencial) é kgT'/2.

d) Temos que

mw%% kT o 1 [kgT
2 2 = /= d wd\ m '
Para os dados fornecidos
f = 0.03 =3%.
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QL. (

) Da componente da segunda lei de Newton na diregao vertical (orientada para cima), a
queda ¢ descrita por

d dv
F = m—v——mg kmvé—— (g + kv) :>/ e /Odt, (1)

dt dt

onde usamos a condicao inicial de que o corpo parte do repouso. Usando

/ @ Lz ),

ar+b a

v / t
/ dv ,:—/ dt' = In (g+kv> — _Jt. (2)
0o 9+ kv 0 g

Invertendo altima relacao

segue que

v(t) = % (e —1). (3)

Como v(t) < 0 (corpo em queda), o médulo da velocidade é
lu(t)| = —% (e™™ —1)= % (1—e™).

(b) A velocidade terminal vy, é obtida tomando-se o limite ¢ — oo na Eq. (3)
Uterm =— hm J (e_kt - 1) - _2 = lvterml = g

oo ke k k

(c) A posicao vertical do corpo é obtida integrando mais uma vez a Eq. (3)

d k [* ‘ / k |
U:—Zzg(e_kt—l)i—/dz':/<e_kt—1>dt/=>—zz—e—+——t,
9 Jo 0 k k

t  k g
donde
() =L (1- ™) g—kt (4)
(d) Das Eqs. (3) e (4),
z = 2 gt.
kEk

Eliminando ¢ usando a Eq. (2), encontramos a expressao procurada

k
z(v) = len (14—?@) —%.

Alternativamente, da Eq. (1)

dv
k
a=— = —(g + kv).
Mas
dv dvdt a
= = vdv=adz = —(g+ kv)dz.
Logo

v

vy g In(g + kv) — k
_/ Y /dv’:/ d7 = 2 n(g + 21)) -

br— aln!a—l—bx[ S
egue que

k
z(v):l‘jzl (1+ gv) %

onde usamos o resultado [ —Z v



Q2. (a) Seja um sistema cartesiano de coordenadas com z na horizontal orientada para a direita
e y na vertical orientada para baixo e com a origem no ponto de sustentacao do péndulo
superior. Sejam (x1,y1) e (x2,y2) as coordenadas cartesianas das particulas de massasm, e ma,
respectivamente. Entao,

r1 =101 sin 0y, yi=11cosby, xo=1;sin 0+l sin Oy, yo =11 cosb + l5cosbs.
donde

Zt‘l = llél COS 91, jfz = llél COS 91 + lgég COS 92,

91 = —llél sin (91, yz = —llél sin (91 — lgéz sin 92.

A energia cinética da particula 1 é

L= S+ 0) = 5 (B0 cos” 0, 4 167 sin® 0,) = =L 16,
Para a particula 2

x% = lf@f cos? 6, + l§9§ 082 0y + 21,150,065 cos 0; cos 05,

y% = lf@f sin? 01 + l%@% sin? 0 + 2l1l29192 sin #; sin 65,
donde

A energia cinética total é

(b) A energia potencial é
V = —mi1gyy — Ma2gYyo = —mlgll COS (91 — mag (ll CcOS 91 + l2 COS 92) .

(c) A Lagrangiana é L=T —V

m )
L = 71 (l%Q% + 2gl, cos 91)
+ % {lféf + 1202 4 211156105 cos (0, — 0) +2g (I cos by + lacos 6y) | -

(d) As equagoes de movimento sao as equagoes de Euler-Lagrange

d (OL oL ,
Ef <602> - 891 =0 (Z— 1,2).

Temos para i = 1

8_9 — —(ml -+ m2)gl1 sin 91 — m2l1l29192 Sin(el — 92);
1
8L 2 4
% = (my + mo)l{01 + malylabs cos(by — 6s),
1



d (OL N . . . .
Et (a_9> = (m1 + mg)lfﬁl + m2l1l292 008(91 — 92) — m2l1l292 sin(91 — 92)(91 — 92),
1

e para ¢ = 2

L o .
3_9 = —magly sin Oy + malyla0,05 sin (6, — 0s),
2
[, . .
a—_ = mal30s + mali 126, cos(6; — 63),
00,

d L .. ) _ _ )
Et ((29 > B m21592 — mahloth Sin(91 o 92)(91 o 92) + malyl20, COS(91 — 92).
2

As equacoes procuradas sao, portanto,

(m1 + mz)(lfﬁl + gll sin (91) + mzlllz[éz COS((91 — (92) + 9% Siﬂ<91 — 92)] = O,
mg[lg% + glg sin (92] + m2l1l2[91 COS(01 — 92) — 6% Sin(91 — (92)] = O



Q3. a) A Hamiltoniana do oscilador isotrépico é

mw2

9 (x2+y2+z2),

1
H= ' @enrd) ¢

que corresponde a soma de 3 osciladores unidimensionais independentes, um para cada direcao
cartesiana. Como os osciladores sao independentes, os auto-estados do sistema sao dados pelo
produto tensorial (ou Kronecker, ou externo) dos auto-estados de cada oscilador

|n17n27n3> - ‘n1> ® |77,2> ® |n3> )

onde n; = 0,1,2,...(i = 1,2,3 = z,y,2) e |n;) sdo os auto-estados do oscilador harmoénico na
direcao i. As auto-energias sao a soma das auto-energias dos 3 osciladores independentes

3 3
E, = (n1+n2+n3+§>hwz (n+§) hw,

onde definimos n = nqy + no + n3, que € um ntimero natural arbitrario.

b) E, = —;hw corresponde a n = ny + ng + n3 = 2. HEsta iltima equacao pode ser satisfeita
por (ny,n2,n3) = (0,0,2) e suas permutagoes (0,2,0) e (2,0,0) e por (ny,nq,n3) = (0,1,1) e suas
permutagoes (1,0,1) e (1,1,0), correspondendo a uma degenerescéncia total de 6.

c¢) Os valores possiveis de serem medidos sio as auto-energias F,,. A probabilidade de se medir
a auto-energia F,, é

P, = Z 5n,n1+n2+n3|<n17n2=n3|¢>|2-

ni,n2,n3

Os 1nicos valores com probabilidade nao nula de serem medidos nesse caso sao
3 5
04+0+4+1+ 5 hw = 5 hw = F,

3 5
(O+1+0+—>hw = —hw=FE

2 2
3 7
0+1+1+5 ) = Sho=E,

A probabilidade de se medir F; = (5/2)hw é
1(0,0,14)]* + [(0,1,0[4) | = 1/2 + 1/4 = 3/4.
A probabilidade de se medir Fy = (7/2)hw é
(0,1,1]4)|* = 1/4.
d) O resultado da medida foi F;. O estado logo apds a medida é a projegao do estado [1)) no
auto-sub-espaco de E7, ou seja,
1

V2

onde o é uma constante de normalizagio. Normalizando o estado, acha-se |a|*(1/2+ 1/4) =

1= a=2/V/3. Assim,

lw(t >0)) =« ( 10,0,1) +é|0,1,0>) :

|Y(t >0)) = \/%\0,0,D + %|0,1,0>.



Q4. (a) Fazendo a mudanca de varidveis v = 2T, na expressao para a densidade de energia, fornecida
no enunciado, obtém-se

uw(T) =T"* /Oox?’f(x)da:. = KT*,
0

onde K é uma constante independente da temperatura. Como u tem dimensao de energia
por unidade de volume, segue que K tem dimensao de energia por unidade por unidade de
temperatura absoluta a quarta potencia ou

[E] _ m

K: pu—
K] Bk 12k

onde m tem dimensao de massa, [ tem dimensao de comprimento, ¢ tem dimensao de tempo e
k tem dimensao de temperatura absoluta e usamos que [E] = ml?/#2.

(b)

. 2 ’ ’ . . ~ s .
(i) O fator &Tc—gdu ¢ numero de modos normais de vibracao do campo eletromagnético, por
unidade de volume, com frequéncia no intervalo [v,v + dv].

(ii) Se hv < kT, exp(hv/kgT) ~ 1+ hv/kgT e a distribuigao de energia é

hv hv

~ = l{iBT
hv/k _ hv
e(hv/kgT) _ 1 P

(iii) O resultado obtido no item anterior é o que seria obtido utilizando um tratamento classico,
via o teorema de equiparti¢ao para osciladores classicos: kgT' /2 para cada termo quadréatico na
energia, termo cinético e potencial harmonico.

(c¢) Determinamos primeiramente ¢p. Escrevendo, de maneira geral,
tp = G*hP
e levando em conta que
(G =13t m™; [Al =ml*t™Y [ =10t

obtém-se
13a+25+7m—04+5t—204—5—7 — ¢

Logo, « = 8 =1/2 e v = —5/2. Portanto,

lp =1\ —.

A distancia de Planck é

lp=ctp =1/ —.
P P 3

De maneira similar, para a massa de Planck

3028+ —atBy—2a=F—y _ mp,

que fornece « = — = —1/2 e v = 1/2. Logo,

he
mp=\/—.

G



A temperatura de Planck pode ser determinada fazendo a razao entre a energia de Planck,
mpc?, e a constante de Boltzmann

m,c? hcd

ko Gk’

Utilizando os valores numéricos das quatro constantes fundamentais, h, ¢, G e kg

tp~ 107" s Ip~ 107 m; mpa~ 1078 kg: Tp~ 10*? K.



Q5. (a) A conservacao de energia interna leva a

(K + mHgOCHgO)<Teq - Tamb)
my (T — Teg) '

mxcx(Tx - Teq) - (K + mHgOCHQO)(Teq - Tamb) = Cy =

(b) Usando os dados fornecidos e as férmulas de propagacao de erros do formulario

(30,0 + 50,0 x 1,0)(27,8 & 0,1 — 25,0 + 0,1)
200(37.8 — 27.8 + 0.1)
28+0,14
“100+0.1°

Cp =
= 0,40

A fracao acima é

2.8 4+ 0,14 14\ 2 1\’
—— = 028|1%+ L1 L (oL
10,0 £0,1 2.8 10,0

— 0.28]1+v25x 10—4+10—4}

— 0281+ 26 x 10—4}

= 0,28 [1+5,1x1077]
= 0,28 +0,014.

Finalmente,

¢, = 0,40 x (0,28« 0,014)
¢ = (0,112+0,006) cal/(g°C).
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Q6. a) O elemento de carga d@ do anel produzird um campo dE no ponto P, como mostrado na
figura. O médulo deste elemento de campo elétrico é

Q)

dE =

Ameqr?

A componente deste elemento de campo elétrico perpendicular ao eixo z é cancelada pela
componente perpendicular ao eixo z produzida pelo elemento de carga situado na posigcao
diametralmente oposta do anel. Ao somar os elementos de campo elétrico devido a todos os
elementos de carga do anel, apenas sobrevivem as componentes na direcao do eixo z,

dQ) dQ =z

cosf = .
4reqr? Amegr? r

dE, =

Somando todas as contribuicoes dos elementos de carga do anel, obtemos

Qz P Qz
dregrd " dmeo(R2 4 22)3/2

E=1z
b) O potencial elétrico devido ao elemento de cargad@ no ponto P é

dV(z) = dQ

Ameor

O potencial devido a todas as contribuigoes dos elementos de carga do anel é obtido somando
todas as contribuicoes, donde se obtém

Q Q

Viz) = = —
(2) Amegr  Admegy/ R2 + 22

c) A energia cinética inicial da particula é nula, porque ela parte do repouso. A energia
potencial elétrica inicial da particula é nula também, porque —¢V'(zg) =~ 0 se zop > R. A
conservacao da energia mecanica (cinética mais potencial elétrica) nos dd a velocidade v no

centro do anel via ) ) 0
mu mu
04+0=— —q)V(0) = —

2
S
2megm B’

donde



Q7. a) Como o aro é quadrado, a drea da regido interna ao aro e contida no retangulo sombreado
é um triangulo isésceles de altura s e angulos internos 45°,90° e 45°. Portanto, o tamanho da
base do triangulo é 2s e sua area é

1
A= =5(25) = 5>
2
O fluxo do campo magnético através do aro é
<I>:/§-d§:BA:Bs2,

onde usamos o fato de que o campo magnético é constante na regiio sombreada e normal ao
plano da figura.

-

b) A forga eletromotriz induzida pode ser calculada pela lei de Faraday:

dd d
€= Ere _BQSjZ = —2Bsuv,
e o valor da corrente elétrica é
2Bsv
I = . 5
= 9

A area sombreada diminui com o movimento do aro e, portanto, o fluxo do campo magnético
também diminui. O sentido da forca eletromotriz, pela lei de Lenz, é anti-horario para se
contrapor a diminuicao do fluxo de B. Segue que a corrente fluird também no sentido anti-
horéario.

c¢) A forga magnética sobre um elemento do aro é
dF, = Idl x B
Os elementos do aro dentro da regiao sombreada sao: dl = —%(@dl + ydl) (lado superior

esquerdo) e dl = 32@ (zdl — ydl) (lado inferior esquerdo). A forca magnética é, entao,

B} > 2
dF, = 1[-% (&dl + gdl) x B2+ % (&dl — dl) x B3],

ou

dF.,, = —/2IBdl#



e integrando em dl de 0 a V2s (lembrando que as contribui¢oes dos dois segmentos ja foram
somadas) obtemos

E, = —2IBsi . (6)
Substituindo a Eq. (5) na Eq. (6), obtemos

- 4B?%s%y
m= —21 .

R

Para que o quadrado se mova com velocidade constante, temos que aplicar uma forca de mesmo
moédulo que F),, mas de sentido oposto, isto é para a direita (sentido positivo de x).



Q8. a) A parte da Hamiltoniana devida ao campo elétrico é
Vi = (—e)(—FE&) = eEi,

onde z é o operador posicao. A Hamiltoniana total é a soma da Hamiltoniana do oscilador
harmonico e Vg

]32 mw2£2
2m 2

b) A corecao da energia do primeiro estado excitado em ordem linear em E é

H =

+eEz.

AEY = (11Vg[1) = eB(1]#[1).

Podemos usar a definicao do operador de destruicao

e obter
h
N i+ At
T v (a+a')
Logo, a corecao procurada é
AEWY = ¢E —Z%H@+ﬂwﬂ%=Q
2mw

c) A corecao da energia do primeiro estado excitado em ordem quadratica em F é

AE? = = (Vo)
h ek h
_ m;_w ey /5 (1](@+a")(0) — v2[2)
€2E2 e2E2
= 5 ({11) = 2(1[1)) = —7—.

d) Podemos re-escrever a Hamiltoniana total do sistema como

R ]32 mwQ (A eE )2 €2E2

=2 - .
2m * 2 \” * mw? 2mw?
Definindo &’ = & + eF/(mw?) e observando que [#/,p] = [2,p] = ik, segue que o Hamiltoniano
em termos de 2’ 5 , 2 2
~ D mw* , .o €
H=— —
2m + 2 (%) 2muw?

corresponde a um oscilador harmonico simples mais uma constante. Portanto, suas auto-

energies sao
1 e? B2
E, = = ) hw — :
(n i 2) 2muw?

Por outro lado, do calculo perturbativo temos

3 2 2
E@+Aﬂ”+Aﬂ”:JM—6

2m2w? ’

que ¢ igual ao resultado exato. Isto indica que as correcoes de ordem superior sao todas nulas.



Q9. (a) Denotemos quantidades no referencial da Terra sem “linha” e no referencial da nave com
“linha”. O intervalo de tempo prdprio medido pelos astronautas para a viagem de ida é
At' = 3T /4 anos. O intervalo de tempo medido na Terra, por outro lado, é At = ¢T/V , onde
V ¢é a velocidade da nave. Da férmula de dilatagao temporal

At
T Y g
donde se obtém que
4c
V=—.
5

(b) A distancia D’ percorrida pela nave em seu préprio referencial corresponde a distancia
percorrida no referencial da Terra ¢I' contraida pelo fator de Lorentz v(V = ) = 2. Logo,
D' = cT)y =%,

(c) Seja t; = t} = 0 o instante de emissao do primeiro pulso com a nave ainda na posigao
r1 = 2] = 0. O segundo pulso é emitido em t;, = Ty = 1 ano, na posi¢ao zo = Viy (25, = 0).
Esse pulso chegara na Terra em t3 = t5 + x5/c = Tp, onde Tp é o periodo procurado, medido

no referencial da Terra. Da férmula da dilatacao temporal, to = v (V)t, = g anos. Assim,
V 5 4
Tp=ty+==t,(1+— | == (1+=)=3anos.
c c 3 5!

Alternativamente, da expressao do efeito Doppler da luz com Ty = 1 ano

1+ V/e 144/5
., = ano
1—V/e 1—4/5

Tp =1y = 3 anos.

(d) A velocidade do médulo espacial no referencial da Terra é

—5¢ 4c
_u’—l—V_%—l—g_

I N T

Portanto, o tempo da viagem de retorno do mddulo é

cT'10
tp = (CT/Q)/|ux| = 77 = 5T.

Este tempo deve ser somado ao tempo necessario para chegar a metade do caminho antes de
ser feito o retorno

5T
tl/g = (CT/Q)/V = ?
Assim, o tempo total procurado é
5T 45T
tiot = t1/2 + tp = 5T+§ =g



Q10. (a) Podemos escrever

1 3
En:hwo(2n+1+§>:hwo(2n+§) n=0,12,...

A funcao de particao para o ensemble canonico de um oscilador é

00 00 00
— Bhwn(on-=2 _3 _ _3
Zl _ E :6 3 wo( n—|—2) —e 5 Bhwo E :6 2Bhwon —e 5 Bhwo E :mn7

onde § = klﬁj ez =e 20 Usando Y 7 2" =1/(1 — z),

e_gﬁhwo

2= 1 — e2Bhwo’

A fungao de partigao para o sistema de N osciladores ¢ Z = Z{. A energia interna por oscilador
é

U 1 0 0 0 |3
= —=-———hZ=-—IZ == |= In(1 — e~ 2PMeo
u ~ N@Bn 8511 1= 55 [2ﬁhwo+ n(l—e )
3 QMQG_Z'BHWO 3 2
- 5hw0+ 1 — e—2Bhwo = huwo §+e2ﬁhwo_1 '

No limite classico fiwg < kT, €?%m0 ~ 1 4+ 28hw e

3 2 3
S - = = T~ kgT.
U hu)o <2+ 2577/(,«}0) 2hwo—|—k73 ]CB

10 ]
- /
P
8 —r
o
7

'.:é?o ¢ /"/
=1 e

4 al

/f
-~ ’/
2 __,-r"/
0

Figura 1: Esboco de u x T



(b) A entropia por oscilador é

+/€BIHZ1

. h/wo 3 2 3 —25hw0
2hwy /T
25 :))/_1 — kpln(1 — e 200,

onde usamos alguns resultados do item (a). No limite cldssico

iy T kT
~ — keIn(2B8hwy) =k |1 +1 )
2B e In(2PRw) = ks [ . (%wo)]

Figura 2: Esboco de s x T.
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Q1. (a) As componentes vertical (y) e horizontal (z) da equacdo da segunda lei de Newton sdo

F, = Tcost —mg=my,

F, = —Tsinf =mz,

onde T’ € a tracao no fio. Para pequenos angulos 6, o movimento é aproximadamente horizontal
ey=9y=19~0. Assim, Tcosf) ~ T ~ mg. A dinamica horizontal fica entao
mx = —mgsinf =~ —mgl ~ —mg—

[

éﬁé—l—%x = 0.

Esta é a equagao do oscilador harménico simples com frequéncia angular w = /¢g/l. O periodo

procurado é, portanto,
2 \/7
= — =2m/—.
W g

(b) Como a massa da esfera era muito maior que a massa do fio e os deslocamentos iniciais eram
muito menores que o comprimento do fio, o que foi confirmado pela auséncia de variacao do
periodo dentro do intervalo de variacao dos deslocamentos iniciais, podemos tratar o pendulo
utilizado com um péndulo simples. Assim, utilizando a resposta do item anterior,

g = A ﬁ
Usando os valores medidos
4.00
= 42— = 9.86960 2

que ainda esta expresso com algarismos significativos em excesso. Para o calculo do erro de g,

utilizamos
Ag = /AT + AZ

g 1
Al = Eﬁlzllﬂ'zﬁAl,
0 [
By = A7 =85 Ar

Usando os dados fornecidos

A, = 7 x5x1073
Ay = —71%x25x 1073,

donde
Ag =7%x V650 x 1072 = 572 x V26 x 1073 ~ 0,2 m/s”.

Alternativamente, pode-se argumentar que Ay > A; e Ag ~ |Ay|. O resultado final é

g=99+0,2 m/s%



(Q2. Considerando o sistema de referéncia da figura abaixo, definimos as coordenadas do corpo A
como x4 e ys = 0 e do corpo B como zg e yg. Dadas as distancias S e r definidas na figura,
segue que

rg = S+ rsin,

yp = —rcosb,
e a inextensibilidade da corda impoe o vinculo entre as coordenadas

(S—za)+r=1L.

(a) Para esse item, podemos impor # = 0 desde o inicio. Nesse caso,

ip = 0,
gB = _7;7
ia = 7

onde usamos o vinculo na ultima equacao. A energia potencial gravitacional do corpo B é
V = Mgyg = —Mgr, onde tomamos a altura y = 0 como referéncia (e, portanto, o corpo A
nao contribui para V). A Lagrangiana do sistema é

M
Lo = = (T3 +i5+y5) =V
L, = Mi*+ Mgr.
A equacao de Euler-Lagrange é
d (OL,\ _ 0L,
a\or) — or

OMi = Mg=i=

)

o I

que é a aceleracao comum pedida.



(b) Deixando agora # variar, as componentes das velocidades ficam

ip = 7rsinf+ rfcosb,
gy = —rcosf+ rfsiné,
Tqa = T,
e a Lagrangiana do sistema fica

M : :

Ly = S (@4 b+ i) — Mays
M M :

L, = D) 2 4 o (7*2 —I—T292> + Mgr cos 6.

A equacao de Euler-Lagrange para r é

d (o) _ oL
a\or ) — or

2F = 76+ gcosb. (1)

A equacao de Euler-Lagrange para 6 é

4 (0L _ oLy
dt \ 90 0

d . . .
. (7“29) = 2r70 + 1?0 = —grsiné.

Fazendo § = 6 = 0 na Eq. (1), o lado direito se reduz a g e recuperamos

= 2
3

(c) Nesse caso, precisamos acrescentar as contribuigbes da corda para as energias cinética e

potencial. A energia cinética é
m
.2
Tcorda =37,

2
ja que a velocidade da corda é a mesma do corpo B e a energia potencial é

r

‘/corda - - (_l) mg- = ——— T,

onde usamos que a fracdo de massa da corda que pende ao lado da mesa é (r/l)m e a altura
do seu centro de massa é —r/2. Portanto, a Lagrangiana fica

L. = M?*Q—i—%?*Q—I—Mgr—I—T;L—er
L. = <M+%)7*2+Mgr+%q7“2.

d (0L _ oL
d\or)  Or
2M +m)7¥ = Mg—l—%r.

A equacao de Euler-Lagrange é




Q3. (a) A energia total da particula 1 é E) = ymc? . Segundo o enunciado, E; = 2mc?. Portanto,

Resolvendo para v,

(b) Da conservacao de energia, E! + E} = E7,
2mc?® + mc® = y(V)Mc?

3m=~(V)M (2)

Da conservagao de momento linear

2§)mc = V3 me=y(V)MV. (3)

Dividindo (3) por (2), temos
Substituindo (4) em (2), temos
3Im — —=
=—— =/1-1/33m=/2/33m=V6m.
e T = Y
(c) A energia cinética procurada é dada por

K=~(V)Mc*— Mc* = [y(V) — 1] Mc*.

Usando o resultado do item anterior,

K = (1%1/3 — 1) M = (? — 1) Véme® = (3— \/6) mc?.



Q4. (

) Para E € [0,Ug], E > V(z)sex € [0,L] e E < V(z) se z < 0 ouxz > L. Isso leva a
que nessas duas ultimas regioes, a funcao de onda decaia exponencialmente com a distancia ao
poco, o que impoe condicoes de contorno restritivas sobre as solugoes da equagao de Schrodinger
independente do tempo (ESIT). Como consequéncia dessas condicdes de contorno, a ESIT s6
pode ter solugao para valores discretos de E.

(b) Se z < 0 (regiao I) ou z > L (regiao III), a funcao de onda decai exponencialmente,
enquanto que se 0 < x < L (regido II) ela tem comportamento oscilatério/senoidal. Assim, de
maneira geral,

I : o(z) = Ae ™l = Ae*® 2 <0,
II : Y(x)=Ccos(yx+¢), 0<z<L,
I : o(z) = Be Ple-tl= Be= A=) o5 I,

(¢) A ESIT é uma equacao diferencial linear de segunda ordem. Logo, para um potencial
continuo por partes nao infinito, a funcao de onda e sua primeira derivada sdo sempre continuas.
Impondo essas condigoes nas descontinuidades do potencialem z=0e z =L

Px=0")=¢(x=0") = A=Ccos¢ (5)
Y=L )=y(x=L") = Ccos(yL+ ¢) = (6)
P(x=0")=¢'(z=0") = Aa=-—Csing (7)
Y(x=L")=v¢'(x=L") = —Csin(yL + ¢) = —fSB. (8)
A ESIT
R " . i " .
o V(@)(a) = Bila) = 5= (@) = [ - V()] b()
aplicada nas 3 regioes nos da
2 _
[~ (o) = [0~ Bl(e) = o = ) 20— E]
h2
I 7 2Y(w) = +EY(z) = 7 = 1|
s —2 gy(a) = —|Uy - Elv(a) > B = = \/Qm'(’;;‘ 2]
De (5) e (6), obtemos A e B em termos de C
A=Ccos¢, B=Ccos(yL + ¢),
que, quando levadas em (7) e (8), fornecem
aCcosp=—yC'sing = tangp= —a/y (9)
vC'sin(yL + ¢) = fC cos(yL + ¢) = tan(yL +¢) =B/v = a/7. (10)

As Egs. (9) e (10) formam um sistema de duas equacoes em duas incégnitas, ¢ e E (através
de « e ), que pode ser resolvido para achar a energia E.

(d) No limite L — 0, podemos ver que a condi¢do na energia se torna « — —a, que s6 tem
solugao se « — 0 ou £ — Uj.



Q5. (a) O esboco do ciclo num diagrama P x V é

Pressao

Volume

(b) Usaremos a convengao de que trabalho realizado pelo gés e calor injetado no gas sdo
positivos. Nesse caso, AU = () — W. A energia interna de um gas ideal s6 depende da sua
temperatura. Como nao ha variacao de temperatura no processo 1, a variagao da energia
interna é nula AU; = 0. No processo 2 o trabalho é nulo, pois nao hé variagao de volume. A
variagdo de energia interna é, portanto, igual ao calor injetado no sistema (note quen = 1)

T
AUQ :Q2 - CvAT - 3—2R(2T0 - T()) - 3}; 0.

(c) Como o processo 3 é isotérmico a temperatura 275, a pressdo é dada por
2RT,

V Y
donde se deduz que o trabalho realizado pelo gas é

Vo Yo 9RT
W = / PdV = / 2dV = 2RTyIn 3.
Vo/3 Vo/3 4

P =

(d) De forma semelhante ao feito no item (c), o trabalho realizado pelo gi's no processo
isotérmico 1 a temperatura 7Tg é

Vo/3 Vo/3 T
W, = / PdV = / Blo s — — RTy1n 3,
Vo Vo V

de tal forma que o trabalho total é W;,; = W7 + W3 = RTy1n3, onde usamos que o trabalho
é nulo nos processos isovoluméticos 2 e 4. Calor é injetado (positivo na nossa convencio) no
sistema apenas nos processos 2 e 3, pois:

(i) o calor no processo 1 € igual ao trabalho W) (jd que a energia interna é constante, porque
a temperatura é constante) e W; < 0 (ver acima) e

(ii) o calor no processo 4 é Qs = Cy AT = (T, — 2T,) = —2L < (.

O calor no processo 2 foi calculado no item (b) e é Q2 = 3RTy/2. O calor no processo 3, que
é isotérmico, é igual ao trabalho realizado pelo gas Q5 = W3 = 2R1y1n 3, como calculado no
item (c). O calor total injetado é, portanto,

3
Qinj = Q2+ Q3 = RTj (§+21n3> .

6



Finalmente, o rendimento da maquina é

. Wtot o 1113

- = — ~ (,30.
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Q6. (a) O potencial eletrostatico total V(z) é a soma dos potenciais dos dois aros. O potencial
devido ao aro de carga negativa é

- 27h 1

a dmeq /22 + b2’

ja que cada elemento de carga do aro estd a mesma distancia do ponto P. Analogamente, o
potencial devido ao aro de carga positiva é

V_(2) =

2\ - 272b 1
V = .
+(2) 4meq 22 + (2b)?2

Somando as duas contribuicoes

w@:u@+m@:;ibgiw_¢;MJ.

(b) Por simetria, E,(z) = E,(2) = 0. O campo elétrico ao longo do eixo z é

&@F?ﬂW@:Am[ 4 1 I

0z 2¢0 | (22 + 4b2)3/2 B (22 + b?)3/2
(c) Pela segunda lei de Newton aplicada ao sistema, temos
mzZ =qF.(z),

onde F,(z) é dado no item (b).

(d) Linearizando o campo elétrico do item (b) em torno de z = 0 obtemos

gA
— <.
4€0mb2

Z

A equacao diferencial é equivalente a equacao de um oscilador harmonico simples com frequéncia

angular
_
i degmb?
A frequéencia de oscilagao é, portanto,
w1 gA
1= o = oV ey



Q7. (a) O campo elétrico fisico é dado por
E(rt) = Re {E(r,t)}
= kE {&Re [ei(kz_m)} + yRe [iei(kz_“t)]}
= Fy[xcos(kz —wt) — ysin(kz — wt)].
(b) Vamos usar a lei de Faraday. Primeiramente, calculamos o rotacional de E usando a
substituicao V — ik para ondas planas
VxE = EV x () (x+iy))
= FEyikz x (e (% +iy))
= (kEye!t 0 (y —ix) .

Escrevendo o campo magnético na forma B = Bye!®*=“!) obtemos
OB .
= —jwBge!F*),
at 0
Conseguimos entao satisfazer a lei de Faraday se a amplitude B, for tal que
. OB
VXE = —.
%
Z-kEoei(kz—wt) (y . ’L)A() _ ,L'wBoei(kz—wt)
~ E
=B, = 70(9—2'&).

Logo, o campo magnético complexo é

- E .
B(rt) = ?O (y — ix) el(k’z_wt),

e o campo magnético fisico é

B(r,t) = Re {B(r,t)}

_ %) {yRe [6i(kz—wt)} — %Re [Z-ei(kz—wt)]}

E,
— ?0 [y cos(kz — wt) + xsin(kz — wt)].

(c¢) A densidade de momento linear é

g = ¢ExB
EoEg N ~A . N N
= (xcos(kz —wt) — ysin(kz — wt)) X (¥ cos(kz — wt) + xsin(kz — wt))
c
€0E2 ~
= Z.
c

(d) Escrevendo o vetor posigao em coordenadas cilindricas r = pp + 2z e usando o resultado
do item (c), obtemos

E2
or) = Eocﬂ(pp+zz)><z
LT

C




Q8. (a) Usando a relacio entre a energia cinética e o momento linear (ndo-relativisticos) e a relacao
de de Broglie

3
|
&

cin

2m

__h
2m Ecin
6,63 x 10734

— = 0,26 nm.
V2 % (9,11 x 10-31) x (22) x (1,6 x 10-19)

=\ =

S S

(b) Numa transigao para o estado fundamental, temos

1 1
hf=102eV=136eV (= —— ).
1 n2

Podemos verificar que esta relagao é satisfeita para n = 2, uma vez que

3 136 3
1 —=—— =34 10 =10.2.
3,6><4 1 10 34 x 3/10 0,

Assim, o nimero quantico do estado excitado é n = 2.

(c) Da relacao de incerteza energia-tempo, temos

h h 10734
AEAt > = = AE > ~ J=10""eV
=9 =92At  10°F o
que € a incerteza procurada.
(d) A energia cinética relativistica é (5 = v/c).
E., = m_c2 — mc>.
Ve

Resolvendo para 32,
B2=1- (1 + Ecm/mc2)_2.

Como E., < mc?, podemos expandir até primeira ordem, obtendo

2 Ecin Ecin
52:0—%1—<1—2 ):2

c2 mc? mc2
Logo,
m?  p?
Bein ™ =5 & o

Alternativamente, pode-se apontar que a energia cinética do elétron incidente, 22 eV, é muito
menor que a energia de repouso da particula, 511 keV, o que justifica o uso da aproximacao
nao-relativistica.



Q9. (a) Como todo observdvel, & Hamiltoniana deve corresponder um operador Hermitiano. Sua
representacao matricial é realizada por uma matriz Hermitiana, ou seja, uma matriz que é
igual a sua transposta complexa-conjugada, ou ainda, uma matriz cujos elementos H;; sao tais
que

_ *

Segue que, para que a matriz fornecida seja Hermitiana, entao o elemento que falta é M35 e
E5 € R e sua parte imagindria é zero.

(b) A matriz de A é evidentemente diagonal e dada na base considerada por

A:

S O
SN O
_ o O

O comutador entre A e H pode ser calculado

0 0 0
AAH =0 0 M|,

e ele é, de maneira geral, nao nulo. Segue que A nao pode ser medido simultaneamente com
a energia. Alternativamente, pode-se dizer que A s6 pode ser medido simultaneamente com a
energia se Moz = 0.

(c) Devemos diagonalizar a Hamiltoniana. De sua estrutura de blocos, segue que o estado |1)
é auto-estado de H com auto-valor A\; = F

H|1) = Eq|1) .
Focando agora no sub-espago gerado por |2) e |3), as outras autoenergias sdo solugdes de

det (E2 - )\ M23

Mz,  Es— /\> = (By=A)(E3—A) = [Mas]* = 0= N = A(Ep+ E3) + By By — | Mas|” = 0.
23

Resolvendo a equacao de segundo grau, obtemos as outras duas autoenergias

Ey+ B3+ \/(Ey — E3)2 + 4| Moy

A2z = 5
(d) A Hamiltoniana nesse caso é
1 00
H=1[0 3 1] .
01 3
e os autovalores sao, usando o resultado do item (c),

)\1:1, )\2:2, )\3:4

Ja vimos que o auto-estado de A1 é |A;) = |1). Os auto-estados de Ay 3 sdo obtidos de

() ()= 6)



Para Ay =2, o auto-estado é

= (1)~ =502 -y,

e para A3 = 4, o auto-estado é

75 (1) = 1) =5 )+ ),

O estadoem t =0 ¢é |2) = 715 (|A2) + |A3)). A evolugdo temporal posterior é simples na base
de auto-estados de H

1 . : 1 . .
9(0) = == (T o) e T D)) = == (D) + ) )
Na base original, o estado é
1 , : 1 , , . ‘
) =5 [ (12) = 3) + e (12) + 13)| = 5 [ (7 + e ) [2) + (eH = e7E) 13)]
O vetor coluna correspondente na base original é
0
e_i-;.;t 4+ e—z'%t
iRt _ o—ift



(Q10. (a) Nos itens abaixo, 1/8 = kgT. Como os fons sido independentes, a funcdo de particdo é
dada pelo produto das funcoes de particao de cada fon

Z =27y,
onde
Zl — Z e—ﬁDU%—f—ﬁhUl
c1=—1,0,+1
— e BD+Bh | 1 4 o=BD-pR
= 1+ 2¢ 7P cosh(ph).
Logo

7 = (1 + 2e7°P cosh(ph))".
(b) A energia livre de Helmholtz por ion é

F kT
f= 5= _LN InZ = —kgTln Z; = —kgTIn(1 + 2eP cosh(Bh)).

(c) A energia interna por ion é dada por

U 19 9
2 — Tz —Lz,
““NT Nog ™ Y

Calculando a derivada
2¢—AD

= D cosh h3 — hsinh :
u 26—/3Dcoshhﬁ—|—1( cosh h3 — hsinh h3)

(d) Para h = 0, temos que
2De PP 2D
u = = :
2e=PD 11 24 eBD

O calor especifico é dado por

i QudB 2D
or —0BIT  ppT2(2 4 ¢ToT )2

CcC =
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Q1. (a) As equacoes de movimento sdo

R dv . .
F,=-mgz=m— = v,=0, v,=—g.

I dt
(b) Integrando em relacdo ao tempo as equagoes de movimento,

v, = 0 = v (t)=C

v:(0) = wvygcosh=C1; = v,(t) =wvgcosb,
v, = —g = v,(t)=—gt+Cy
v,(0) = wvosinfd=Cy = v,(t) =vgsinf — gt.

(c) Integrando em relagdo ao tempo as componentes da velocidade obtidas no item (b),

dx

_:ar

o = wvgcosf =  x(t) =vptcosh+ C;
z(0) = 0=Cy = z(t) =vgtcosb,

d 1
é — wosinf — gt = z<t)zvotsin9—§gt2+02

1
2(0) = 0=Cy = z(t) =votsinf — égtz.
(d) Utilizando os resultados dos itens (b) e (c),

L = rxp=mrxv

1
L = m [5{ (vot cos0) + 2 (Uot sin § — Egt2)] X [X (vgcos ) + Z (v,sin 6 — gt)]
1 9 .
L = émgvot cosf | y.

(e) Novamente, utilizando o resultado do item (c),
N = rxF,
N = [f( (vt cos ) + Z (Uot sinf — éth)} X (—mgz)
N = (mgugtcosf)y.
Comparando os resultados dos itens (d) e (e) temos, como esperado,
d

L
— = N.
t



Q2. (a) A forca pedida é

dU.
Fy= —VUy(r) = -t ;(T) = —krt = —kr = —k(2X + yy).
r
(b) A energia cinética da particula é dada por
1 1 :
T ==-mv*==m (7'“2 + 7“292) :
2 2

Como Ui (y) = Ay = Arsinf, a energia potencial em coordenadas polares é
1
U= 5]{7“2 + Arsin 6.

A lagrangiana da particula é, portanto,

L = T-U,
— _1 .2 202 1 2 .
L = 2m<7“ +T9) ri Arsin 6.
Usando
[, .
% = mr#* — kr — Asiné,
@ = mr
or
OL
2 —Arcos 0,
9L _
00
as equacoes de movimento de Euler-Lagrange sao dadas por
L L :
%—%(%)zO = mit — mré? = —kr — Asin,
oL d (0L d :
90 dt (ag) - U (mr T Ccos o, (1)

m (7“29 + 27“7'“9) + Arcosf = 0.

(¢) Utilizando os resultados do item (b), os momentos canonicamente conjugados sio

OL
o= L sl
or m
(9[/ 2/ A p9
= —=mrf =0=—.
Do 9% 2
A hamiltoniana é dada por
p; | P

H = pi+pd—L= +

1
T + 2/{7"2 + A\rsin 6.

(d) O momento angular é
L=rxp=mrxv=nrtx (7’“1?'—1—7“963) — mr26z.
Comparando o resultado acima com os resultados do item (c), temos que
po = L..

A equagdo de movimento (1) indica que py = L, = constante se A = 0, isto é, L é conservado
apenas na auséncia da forca F.



Q3. (a) A forma geral das solucoes 1, (x) (regido 1: z < 0) e o(x) (regido 2: = > 0) é

() =Ae*™® 4 Bem®T k= \/2mE/h,
¢2(CIT) =C eika + D e—ikaa k2 - \/Zm(E - Vb)/ha

onde A, B, C' e D sao constantes complexas a serem determinadas.

(b) O percentual pedido é dado pelo coeficiente de reflexio, que é obtido da razdo entre as
densidades de corrente J = %(w% — w*%) das ondas refletida e incidente. Ele é dado por

B2 , . : -
R = Jgfg. Como as particulas sao incidentes pela esquerda, D = 0. Os outros coeficientes sao

determinados exigindo-se a continuidade da fungao de onda e sua derivada em x = 0

P1(0) =19(0) = A+ B=C,
P1(0) =95(0) = ki(A—B)=k2C.
Assim,
E_klksz_E_<k1/62)2_(1162//61>2_ 1 - J(E-V)JE\
A ki + ky _IAP_ ki +ky) L+ ko/ky B 1+\/(E_VO)/E ’

(c) Para E < Vj, a solugao geral é

Pi(z) = Ae™* + Be ™ k= V2mE/h,
Po(x) = Ce ", K = \/2m(V0—E)/ﬁ> 0,

onde A, B e C sao constantes complexas a serem determinadas e ja excluimos um termo com
exponencial crescente para z > 0 por corresponder a uma funcao de onda que nao é limitada
superiormente quando r — +o00.

(d) A probabilidade pedida é o coeficiente de reflexdo R = ||]A3||§> como no item (b).

P1(0) =¢2(0) = A+ B=C,
P1(0) =5(0) = ik(A-B)=—-xC,
donde

B ki —ik B K +w?

A" T 07 A2~ k2 + K2

= 1.



Q4. (a) Do grafico, pode-se estimar y; ~ 25um. Para o angulo, se L é a distancia da grade ao

plano do detector
2,5 x 107°

0, ~ tgh, = L =
1 g yl/ 1.25

= 2,0 x 107 rad.

(b) Se d é a separagao entre as fendas da grade, a condigao para interferéncia construtiva é, do
formuléario,

d senf,, = nA\.

Para o primeiro méximo (n = 1)
A=d senf; ~d 0, = (100 x 107?)(2,0 x 107°) = 2,0 x 107"* m.

(c) A massa molar do Cgg é 60 x 12 =72 x 10! g/mol. Logo, a massa de uma molécula é

72 % 10! g

M=--Z—"—2
6,02 x 1023

= 1,2 x 107* kg.

O médulo do momento linear de uma molécula é

p=Mv=12x10"*" x220=2,6 x 107* kg m/s.
(d) O comprimento de onda de de Broglie é

h
Mg =— =6,63x107*/2,6 x 1072 =2,6 x 107'* m.
p



Q5. (a) A pressao final P; & a soma da pressao externa P, e a pressao P, devido a for¢a da mola.

Esta ultima é

kx 400 x 2
p =B X2 6% 10° N/m?
m= T T x10s 0107 N/m’

onde x é a variacao de comprimento do cilindro. Assim

P; =P, + P,= 26 x 10° N/m”".

(b) A relagao entre as varidveis termodinamicas iniciais e finais é

PV, PV PViT, P, (L+x) 2,6 x300x 27 9
= = T, = = = =84 x 10 K.
Y PL 1 x 25 .
Alternativamente, da equacao do gas ideal
P Ve 26 x10° x5 x 1073 x 27 x 1072
el 2R RO RA R _84x10PK

nR 5x 102 x 8,31

(c) O trabalho total W realizado pelo gas é igual a soma da variacdo de energia potencial
elastica da mola W,, com o trabalho W, realizado contra a pressao externa constante

W - k;c? _ 400 x 10 ><2(2 x 107%)? 87

W, = PAV =P Ar=1x10>x5x107?x2x 1072 =10 J,
W = W+ W,=181.

(d) O calor @ fornecido ao gds é igual ao trabalho total W calculado em (c¢) mais a variacao
da energia interna do gas AU

AU = neyAT =5x 1072 x 12,5 x (8,4 x 10> — 300) = 3,4 x 10* J,
Q = AU+W =3,6x10%1J.
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Q6. (a) H4 conservacao de energia mecanica dos fons entre a fonte e a fenda de entrada. A energia
mecanica total é a soma da energia cinética e potencial elétrica. Assim, se a velocidade final
procurada tem moédulo v e as energias mecanicas inicial e final sao F; e Ey, respectivamente,

1 [2qV
Ei:qV:Ef:§m2JQ:>U: %

Dentro da camara, a energia mecanica, que é puramente cinética, é conservada, ja que o campo
magnético nao realiza trabalho. Portanto, v é também o mdédulo da velocidade dos fons quando
passam pela fenda de saida.

(b) O médulo da forga magnética F,,, dentro da camara é
\F..| = |¢ (v x B)| =quB,
pois v e B sao perpendiculares entre si. A forga magnética é a resultante centripeta responsivel

pelo movimento circular uniforme dos ions. Portanto,

2 2.2
mu Br B*r
= o7 :>m:q

B:—:> =
v r m v 2V

onde usamos o resultado do item (a) noltimo passo.

(c) A resolugao das medidas de massa Am estd relacionada ao erro na medida do raio Ar por

1%, B?
Am:EmAréAm: qu

Ar.

Assim,
~ 1,6 x 1071 x (1,00)* x 1,0 x 10!

A
" 40 % 103

100 x 107% = 4,0 x 10~ kg.

(d) A diferenga de massa entre os isétopos dm é aproximadamente duas vezes a massa do

neutron
om=2x17x10""kg =34 x 10"% kg.

Essa diferenca é 8,5 vezes a resolugao do aparelho. Portanto, é possivel distinguir os isétopos.



Q7. (a) Partindo das equacoes de Maxwell em meios materiais (dadas no formuldrio) e fazendo
pr=0,Jp=0cE D=¢cEe B=puH,

VD = pp=V-E=0, (2)
0B
E - =
V x 5 (3)
V-B = 0, (4)
D E
VxH = JF—I—%:>V><B:M0E—I—ME%. (5)

Deve-se notar que as equacoes sem fontes nao sao modificadas em meios materiais.
(b) Tomando o rotacional da Eq. (3)

VxVxE = —Q(VXB)$V(V~E)—V2E:—

o (VxB)

9
ot
Usando as Egs. (2) e (5)

~V'E = —g (WE + /Le%]?) :
Finalmente,
V2E—ua%3 _Ma;t_? _ 0.
(c) Supondo que E (z,t) = Egelkz=wt)
VE = %];3 — _IE
%E; = —iwE
8;_]23 = —w’E

= (—k2 +ipow + MEMQ) E =0
Portanto

k* = pew? + ipow = pew? (1 + ii) :
We

(d) Quando o # 0, obtemos um k complexo, ou seja, k = kg + ik, onde kr = Relk] e
k; = Im|k]. Havera entao atenuagao da amplitude da onda

E(I’,t) =E, ei(k:c—wt) =E, ei[(kR—HkI)as—wt] =E, e krz ei((ka—wt)‘

Quando o = 0, k éreal e a propagacao da onda se da com amplitude constante, sem atenuacao.



Q8. (a) Medidas da energia ddo como resultado auto-valores do hamiltoniano. Ao auto-valor Ej
corresponde unicamente o estado |1). Portanto, o protocolo P, prepara sempre o estado |1).

(b) Ao auto-valor E corresponde o sub-espago gerado pelos estados |2) e |3). Portanto, os
estados preparados por P, sao da forma

1) = C1|2) + Co3),

onde C] e (' sao nimeros complexos quaisquer, nao simultaneamente nulos.

(¢) O hamiltoniano total apds t = 0 é

Ey 0 0
H=10 E W
0O W FE

Para acharmos os auto-valores, precisamos resolver a equacao secular

Eo—X 0 0
0 E-X W |=0=(FE—-N[(E-N-W?=0.
0 W E—\

Os auto-valores sao
)\OZE(), >\+:E—|—W, )\_:E—W
Um dos auto-vetores é dbvio da forma bloco-diagonal do hamiltoniano.

[Ao) = [1)

Os outros auto-vetores de A4+ sao obtidos de

E— )\j: %4 a+\ :FW %74 a+ \ 0
W E— A:i: b:i: a W FW b:}: —\0 /)’
donde obtém-se a4 = +b4. Assim, normalizando os auto-vetores,

1
A+) = 7 (12) £13))-

(d) Primeiramente, escrevemos o estado inicial |1)(t = 0)) = |2) na base de auto-estados de H

[t = 0)) = [2) = &2 (M) +1A2).

Para t > 0, a evolucao temporal na base de auto-estados de H ¢é simples

(1)) = % (5 h) + e T ) = % (=5 ) + 5.

Alternativamente, na base inicial o estado é

D) = 5 [ + )+ T2 - 3],

(1)) = e i [cos(Wt/h)[2) —isin(Wt/h)|3)].



Q9. (a) A energia dos fétons E = hc/)\ é inversamente proporcional ao comprimento de onda.
Portanto, os fétons espalhados, que transferiram parte de sua energia aos elétrons, tém com-
primento de onda maior que os incidentes. Segue que o comprimento de onda dos raios X
incidentes é Ay e o comprimento de onda dos fétons espalhados é Ay > Aq.

(b) O comprimento de onda do féton incidente é

1,24 k
)\i:%cz 2dkeVum o4

23 x 103 eV

(c) O comprimento de onda do féton espalhado é, do formulario,

0,0243

h A
)\:Ai+—[1—cos(600)]:)\i+?c — 0,54 + = 0,55 A.

mocC

(d) A variacao da energia total relativistica do elétron no evento é igual a variagdo procurada
de sua energia cinética AK, ja que a energia de repouso nao varia. Como a energia cinética
inicial do elétron é praticamente nula, sua energia cinética apds o espalhamento é AK. Essa
variagao, por sua vez, é igual (em médulo) a variacao da energia do féton no espalhamento, ou

seja,
hc 1,24 keV nm
AK = E; — — =23 keV — = = (23 —22,5) keV = keV.
i 3 keV 0.055 om (23 5) keV =0,5 keV




