Aura 11

Funcgoes de 2 variaveis: Limites e Continuidade

Considere a funcdo de duas varidveis f(z,y). Escrevemos:

lim z,y) =1L
(I,y)ﬁ(a’b)f( v)

quando temos que, se (x,y) — (a,b) entdo f(x,y) — L, isto é,
se ||(z,y) — (a,b)]| = 0 entdo f(z,y)—L — 0.

Para fungao de uma varidvel f(x), um ponto z € R pode se aproximar de um
ponto a pela direita ou pela esquerda. Para fungoes de duas varidveis, os pontos
(x,7) € R? podem se aproximar do ponto (a,b) por diversos caminhos distintos.

em R?
em R
(=)

»b)

A existéncia do limite ndo pode depender da maneira como (z,y) se aproxima
de (a,b). O limite existe se, e somente se, todos os “sublimites” (obtidos tomando
os varios caminhos) forem iguais.

Exemplo 1. Mostre que nao existe

. ry
lim ——.
(@.)—(0,0) 22 + y?
Nota: A funcao f(z,y) = —
x
Vamos ver que existem 2 sublimites diferentes tomando 2 caminhos diferentes
passando na origem formados por retas.

% estd definida em R? \ {(0,0)}.

Pela reta y = 0:

. Ty . 0 =7
lim ———— = lim — =0.
(2,9)—(0,0) 2 +y?  z=0 22 1
y=0 2
0 X
Pela reta y = z: ©,0)
xy z2 1

lim ———— im ——— = —.
(z,y)—(0,0) CC2 —+ y2 r—0 1'2 + 1»2 2
y=x

Encontramos dois sublimites diferentes, logo o limite néo existe (pois se existisse,
todos os sublimites seriam iguais).



Poderiamos ter resolvido o problema de maneira mais geral, considerando uma
reta genérica y = mx, para m € R:

) Ty ma? m

1 LA _ .
(Iwy)lin(o,()) .’E2 —+ y2 xliz%] xz + m2$2 14+ m2
=mzx

O valor deste limite depende de m, isto é, depende da reta que tomamos. Desta
maneira obtemos uma infinidade de sublimites diferentes (para m = 0 : 0; para
m=1: %; param =2: %7 etc), logo o limite

lim —Y
(2,y)—(0,0) 2 + Y2

nao existe.

Exemplo 2. Mais geralmente, quando temos um quociente entre polindmios e
os graus de todos os mondémios no numerador e denominador sdo iguais (com
D = R?\ {(0,0)}, limite na origem, indeterminagio J), o limite ndo existe. Por
exemplo,

grau 4

=
3

. T
T
(z,y)—(0,0) x° + y
~~ ~—
grau 4 grau 4

nao existe. De fato, deixamos para o leitor verificar que, os sublimites ao longo das
retas y = mx sdo diferentes.

Exemplo 3.
2
lim —— existe?
(@y)—(0,0) T4 +y?
Ao longo das retas y = ma (m # 0):
%y ma3 mx

lim ——=lim———=1lim ——
() —=0,0) T2+ 32 2=0 2t +m222 250 22 + m?2
y=mx

(E facil ver que o sublimite ao longo da reta y = 0 também é 0.) Logo, todos os
sublimites ao longo de quaisquer retas sdo iguais a 0. Serd que o limite existe?

Nao sabemos se o limite existe, pois ha outros caminhos além das retas.

Ideia: Vamos tentar igualar os graus dos monémios do numerador e denominador.

Fazendo y = 22 os monomios no denominador ficam ambos com grau 4. Verificamos

que, com y = 2, o monémio do numerador também ficou com grau 4. Vamos ver

que o limite ndo existe, tomando caminhos da forma y = 2.

9322/ 4 1
T T L S )
(2) 5 (0.0) T4 + 112 I i 7
y=a>

Encontramos 2 sublimites distintos (0 e %)7 logo o limite nao existe.



Poderiamos ter resolvido este limite considerando logo de inicio caminhos da
forma y = ma?, m € R (relagoes que igualam os graus dos monoémios do numerador
e denominador):

%y ma? m

lim —F— = lim = .
()= 0,00 T+ + 92 z=0xt +m2xt 14+ m?2
2
y=mazx

O valor deste limite depende de m, logo existem infinitos sublimites distintos
(0,1/2,2/5,---), e o limite dado (em R?) nao existe.

Yy =mx
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<

Exemplo 4.

xy500

lim ————— existe?
(@.y)—(0,0) 22 + 1000
Em caso negativo, que tipo de caminhos vocé considerara, para encontrar varios

sublimites diferentes?

Exemplo 5.

(E2y

im  ——— existe?
(z,9)—(0,0) 27 + Yy
D =12\ {(0,0)}.

Neste caso, a ‘andlise do grau’ também funciona. Ambos os mondémios do deno-
minador tém grau 2. O monémio do numerador tem grau 3 > 2. Ou seja, embora
tenhamos uma indeterminagao do tipo %, o numerador estd indo para 0 ‘mais rapi-
damente’ que o denominador (note que x e y sdo quantidades pequenas, que ficam
mais pequenas quanto maior for o grau da poténcia a que forem elevadas). Isto nos
leva a crer que o limite existe e é 0.

Como vamos provar isto?

Nao dé para calcular o limite por todos os caminhos! Vamos usar um método cuja
prova independe de caminhos: o Teorema do Confronto (Teorema do Sanduiche),
assim como fazemos em célculo 1.



Vamos tentar escrever:
2z2y
pois (pelo Teorema do Confronto), isto serd também um infinitésimo. Podemos
escrever:

= infinitésimo x limitado,

2 2 2
2% T
1'2 + y2 33'2 + y2
limitado?
Claramente
2
_T S
.’,E2 +y2 -
E ainda,
1.2

—— <1, pois 2 < 2” + ¢,
e +y
2 , o qe .
logo JC;”TyQ é uma funcao limitada.
Formalizamos o raciocinio da seguinte maneira (utilizamos o valor absoluto, para
lidar apenas com quantidades positivas nas desigualdades a seguir):

222y 2
<| 2| = i < i x = 1)

Como lim 0=0e lim |2y| =0, pelo Teorema do Confronto,
(=,y)—(0,0) (@,y)—(0,0)

212y -

1m —_—_ =
(z,9)—(0,0) 2 4 y?

Exemplo 6.
lim ——— existe ?
(@)~ 0,0) 22 + [y
D =R2\ {(0,0)}.
Fazendo a separacao,
ry Y

z? + [yl 2 + |y

obtemos infinitésimo x limitado.

De fato,
Y Yl : 2
= <1 ols <z + .
| = e < (wois bl < 4 )
Formalizando
0 o000 o |2y ‘xlx 2\yl < Ja| x 1 E0200,
22 + |y 2 + [y
Portanto, pelo Teorema do Confronto:
Ty 0

(z,y)—(0,0) 2 + |y|



Continuidade:

Uma funcio f: D C R? — R diz-se continua em (a,b) € D se

f(:v,y) = f(aub)’

lim
(z,y)—(a,b)
ou seja,

1 lim xT,y) existe;
(1) (z,y)%a,b)f( y)

(2) este limite é igual a f(a,b).

Note que para falarmos de continuidade, o ponto (a,b) tem de pertencer ao
dominio de f(x,y), porque usamos o valor f(a,b) (para o limite, o ponto (a,b) ndo
tem de pertencer ao dominio da funcao, porque apenas calculamos os valores de

f(x,y) para (x,y) ‘perto’ de (a,b)).

Proposigao:

(1) Polin6mios sdo fungdes continuas em todo o seu dominio D = R%. Exem-
plo: f(z,y) = z* + 3z%y* + .

(2) O produto e o quociente de fungdes continuas sao fungdes continuas (nos
pontos do seu dominio). Exemplo: f(z,y) = % é continua em
D =R?\ {(0,0)}.

(3) A composigao de fungdes continuas é uma fungéo continua (nos pontos do
seu dominio). Exemplo: f(z,y) = sen (22 + 3?) é continua em D = R2.

Exemplo 7. Quais os pontos de continuidade da fungao

ey = TE o @0 #00),
0 , (z,y) = (0,0)

e Em R%\ {0, 0}
Nos pontos da regido aberta R? \ {0,0}, f é continua pois, nessa regido, f ¢ dada
pelo quociente de 2 fungdes continuas (veja proposigao anterior).

e Na origem
22

Vimos no Exemplo 3, que  lim nao existe, logo f nao é continua na

i - <
(@.y)—(0,0) 2 + y?
origem (independentemente do valor de f na origem).

Exemplo 8. Determine, se possivel, o valor de a de modo que a funcao f seja
continua em R2.

3xy>

fay) =i g 0 @700
a , (z,y) = (0,0).

Pela proposicio anterior, f é continua em R?2—{(0,0)} (quociente de polinémios).
E como

2
lim f(z,y)= lim Soy” 0

(@.9)—(0,0) T (@y)—(0,0) 22 +y2

(veja Exemplo 5), para f ser continua na origem deveremos ter 0 = f(0,0) = a.
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Exercicio) Calcule os limites, se existirem, ou mostre que nao existem.
14 22
(1) lim log <2+> [Dica: utilize continuidade].
(z,y)—(1,0) e+ Y

2 + sengy

2 li S el
@) (2)2(0.0) 222 + 112

[Dica: seny = y].
22 442

) lim
(Z,y)%((),o)\/ xQ + y2 + 1-1

1.

(3 [Dica: multiplique em cima e em baixo pory/z2 + 32 + 1+



