1ra prova de Calculo I'V-edisciplinas
IME-USP: 1-10-2020

. Resolva o item a) se o seu nro USP. termina em 0, 5,8

Resolva o item b) se o seu nro USP. termina em 1,2, 6

Resolva o item c) se o seu nro USP. termina em 3,4,7,9

(a)
(b)
(c)

Solution 1 (a) Se z+ 1 =cosf entdo 22 + 2z cosf + 1 =0 ou (2 —cosf)® =1 — 20

(b)

(¢)

3pts) Se z + % = 2cosf com 6 € R, escreva na forma polar o valor de z*.
3pts) Escreva na forma polar o numero complexo z = 1 + cosf + isin 6.

(
(
(3pts) Seja z = x+iy. Encontre as raices quadradas de z na forma cartesiana, como
funcoes de x e y.

D)
(z+cosf)” — (cos?f — 1) = 22 + 2 (cosh) z + 1

(24 cos)® = cos?0 — 1 = z+cosh = £v/cos20 — 1 = z + cos = ++/1 — cos? fi

24 cosh = £sinfi = 2z = —cosf +sinbi ou z = —cosf — sinbi, Assim z = —e*
ouz=—e?=_—e7—=4sinf — cosd
Daqui z* = e719 oy 24 = ™9,

Temos |z| = \/(1+Cosa)2+sin2a: V2(1+cosa) =2 |cos §|

Como o € (—m, ) entdo Rez = 1 4 cosaw > 0. Portanto o argumento principal

0 = arg z satisfaz tanf = % ou
sin «v a Q
f = arctan | ———— | = arctan <tan —) = —.
1+ cosa 2 2

(pois § € (—2,%).).

. ; el
Assim 14 e*® = 2 cos %67’2

Se z = x+iy, e = argz entdo wy = +/|z|e S iy 0,1.Para k = 0.
wo = \/[7]e? = /[7] (cos +isin%). Agora 6 € (—m, ), implica que § € (—Z,Z],

e cos >0, também cosg = ,/HCQ—OSO smg =+ 1CT°59 (o sinal do seno € positivo
[ s 6’ _ ~
se 5 € [0, 2) e negativo se 3 6 -z ) Como, cosf = z| entao

+'Z‘i ] $+|Z!ii\/|2|—x
5 5

a sequnda raiz wi € obviamente —wy.



. Resolva o item a) se o seu nro USP. termina em 0, 5,8
Resolva o item b) se o seu nro USP. termina em 1,2, 6

Resolva o item c) se o seu nro USP. termina em 3,4,7,9

(a) (3,5pts) Ve pode afirmar que se In é o logaritmo principal entdao nlnz = In (2") para

todon € Ne z € C—{0}?. Calcule o limite lim nln (;;—Z)
(b) (3,5pts). Encontre o limite da sequéncia lim (L54:)". Justifique analiticamente cada
um de seus passos. Use apenas o estudado em aula.

(c) (3,5pts). Ve pode afirmar que se In é o logaritmo principal entdo nlnz = In (2").
para todo n € N e z € C—{0}?. Calcule o limite limnln (1 + )

Solution 2 .

(a) A relagio nln z = In (2") nao € vdlida em C—{0}. Observe que 2ln (—1) = 2 (7i) =
27, por outro lado In (—1)> =1n1 = 0. Assim 2In (—1) # In(—1)*

1+1in I1n?24+1 1 1 1 1
S =_(14+ = 1 Vn > 2
o | 2 n? 2(+ ) 2( +2)’ "=
Isto € -
+1n <§
2n - 8
donde
ﬁnl‘ AL hm_<—) —0

Pelo teorema do confronto lim,,_ (1“”)” =0

2n
(b) Temos
1+an|"  (V1+n2\  [V1+n?
2n2 N 2n?2 N 2n2
portanto
|1+t (V1402 o YaEnZ
lim =lim|[ ——— =lime 202
2n?2 2n2
Como limnln V =400 X In0 = —o0, entao lim ‘ 1“”‘” e~ =0.

(¢) A relagdo nln z = ln( ") ndo € vdlida em C—{0}. Observe que 2In (—1) = 2 (i) =
omi, por outro lado In (—1)*> =In1 = 0. Assim 2In(—1) # In (—1)

Calculamos o limite: Vemos que multiplicando pelo conjugado n — i obtemos =2 =

n?—1 2in ) = 1. Assim para n

Tmabém |Z+—n’ = 1. Observe que lim,,_, (;—”

n2+1 n2+1"
n

sufiscentemente grande o argumento de Z_n esta ente (—%, g) Portanto

i—n . —2n /n2—1 . —2n
T — ar 1n = ar 1l .
e\ ) T e e ) T e




Assim nln ( +n) =n (ln 1 4 7arctan ( n )) = ¢n arctan (—ngf ) elim, ., tnarctan (—

n2—1 1

—2i. (Aplique L’Hospital)

. Resolva o item a) se o seu nro USP. termina em 0,5, 8

Resolva o item b) se o seu nro USP. termina em 1,2, 6

Resolva o item c) se o seu nro USP. termina em 3,4,7,9

(a)
(b)
(c)

Solution 3 .

(a) .Temos |i"In"2| = In23 = In(n+3) — In(n+2). Donde SV |i"In 22| =
anl (In(n+3)—In(n+2)) = n(N+3) —1n3 e portanto >~ |z In Zig =
lmpy_too (In (N +3) —In3) = +00.Assim a série ndo é absolutamente convergente
(—In "ig) ¢ descrescente pois f (z) = —In (m+2) tem derivada f (z)=—LIn (i—ﬁ) =

m < 0. Também limIn *~ ”+2 =Inl=0. Assim > i" ( ”ig) converge pelo

(b)

(¢)

(3,5pts) Converge a série Y > 3" In 2427 Converge absolutamente?. Justifique de
forma detalhada a sua resposta.

(3,5pts) Converge a série Y. (—i)" (vn? + 1 — n)?Converge absolutamente?. Justi-
fique de forma detalhada a sua resposta.

(3, 5pts) Converge a série Y i " In? (1 + %)7 Converge absolutamente?. Justifique
de forma detalhada a sua resposta.

critério de Dirichlet e portanto Z " In 02 "H converge.

Se f(z) =V1+a2—x entaof’(:v):%(\/l—l—ﬂ—x) = = (- Va?+1) <

0, (pois 2® < 2 + 1) Assim (Vn®>+1—n) € descescente e lim (vVn? +1—n) =

Z;-V:l a;| < 2. Pelo criterio de

. 1 o ’ o o n ~
lim === = 0.Também se a, = (—i)" entdo

letbniz a série converge,

Se b, =1/n entio L = lim,_ 1o (VN2 +1—n)/(1/n) = lim,—seon/ (VN2 + 1+ n)
ou

1 1
L= lim = —

n—too /1 +1/n24+1 2

Como Z% diverge entdo pelo criterio da compara¢ao a série (\/ n?+1-— n) di-
verge.

Se b, = 1/n? entao

1 1
L = limIn® (1 + —) /b, = lim n?In? (1 + —)
n n—-+o00 n

2n

n2—

1

) =



ou fagendo x = 1/n e aplicando L' Hospital duas veces

PR (E ) R -
n——+o0o x x—0 21‘
B In(z+1)
s m
1/ (14 x)

= lim —==1
n—+too 2x +1

Dagqui como Y 1/n? convege entdo Y o0 i"In® (1 + %) converge absolutamente por-
tanto também converge.



