
1ra prova de C�alculo IV-edisciplinas
IME-USP: 1-10-2020

. Resolva o item a) se o seu nro USP. termina em 0; 5; 8

Resolva o item b) se o seu nro USP. termina em 1; 2; 6

Resolva o item c) se o seu nro USP. termina em 3; 4; 7; 9

1. .

(a) (3pts) Se z + 1
z
= 2 cos � com � 2 R, escreva na forma polar o valor de z4:

(b) (3pts) Escreva na forma polar o numero complexo z = 1 + cos � + i sin �.

(c) (3pts) Seja z = x+ iy. Encontre as raices quadradas de z na forma cartesiana, como
fun�c~oes de x e y.

Solution 1 (a) Se z + 1
z
= cos � ent~ao z2 + 2z cos � + 1 = 0 ou (z � cos �)2 = 1� cos2 �

2

(z + cos �)2 � (cos2 � � 1) = z2 + 2 (cos �) z + 1
(z + cos �)2 = cos2 � � 1) z + cos � = �

p
cos2 � � 1) z + cos � = �

p
1� cos2 �i

z + cos � = � sin �i ) z = � cos � + sin �i ou z = � cos � � sin �i, Assim z = �ei�
ou z = �e�i� = �e�i� = i sin � � cos �
Daqui z4 = e�i4� ou z4 = ei4�.

(b) Temos jzj =
q
(1 + cos�)2 + sin2 � =

p
2 (1 + cos�) = 2

��cos �
2

��
Como � 2 (��; �) ent~ao Re z = 1 + cos� � 0. Portanto o argumento principal
� = arg z satisfaz tan � = sin�

1+cos�
ou

� = arctan

�
sin�

1 + cos�

�
= arctan

�
tan

�

2

�
=
�

2
:

(pois �
2
2
�
��
2
; �
2

�
.).

Assim 1 + ei� = 2 cos �
2
ei

�
2

(c) Se z = x + iy, e � = arg z ent~ao wk =
p
jzje i(�+2k�)2 : k = 0; 1:Para k = 0.

w0 =
p
jzje i�2 =

p
jzj
�
cos �

2
+ i sin �

2

�
. Agora � 2 (��; �], implica que �

2
2
�
��
2
; �
2

�
,

e cos � � 0, tamb�em cos �
2
=
q

1+cos �
2
, sin �

2
= �

q
1�cos �
2
. (o sinal do seno �e positivo

se �
2
2
�
0; �

2

�
e negativo se �

2
2
�
��
2
; 0
�
) Como, cos � = x

jzj ent~ao

w0 =
p
jzj

0@s1 + x
jzj

2
� i

s
1� x

jzj

2

1A =

r
x+ jzj
2

� i
r
jzj � x
2

a segunda raiz w1 �e obviamente �w0.
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.. Resolva o item a) se o seu nro USP. termina em 0; 5; 8

Resolva o item b) se o seu nro USP. termina em 1; 2; 6

Resolva o item c) se o seu nro USP. termina em 3; 4; 7; 9

2 .

(a) (3; 5pts) Vc pode a�rmar que se ln �e o logaritmo principal ent~ao nlnz = ln (zn) para
todo n 2 N e z 2 C�f0g?. Calcule o limite limnln

�
i�n
i+n

�
(b) (3; 5pts). Encontre o limite da sequência lim

�
1+in
2n2

�n
. Justi�que analiticamente cada

um de seus passos. Use apenas o estudado em aula.

(c) (3; 5pts). Vc pode a�rmar que se ln �e o logaritmo principal ent~ao nlnz = ln (zn).
para todo n 2 N e z 2 C�f0g?. Calcule o limite limnln

�
1 + 2i

n

�
Solution 2 .

(a) A rela�c~ao nln z = ln (zn) n~ao �e v�alida em C�f0g. Observe que 2ln (�1) = 2 (�i) =
2�i, por outro lado ln (�1)2 = ln 1 = 0. Assim 2ln (�1) 6= ln (�1)2 .����1 + in2n

���� = 1

2

n2 + 1

n2
=
1

2

�
1 +

1

n2

�
� 1

2

�
1 +

1

22

�
; 8n � 2

Isto �e ����1 + in2n

���� � 5

8

donde

lim
n!1

����1 + in2n

����n � lim
n!1

�
5

8

�n
= 0

Pelo teorema do confronto limn!1
�
1+in
2n

�n
= 0

(b) Temos ����1 + in2n2

����n =
 p

1 + n2

2n2

!n
=

 p
1 + n2

2n2

!n
portanto

lim

����1 + in2n2

����n = lim
 p

1 + n2

2n2

!n
= lim en ln

p
1+n2

2n2

Como limn ln
p
1+n2

2n2
= +1� ln 0 = �1, ent~ao lim

��1+in
2n2

��n = e�1 = 0.
(c) A rela�c~ao nln z = ln (zn) n~ao �e v�alida em C�f0g. Observe que 2ln (�1) = 2 (�i) =

2�i, por outro lado ln (�1)2 = ln 1 = 0. Assim 2ln (�1) 6= ln (�1)2 .
Calculamos o limite: Vemos que multiplicando pelo conjugado n� i obtemos i�n

i+n
=

n2�1
n2+1

� 2in
n2+1

. Tmab�em
�� i�n
i+n

�� = 1. Observe que limn!1
�
i�n
i+n

�
= 1. Assim para n

su�scentemente grande o argumento de i�n
i+n

esta ente
�
��
2
; �
2

�
. Portanto

arg

�
i� n
i+ n

�
= arctan

�
�2n
n2 + 1

=
n2 � 1
n2 + 1

�
= arctan

�
�2n
n2 � 1

�
:
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Assim nln
�
i�n
i+n

�
= n

�
ln 1 + i arctan

�
� 2n
n2�1

��
= in arctan

�
� 2n
n2�1

�
e limn!+1 in arctan

�
� 2n
n2�1

�
=

�2i. (Aplique L'Hospital)

. Resolva o item a) se o seu nro USP. termina em 0; 5; 8

Resolva o item b) se o seu nro USP. termina em 1; 2; 6

Resolva o item c) se o seu nro USP. termina em 3; 4; 7; 9

3 .

(a) (3; 5pts) Converge a s�erie
P1

n=1 i
n ln n+2

n+3
?... Converge absolutamente?. Justi�que de

forma detalhada a sua resposta.

(b) (3; 5pts) Converge a s�erie
P
(�i)n

�p
n2 + 1� n

�
?Converge absolutamente?. Justi-

�que de forma detalhada a sua resposta.

(c) (3; 5pts) Converge a s�erie
P1

n=1 i
n ln2

�
1 + 1

n

�
?. Converge absolutamente?. Justi�que

de forma detalhada a sua resposta.

Solution 3 .

(a) .Temos
��in ln n+2

n+3

�� = ln n+3
n+2

= ln (n+ 3) � ln (n+ 2). Donde
PN

n=1

��in ln n+2
n+3

�� =PN
n=1 (ln (n+ 3)� ln (n+ 2)) = ln (N + 3) � ln 3 e portanto

P1
n=1

��in ln n+2
n+3

�� =
limN!+1 (ln (N + 3)� ln 3) = +1:Assim a s�erie n~ao �e absolutamente convergente�
� ln n+2

n+3

�
�e descrescente pois f (x) = � ln

�
x+2
x+3

�
tem derivada f 0 (x) = � d

dx
ln
�
x+2
x+3

�
=

� 1
x2+5x+6

< 0. Tamb�em lim ln n+2
n+3

= ln 1 = 0. Assim
P
in
�
� ln n+2

n+3

�
converge pelo

crit�erio de Dirichlet e portanto
P
in ln n+2

n+3
converge.

(b) Se f (x) =
p
1 + x2 � x ent~ao f 0 (x) = d

dx

�p
1 + x2 � x

�
= 1p

x2+1

�
x�

p
x2 + 1

�
<

0, (pois x2 < x2 + 1) Assim
�p
n2 + 1� n

�
�e descescente e lim

�p
n2 + 1� n

�
=

lim 1p
n2+1+n

= 0.Tamb�em se an = (�i)n ent~ao
���PN

j=1 aj

��� � 2. Pelo criterio de

leibniz a s�erie converge,

Se bn = 1=n ent~ao L = limn!+1
�p
n2 + 1� n

�
= (1=n) = limn!+1 n=

�p
n2 + 1 + n

�
ou

L = lim
n!+1

1p
1 + 1=n2 + 1

=
1

2

Como
P

1
n
diverge ent~ao pelo criterio da compara�c~ao a s�erie

P�p
n2 + 1� n

�
di-

verge.

(c) Se bn = 1=n
2 ent~ao

L = lim ln2
�
1 +

1

n

�
=bn = lim

n!+1
n2 ln2

�
1 +

1

n

�

3



ou fa�cendo x = 1=n e aplicando L0Hospital duas veces

L = lim
n!+1

ln2 (1 + x)

x2
= lim

x!0

2 ln(1+x)
1+x

2x

= lim
n!+1

ln (x+ 1)

x (x+ 1)

= lim
n!+1

1= (1 + x)

2x+ 1
= 1

Daqui como
P
1=n2 convege ent~ao

P1
n=1 i

n ln2
�
1 + 1

n

�
converge absolutamente por-

tanto tamb�em converge.
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