MAT 0221 - Célculo Diferencial e Integral IV
Turma 46 (Estatistica e Aplicada)
2% Prova - 29 de outubro de 2012

Questao 1: (2 pts) Resolva os dois PVIs abaixo, explicitando o dominio maximal da solugao.

(&) zy +2y==x (b) zy +2y==x
y(1) =1 y(-1) =1

Solucao: Multiplicando a equacdo diferencial por , vem 2y’ 4+ 2zy = 2. O primeiro membro desta equacio é igual

a (z%y)’. Logo a equacdo diferencial é equivalente, em intervalos que nao contenham 0, a

3
9 x z C
y=—+C —=y=-+—,
V=3 R
onde C' é uma constante real. A condi¢ao inicial do item (a) é satisfeita se e somente se C' = 2/3 e a do item (b) se e

somente se C' = 4/3. As solugoes dos dois PVIs sdo portanto

T 2 T 4
y=3t 32 z € (0,400) e y=3t32 z € (—00,0),

respectivamente.

Questao 2: (2,5 pts) (a) Justifique a seguinte afirmacio: se y é uma solucao de y' = y + e*y? tal que y(zo) # 0 para
algum z, entdo necessariamente y(x) # 0 para todo z no dominio de y.

— + e:l? 2
(b) Resolva o PVI vy Y , explicitando o dominio maximal da solugdo. Sugestao: faca z = 1/y.

y(0) =1
Solugao: A funcio f(z,y) =y + e*y?, definida em R?, é de classe C*°. Assim, em particular, f satisfaz as hipéteses
do teorema de existéncia e unicidade: f é continua, e f, existe e é continua. Se y é uma solucao da equacao diferencial
yl =y + ea;y2

y(1) =0
é a fungdo identicamente nula (definida em R). Em particular, y(x) = 0 para todo = € I. Isto prova que qualquer

y' =y + e*y? definida em um dominio I contendo x; e se y(z1) = 0 entdo, a tinica solucio do PVI

solucgao da equagao diferencial que se anule em um ponto anula-se também em todos os demais pontos do seu dominio.

Isto demonstra a afirmacéo do item (a).

A solugao y do PVI do item (b), sendo diferente de zero em 0, é diferente de zero em todos os pontos do seu

domfnio. Faz sentido portanto definir z = 1/y. Pela regra da cadeia, 2’ = —y'/y>.

De novo porque y nunca se anula, podemos dividir a equacao diferencial por y2, que fica equivalente a

1
—2 =5 ==-+e"=z+€"
Y

Como 2(0) = 1/y(0) = 1, segue que z é a solugao do PVI

24 z2=—€"

z(0)=1

(1)



A EDO linear em (1) tem fator integrante e e é portanto equivalente a
2z T

(€%2) = —€** = "z = —% +C <= z= —% +Ce™™

A condigao inicial de (1) é satisfeita se e somente se C' = 3/2. Logo

e + 3e % 1 1 2e”
2= -7 ) 0go Yy = z 3e—¢ = 2x "
2 2 -5 + 2 3 —e®
Questao 3: (3 pts) (a) Verifique que p(z,y) = =2y =2 é um fator integrante para a equacio diferencial
2z

(ﬂf*D+@%”~;W:&

(b) Ache v tal que todas as solugoes da equagdo acima sejam dadas implicitamente por ¢ (z,y) = C, C constante.

223 — 1)+ (23y2 — )y =0
(¢) Resolva o PVI @y )+ @y Y Jy , explicitando o dominio maximal da solucéo.

y(1) = -1

Solucao (a)

(b) Procuramos v tal que
o 1 . o . 2
or Y z2y2 Oy Ty?

Primitivando uma dessas duas igualdades, obtemos uma funcao que satisfaz a outra:

1
Y(z,y) =2y + 1:7;2

(¢) Como (1, —1) = 0, segue que a solugdo do PVI é dada implicitamente por
1
Yy
Ou seja,

y=—a"23 xe(0,+00).

Questao 4: (3 pts) Decida se sdo verdadeiras ou falsas as afirmagoes seguintes, justificando sua resposta.

r_ ,4/5
e y é solucao do , entao necessariamente y ¢ a funcao identicamente nula.

1) Se y é solugio do PVI { ¥ Y 3 i ¢ a fungio identi 1
y(0) =0
r_ .5/4

(2) Se y é solucao do PVI Y , entao necessariamente y é a funcao identicamente nula.
y(0) =0

y + (na)y = 1 . _ . .
(3) O PVI tem uma unica solucgdo definida no intervalo (0, 2).

y(1) =0



Solugao

d 5
(1) Falsa. / TZ//5 = 5y'/% = 2 4+ C. Tomando C' = 0 vemos que y = (/5)® é uma solucéo do PVI que s6 se anula
Y

em 0.

(2) Verdadeira. O segundo membro da equacio diferencial é uma funcio de classe C1. Logo, a solugao do PVI é
Unica; isto é, a fungao nula é a tnica solugao do PVI.

(3) Verdadeira. Se p e g s@o fungoes continuas definidas em um intervalo aberto I, se zg € I e se yp € R, sabemos

!
+plx)y =qx
que o PVI v +plely = q(e) tem uma tnica solucao definida em I. As fungdes p(z) = Inz e q(z) = =5
y(xo) = yo
sdo continuas no intervalo aberto (0,2). Logo, o PVI dado tem uma unica solucao no intervalo (0, 2).



