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Este é um texto alternativo ao excelente livro Boyce-DiPrima [1] para a parte de equagdes diferenciais or-
dindrias, sendo mais objetivo e mais elementar. Entretanto aqui estdo apresentadas provas elementares de
resultados como os teoremas de existéncia e unicidade para equagdes diferenciais e para sistemas de equagdes
diferenciais, o teorema sobre a existéncia de solugdes em série de poténcias para equagdes lineares de 2% or-
dem, a injetividade da transformada de Laplace e outros. O contetido corresponde ao programa da disciplina
"Equagdes Diferenciais A" que é ministrado para os alunos da drea de ciéncias exatas na Universidade Federal
de Minas Gerais.

O texto é dividido em quatro capitulos. No Capitulo 1 apesar do titulo ser "Equacdes diferenciais de 12
Ordem’ é feita uma introdugao as equagoes diferenciais em geral e entre as equagdes de 1% ordem sdo estudadas
as equacdes lineares, as separaveis e as exatas. Tem uma segdo sobre substituicdes em equagdes de 1? ordem
onde sdo estudadas as equagdes homogéneas, as de Bernoulli e as de Ricatti. Terminamos o capitulo com
aplicacdes das equagdes de 1? ordem, andlise qualitativa das equag¢des autonomas e existéncia e unicidade de
solugoes.

As equagdes lineares de 2% ordem é o assunto do Capitulo 2. Aqui o estudo tanto das equag¢des homogéneas
como das equagdes ndo homogéneas é feito inicialmente no caso geral e depois no caso particular em que os
coeficientes sdo constantes. O capitulo contém também oscilagoes. O capitulo termina com solugdes em série
de poténcias em torno de ¢y = 0 no caso em que este ponto é ordindrio e mudangas de varidveis em equagdes

viii



de 22 ordem.

O Capitulo 3 trata da transformada de Laplace. O objetivo é resolver problemas de valor inicial para
equagdes lineares de 2* ordem tanto com o termo ndo homogéneo continuo, quanto descontinuo. Terminamos
o capitulo com a transformada de Laplace do delta de Dirac e com a convolugéo.

No Capitulo 4 o estudo de sistemas de equagdes diferenciais lineares é feito usando diagonalizagdo de ma-
trizes. O caso 2 x 2 é tratado em separado com detalhe. O capitulo termina com os sistemas ndo homogéneos
e o uso da transformada de Laplace.

Todos os exercicios estdo resolvidos no final do capitulo correspondente. Uma coisa que acho importante
é somente ler a solugdo de um exercicio depois de ter tentado verdadeiramente resolvé-lo. E como quando
lhe dao um enigma para decifrar. Se lhe contarem logo a solugdo vocé nédo vai lembrar depois. Quanto mais
tempo vocé ficar tentando decifrar antes de lhe contarem a solu¢do mais tempo vocé vai lembrar.

Os desenhos e gréficos foram feitos usando o MATLAB®* com o pacote GAAL e o Maxima também com
o pacote GAAL disponiveis no site do autor (http://www.mat.ufmg.br/ regi). Neste site também estdo
disponiveis paginas interativas para o estudo de oscilagdes, equacdes parciais, séries de Fourier e outros.

Gostaria de agradecer ao professor Helder C. Rodrigues pelas frutiferas discussoes, aos professores Rogério
S. Mol, Anténio Gaspar Ruas, Francisco Dutenhefner, Grey Ercole, Hamilton P. Bueno, Anténio Zumpano,
Marcelo T. Cunha, Jorge Sabatucci, Regina Radich, Marcelo Marchesin, Ricardo Takahashi, Armando G. M.
Neves e Carlos A. Arteaga pelas criticas e sugestdes que possibilitaram o aperfeicoamento do presente texto.

*MATLAB é marca registrada de The Mathworks, Inc.
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Sugestao de Cronograma para 60 Horas

Capitulo 1 20 aulas
Capitulo 2 20 aulas
Capitulo 3 10 aulas
Capitulo 4 10 aulas
Total 60 aulas
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Uma equagdo algébrica é uma equacdo em que as incognitas sio nameros, enquanto
uma equacdo diferencial é uma equacdo em que as incognitas sdo fungdes e a
equacdo envolve derivadas destas fun¢des. Numa equagdo diferencial em que a
incégnita é uma fungdo y(t), t é a varidvel independente e y é a varidvel dependente.
Vejamos alguns exemplos.



2 Equacdes Diferenciais de 12 Ordem

Figura 1.1 — Péndulo Simples
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O movimento de um péndulo simples de massa m e comprimento [ é
descrito pela funcdo 6(t) que satisfaz a equagéo diferencial

0 g

ﬁ + 7 senf = 0.
Nesta equagdo a incégnita é a fungdo 6(t). Assim 6 é a varidvel dependente e t é a
variavel independente.




4 Equacdes Diferenciais de 12 Ordem

F =-yv Fext = Focos(ux)

|

F =-kx

e

Fext = Focos(wt)

Fex! = Focos(wt)

Figura 1.2 — Sistema massa-mola j

< ¥
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Em um sistema massa-mola composto de um corpo de massa m preso a
uma mola com constante eldstica k, sujeita a uma forga de resisténcia F, = —yv =
—’y% e uma forca externa Fext(f) = Fy cos(wt) o deslocamento da massa x(t) satisfaz
a equacdo diferencial

d*x

dx
moy + tn + kx = Fycos(wt).

Nesta equagdo a incognita é a funcdo x(t). Assim x é a varidvel dependente e t é a
variavel independente.

Numa regido do plano em que ndo ha cargas elétricas o potencial elétrico
u(x,y) em cada ponto (x,y) da regido satisfaz a equagdo diferencial

u  %u

Nesta equagdo a incognita é a fungdo u(x,y). Assim u é a variavel dependente e x e
y sdo as varidveis independentes.




Equacdes Diferenciais de 12 Ordem

Figura 1.3 — Circuito RC

@

5@
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Um circuito RC é um circuito que tem um resistor de resisténcia R, um
capacitor de capacitdncia C e um gerador que gera uma diferenca de potencial V()
ligados em série. A carga Q(t) no capacitor satisfaz a equacao diferencial

rQ
R+ G 2Q=v().

Nesta equacdo a incognita é a fungdo Q(f). Assim Q é a varidvel dependente e t é a
variavel independente.

As equagdes sdo classificadas quanto ao tipo, a ordem e a linearidade.

Quanto ao tipo uma equagdo diferencial pode ser ordindria ou parcial. Ela
é ordindria se as fungdes incognitas forem fungdes de somente uma variavel.
Caso contrario ela é parcial. Portanto as derivadas que aparecem na equagdo
sdo derivadas totais. Por exemplo, as equagdes que podem ser escritas na forma

F(t,y,y,y",..)=0,

em que y é fun¢do apenas de ¢, sdo equagdes diferenciais ordindrias, como as
equagodes dos 1.1,1.2 e 1.4. A equagdo do 1.3 é parcial.

Quanto a ordem uma equacdo diferencial pode ser de 1%, de 2?, ..., de n-ésima
ordem dependendo da derivada de maior ordem presente na equagdo. Uma
equagdo diferencial ordinaria de ordem # é uma equacgdo que pode ser escrita
na forma

F(t,v,y,y",...y"™) =0.
As equagdes dos 1.1,1.2 e 1.3 sd0 de 2? ordem e a equagdo do
1.4 é de 1? ordem.




Quanto a linearidade uma equagédo diferencial pode ser linear ou nao linear.
Ela é linear se as incégnitas e suas derivadas aparecem de forma linear na
equagdo, isto é, as incognitas e suas derivadas aparecem em uma soma em
que cada parcela é um produto de alguma derivada das incégnitas com uma
fun¢do que ndo depende das incégnitas. Por exemplo uma equacéo diferencial
ordindria linear de ordem # é uma equagdo que pode ser escrita como

dy d%y d"y
a0y +ar(t) T +a () T+ ann) ZY = £,
As equagdes diferenciais ordinarias que ndo podem ser colocadas nessa forma
sdo ndo lineares. As equagdes dos 1.2, 1.3 e 1.4 sdo lineares e a
equacgdo do 1.1 é ndo linear.

Uma solugdo (particular) de uma equacio diferencial ordinaria de ordem 7 em um
intervalo I é uma fungdo y(t) definida no intervalo I tal que as suas derivadas de
ordem até n estdo definidas no intervalo I e satisfazem a equagao neste intervalo.

Considere a equacao

ay” +by' +cy =0,

coma,b,c e R,a #Otaisquebz—élac =0.

Vamos mostrar que y(t) = et é solucdo desta equagdo para t € R.

y(t) =

b _by I v o
- 2a = —
2t 7 V=0




Substituindo-se y(t), y'(t) e y”(t) no primeiro membro da equagdo obtemos

b2 b
ay" +by +cy = a4a2e—zbaf+b<—2ae—zbaf>+ce—zbaf

pois por hipétese b?> — 4ac = 0. Assim y(t) = ezt

é solucdo da equagdo.

A solugdo geral de uma equagio diferencial ordindria de ordem 7 em um inter-
valo I é uma familia de solucdes y(f) no intervalo I, dependendo de n constan-
tes arbitrarias, tal que qualquer solucdo particular pode ser obtida da solucdo geral
atribuindo-se valores as constantes.

A equacdo
dy _ s
ik
pode ser resolvida por integracdo direta obtendo

T
yit)=[e dt—3—l—c,

que é a solugdo geral da equacao diferencial dada valida para —co < t < o0, que é 0
maior intervalo em que a solugéo e sua derivada estdo definidas.




10 Equacdes Diferenciais de 12 Ordem

Figura 1.4 — Solucoes da equacdo do Exem-
plo 1.6
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A equagdo

As equagdes diferenciais ordindrias de 1* ordem sdo equagdes que podem ser escritas
como

F(ty,y') =0.
Vamos estudar equagdes de primeira ordem que podem ser escritas na forma

dy
5 = f(by) (1.1)

Uma solucdo (particular) de uma equacdo diferencial (1.1) em um intervalo [ é
uma fungéo y(t) definida no intervalo I tal que a sua derivada y/(t) esta definida no
intervalo I e satisfaz a equacéo (1.1) neste intervalo.

O problema

dy
AR (1.2)

y(to) = Yo
é chamado problema de valor inicial (PVI). Uma solu¢do do problema de valor
inicial (1.2) em um intervalo [ é uma funcdo y(t) que esta definida neste intervalo,
tal que a sua derivada também estd definida neste intervalo e satisfaz (1.2).

Vamos encontrar a solu¢do do PVI

dy _ 3
G
y(1/3) =e/3

dy _

dt
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pode ser resolvida por integracao direta obtendo

3t

y(t) = /e3tdt = % +c,

que é a solugdo geral da equagdo diferencial.
Substituindo t = 1/3 e y = ¢/3 na solugdo geral encontrada obtendo C = 0. Assim
a solugdo do PVI é

vélida para —o0 < t < o0, que é o maior intervalo em que a solugdo e sua derivada
estdo definidas.
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155

Classifique as equagdes abaixo quanto ao tipo, a ordem e a linearidade.
yy +t=0 X2y +bxy' +cy =0

Determine qual ou quais das fungdes y;(x) = x2, y2(x) = x> e y3(x) = e * sdo solugdes da equagao

(x+3)y" +(x+2)y —y=0

Sejam a,b,c € R. Mostre que

y(t) =
y(t) = e, com r raiz de ar? + br + ¢ = 0, é solucdo da equacao ay” + by’ + cy = 0.
2.1

y(x) = x", com r raizde r> + (b — 1)r + ¢ = 0, é solucdo da equacgao x%y" + bxy’ + cy = 0.

t, com r raiz de ar + b = 0, é solucdo da equagao ay’ + by = 0.

Determine os valores de r para os quais a fungdo y/(t) é solucdo da equacgao.

__ T / 2 _ __r _ _
y(t)—t zey +ty= =0. y(t)—t2+1ey 6ty = 0.
— = r I _ 2:
y(t) = t2+1 ey —2ty> =0. vy =gy —ty

Determine todas as solugdes da equagdo diferencial

ty"+(t—=1)y —y=0

que sdo fungdes de 1° grau, ou seja, da forma y(t) = at + b, para a e b constantes.
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Equacdes Diferenciais de 12 Ordem

Exemplo 1.8. A equacado

1.2 Equacoes Lineares de 1# Ordem

As equacdes (diferenciais ordindrias) lineares de 1? ordem sdo equagdes que po-
dem ser escritas como

dy _
o TPy =4(t). (1.3)

1.2.1 Equacbes emque p(t) =0
Se a fungdo p(t) = 0 a equacgdo (1.3) torna-se
dy _
E - q(t)r (1.4)

que é facilmente resolvida integrando-se os dois lados. Assim a solucdo geral desta
equacdo é dada por

y(t) = /q(t)dH—C.

dy _
i sen(2t)

pode ser resolvida por integracdo direta obtendo-se a solugdo geral

cos(2t)

y(t) = / sen(2t)df = - <=0 4. C.

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011



1.2 Equacdes Lineares de 12 Ordem 15

Figura 1.5 — Solugdes da equagdo do Exem-
plo1.8
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Na subsecdo 1.2.2 e na secdo 1.3 veremos técnicas de se encontrar soluc¢bes de
equagdes de 1? ordem que se baseiam em transformar a equagédo inicial em uma
equacdo do tipo (1.4).

Vamos considerar equagdes da forma

o TPy =q(t). (15)

Vamos definir uma fungéo auxiliar, y(t), de forma que ao multiplicarmos a equagdo
(1.5) por esta funcdo a equagdo obtida é uma equagdo linear com p(f) = 0, ou seja,
do tipo (1.4), que ja resolvemos anteriormente. Uma func¢do com esta propriedade é
chamada fator integrante da equacdo linear.

Seja
u(t) = ol p(t)dt

Vamos mostrar agora que py(t) = el Pt & um fator integrante da equacdo (1.5).

Observe em primeiro lugar que

W= el ([ piode) = P00 = o) (1.6

Assim multiplicando-se (1.5) por y(t), obtemos

WO pOp by = p (a0 17)
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mas como por (1.6), u(t)p(t) = %, entdo (1.7) pode ser reescrita como
dy d
w57 + 2y = (D). (18)

Mas o lado esquerdo dessa equagdo é a derivada de um produto o que faz com que
ela possa ser reescrita na forma

& (1) = p()a(0) 19)

A equacdo (1.9) é uma equacdo do tipo (1.4), ou seja,

dy
E:f(t)

em que Y(t) = u(t)y(t) e f(t) = u(t)q(t). Assim, a solugéo geral de (1.9) é dada por
u(t)y(t) = /y(t)q(t)dt +C.

Como u(t) # 0, para todo t € R, dividindo-se a equacao anterior por y(t) obtemos
que a solucdo geral de (1.5) é dada por

y(t) = ygt) (/M(t)q(t)dt—l— c)

Mostraremos na Subsecao 1.2.3 como podemos chegar a p(t) = e/ Pt como fator
integrante da equacédo (1.5).




18 Equacdes Diferenciais de 12 Ordem

Atencao: Nao se deve memorizar a férmula obtida no final. O que fizemos aqui foi mostrar o caminho que
deve ser seguido para resolver uma equagéo linear de 1* ordem.

No préximo exemplo vamos seguir os mesmos passos que seguimos no caso geral.

Exemplo 1.9. Considere a equagdo

dy 2
E'f'?y—t.

O fator integrante é
2 2
}l(t) ef fdt _ p2Int _ nt 2.

Multiplicando-se a equagdo acima por y(t) obtemos:

tz% + 2ty = 3.

O lado esquerdo é igual a derivada do produto t?y(t). Logo a equacdo acima é equi-
valente a

d 2 _ 43
71 (Fun) = £
Integrando-se obtemos
4
2 fp—
ty(t) = 1 +C
Explicitando y(t) temos que a solugdo geral da equagéo diferencial é
2 C
yit) =7+ 5 (1.10)

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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Podemos esbogar as solugdes desta equagdo diferencial. Para C = 0 a solugdo é a
parabola
12
) =—.
y(t) =7

Para C # 0, temos que o dominio de y(t) é o conjunto dos nimeros reais tais que
t #0. limi 100 y(t) = +00, se C # 0. Além disso

limy(t) = +c0, seC >0

t—0

li =— .
tl_r%y(t) 0, seC<0

Vamos analisar o crescimento e decrescimento das soluc¢oes

dy _t 2€_
a2

se, e somente se,
t* = 4C.

Assim se C > 0 as solu¢des tém somente pontos criticos em t = +v/4C ese C < 0
elas ndo tém ponto critico.
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Figura 1.6 — Solucoes da equacao do Exem-
plo 1.9 e a solugdo do problema de valor
inicial do Exemplo 1.10

Introdugdo as Equagdes Diferenciais Ordinarias

Julho 2011
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Considere o problema de valor inicial

dy 2
{ E"‘?y—t.

y(2)=3
A equacdo é a mesma do 1.9. Substituindo-se t = 2 ey = 3 em (1.10)
obtemos

L 4. C

44
De onde obtemos que C = 8. Portanto a solu¢do do problema de valor inicial é
8
)= —+—.

Observe que a solugdo deste problema de valor inicial é vélida no intervalo (0, 4+o0),
que é o maior intervalo contendo t = 2 (pois a condicdo inicial é y(2) = 3) em que
a solugdo e sua derivada estdo definidas. Se a condicdo inicial ao invés de y(2) = 3
fosse y(—2) = 3 a solugdo teria a mesma expressdo, mas o intervalo de validade da
solugéo seria (—o0,0).

Vamos mostrar como podemos chegar ao fator integrante pu(f) = el Pt
Comparando-se as equagdes (1.7) e (1.8) na pagina 16 vemos que o fator integrante
u(t) deve ser uma fungéo que satisfaz a equagao diferencial

W poe)

Esta é também uma equacdo linear, mas com ¢(t) = 0. Supondo-se y(t) # 0, vamos
multiplicar esta equagdo por 1/(t) obtendo a equagao
1 du

MoX p(t).
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Como ﬁ = % (In|u(t)|) a equagdo anterior pode ser reescrita como
d dp _
£ (o)) 5 = p(o).

Mas pela regra da cadeia esta equagdo é equivalente a

& n|u()]) = pt)

que é uma equagéo do tipo (1.4) que pode ser resolvida simplesmente integrando-se
ambos os membros obtendo

In ()] = [ pydt +Cy

Aplicando-se a exponencial a ambos os membros e eliminando-se o valor absoluto
obtemos
u(t) = Lef1p) Pt _ o[ p(t)dt

Como estamos interessados em apenas um fator integrante podemos tomar C = 1e
obtermos

y(t) = gf p(t)dt'
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158
Resolva os problemas de valor inicial:
{ Y+ (1—2x)y =xe™* { ]/, —costy = tet2+sent
y(0) =2 y(0) =2
{ y/ + 3t2y = €7t3+t yl + x4y = x4e$
y(0) =2 y(0) =1
Resolva as equagdes:
Y- ty=—
= PR S
, 1 . y - y=xe
y =Y

Resolva o problema de valor inicial:
{ y 4 5xty = «*
y(0) = vo
Para quais valores de y( a solugdo é crescente e para quais valores de v a solugdo é decrescente.

Qual o limite de y(x) quando x tende a +o0. O limite depende de y,?

Resolva o problema de valor inicial:
{ (> =9y +xy=0
y(5) =wo
Qual o intervalo de validade da solugdo?

Qual o limite de y(x) quando x tende a +co. O limite depende de y(?
Considere a equagdo
dy
—_ t =
5 TPy =0

Mostre que se y; () e y2(t) sdo solugdes da equacdo, entdo y(t) = y1(t) + y2(t) também o é.
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Mostre que se y; () é solugdo da equagdo, entdo y(t) = cy;(t) também o ¢, para qualquer constante
.

Considere as equagdes
dy

Yo p(y =0 (1.1
d
Lt p(y = a() (112)

Mostre que se y1(t) é solucdo da equacdo (1.11) e y,(#) é solugdo da equagao (1.12), entdo y(t) = cy (t) +
y2(t) é solugdo de (1.12), para qualquer constante c.

Resolva o PVI P
W npomigt Y
{ ar =2 T 900
y(0) = 100

e faca um esboco do grafico da solugdo.
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As equagdes (diferenciais ordindrias) separaveis sdo equag¢des que podem ser escri-
tas na forma

d
g(}/)% = f(x). (1.13)
Seja
h(y) = /g(y)dy
Entdo
=)
I dh .
Substituindo-se g(y) por dy na equacdo (1.13) obtemos
dhdy
dydx f(x). (1.14)
Mas, pela regra da cadeia
d _dhdy
o que implica que (1.14) pode ser escrita como
Lhiy(x)) = £(x) (115)
dx W)= '

A equacao (1.15) é do tipo (1.4) na pagina 14, ou seja, é da forma

dy
=)
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em que Y(x) = h(y(x)). Assim, integrando-se (1.15) dos dois lados obtemos que a
solucdo geral de (1.13) é dada implicitamente por

hy() = [ fldx+C

Também podemos obter a solu¢do da maneira mostrada a seguir. Integrando-se em
relagdo a x ambos os membros de (1.13) obtemos

[s)Lax= [ fax+c,

que pode ser reescrita como

/ gy)y'dx = / f(x)dx +C.

Fazendo a substituicdo y'dx = dy obtemos

/g(y) dy = /f(x)dx +C.

Atencdo: Nao se deve memorizar a férmula obtida no final. O que fizemos aqui foi mostrar o caminho que
deve ser seguido para resolver uma equacao separavel.

As curvas que sdo solugdes de uma equagdo separdvel podem ser vistas como curvas
de nivel da funcao

2= F(x,y) = h(y() - [ f(x)dx.

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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Vamos, agora, encontrar a solucdo geral da equacdo diferencial

2y-= = —4x ou 2yy = —4x

Integrando-se em relagdo a x ambos os membros obtemos

/Zyy’dx = —/4xdx+C.

Fazendo a substituigdo y'dx = dy obtemos

/Zydy = —/4xdx—|—C.
Assim a solugdo geral é dada implicitamente por
y2 =-2*+C
As solugdes sdo elipses ( 1.7) que sdo as curvas de nivel da fungéo

z= f(x,y) = y* +2x%

O gréfico da funcdo f(x,y) = y? + 2x% é um paraboloide eliptico ( 1.8).
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15

0.5

o X

-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Figura 1.8 — Solucoes da equacao diferencial do
Exemplo 1.11 como curvas de nivel do paraboléide
eliptico z = F(x,y) = 2x> + 12

Figura 1.7 — Solugdes da equacdo diferencial do
Exemplo 1.11

Introdugdo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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Encontre a solugdo do problema de valor inicial

dy _ 2x—1

dx 3y>-3

y(1) =0
Determine o intervalo de validade da solucdo, ou seja, o maior intervalo con-
tendo xg = 1 para o qual a solugdo y(x) e sua derivada % estdo definidas.

Determine os pontos onde a solu¢do tem um méaximo local.
Faca um esboco do grafico da solugéo.

Podemos reescrever a equagéo como
(By*—3)y =2x -1

Integrando-se em relagdo a x ambos os membros obtemos

/(3y2 —3)y dx = /(Zx —1)dx + C.

Fazendo a substitui¢do y'dx = dy obtemos

/(3y2 _3)dy = /(Zx —1)dx +C.
Assim a solucdo geral é dada implicitamente por
y3—3y:x2—x+C

Para encontrar a solugdo que satisfaz a condi¢do inicial y(1) = 0 substituimos
x =1ley = 0nasolugdo geral obtendo C = 0. Assim a solugdo do problema
de valor inicial é dada implicitamente por

Y -3y—x>+x=0
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Para determinar o intervalo de validade da solucdo do PVI vamos determinar
o maior intervalo que contem x = 1 em que a solugdo e sua derivada estdo

i 5o o 2x—1
definidas. Pela equagdo 7 = =3

ndo estd definida sao aqueles tais que 3y> —3 = 0, ou seja, y = +1. Como o
ponto inicial é (1,0), entdo a solugdo do PVI estd contida na regido do plano
—1 < y < 1. Substituindo-se y = —1 na equacdo que define a solugdo obtemos
a equacgdo x> — x — 2 = 0, que tem solugio x = —1 e x = 2. Substituindo-se
y = 1 na equacao que define a solugdo y> — 3y — x> + x = 0 obtemos a equacio
2—x+2=0, que ndo tem solugdo real.

Como a solucdo estd definida para todo x, mas a derivada ndo estd definida
parax = —1 e x = 2 e o ponto inicial xy = 1 estd entre os valores x = —1e
x = 2 concluimos que o intervalo de validade da solugéo é o intervalo (—1,2),
que é o maior intervalo em que a solu¢do y(x) e a sua derivada estdo definidas.

temos que os pontos onde a derivada

Nos pontos onde a solugdo tem méximo local a reta tangente a curva é horizon-
. d ~ . .
tal, ou seja, pontos onde % = 0. Neste caso ndo precisamos calcular a derivada

da solugdo, pois a derivada ja estd dada pela equagdo diferencial, ou seja,
dy  2x—1

dx  3y2-3

Assim, a reta tangente é horizontal para x tal que 2x — 1 = 0, ou seja, somente
parax =1/2.

Nos pontos x = —1 e x = 2 a reta tangente a curva solugdo y> — 3y — x> +x =0
é vertical, ou seja, g—; = 0, pois pela equagdo diferencial,

d« 1 3y2-3

@’g’n—r

para x # 1/2. Assim ja sabemos pelo item (b) que a solucdo estd contida em
uma curva que passa pelos pontos (—1, —1) e (2, —1) onde a tangente é vertical,
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e que passa pelo ponto inicial (1,0). Neste ponto a inclinagdo da tangente é
—1/3, pois substituindo-se x = 1 e y = 0 na equagdo diferencial obtemos Z—X =
—1/3. Além disso sabemos que o tinico ponto em que a tangente é horizontal
ocorre para x = 1/2. Deduzimos daf que a solucdo é crescente até x = 1/2
depois comega a decrescer.
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Ay
1__ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
0.5+
X
I I I >
-1 -0 0.5
-0.5—+
L T i

Figura 1.9 — Solucdo do problema de valor inicial do Exemplo 1.12

Introdugdo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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-3 L L L L
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 1.11 — Solugdes da equacdo diferencial do
Exemplo 1.12 como curvas de nivel de uma fungdo
de duas varidveis z = f(x,y) =y> — 3y — x> + x

Figura 1.10 — Solucoes da equacdo diferencial e do
problema de valor inicial do Exemplo 1.12

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Exercicios (respostas na pagina 165)

3.1. Resolva as equagdes:

3.2.

(a) (1+x)y’—xy=0-

) ¥ =1-Qy+xy)y =0.

() (ayx*+by)y —x =0paraa,b € R,a # 0.
(d) (ax? +b)"/%y' — xy® =0 paraa,b € R,a # 0.
(e) (ay + )12 — xyy’ =0 paraa,b € R,a # 0.
(f) ay?> +b—x?yy’ = 0paraa,b € R,a #0.

(a) Encontre a solu¢do do problema de valor inicial

dl_ 2x +1
dx  3y2-3
y(0) =0

(b) Determine o intervalo de validade da solugéo.
(c) Determine os pontos onde a solugdo tem um méaximo local.

(d) Faga um esbogo do grafico da solugdo.

3.3. Mostre que a equagdo linear y' + p(t)y = g(t) é equivalente a uma equagdo separavel se

(a) p(t) =aeq(t) =b,paraab eR;
(b) p(t) = q(t);
() 4q(t) = 0.

3.4. Resolva o PVI

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias
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e faca um esbogo do grafico da solugdo.

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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As equacdes exatas sdo equagdes que podem ser escritas na forma

d
M(x,y) +N(x,y)—y =0

dx
em que as fungdes M(x,y) e N(x,y) satisfazem
oM _ N
dy  ox’

em um retangulo
{(x,y) eR?*|a<x< B, y<y<0},

oM ON _ .
em que M(x,y), N(x,y), N e 5 sdo continuas.
Nestas condi¢des mostraremos depois que existe uma fungio ¢ (x, y) tal que
_ 9% _ 9%
M(x,y) = 5 © N(x,y) = 3y
Substituindo-se estes valores de M(x,y) e de N(x,y) em (1.16) obtemos
w, wdy
ox  dydx

Mas, pela regra da cadeia

d d oy d
T ey = 3+ L

Entdo (1.19) pode ser escrita como

2y =0

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)
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A equacao (1.20) é do tipo (1.4), ou seja,

dx_f()

em que Y(x) = ¥(x,y(x)) e f(x) = 0. Assim, a solugdo geral de (1.20) e portanto de
(1.16) é dada por

P(x,y(x)) =C. (1.21)

Vamos, agora, ver como encontrar a fungdo ¥ (x,y). Integrando-se a 1* equagao de
(1.18) em relagdo a x obtemos

P(xy) = [ Mlxy)dx +h(y) (1.22)

em que h(y) é uma fungdo a ser determinada. (x,y) dada por (1.22) é solugdo
da 1% equagdo de (1.18) pois derivando a equacdo (1.22) em relacdo a x obtemos a
1? equagdo de (1.18). Substituindo-se a fun¢do ¥(x,y) encontrada em (1.22) na 22
equagcdo de (1.18) obtemos

W (/ > dh oM dh
X, M(x,y)dx | 4+ —= | —dx+ —.
Ny =3, = 5 (x,y) ay oy gy

Dai obtemos uma equacdo diferencial para h(y):

/ % . (1.23)

Se a equacdo (1.16) é exata o lado esquerdo de (1.23) ndo depende de x, pois usando
(1.17) obtemos

0 oM OoN 0 oM ON oM
E)x(N(x’y)_/aydx> _ax_ax</aydx) T TN
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A equacdo (1.23) é do tipo (1.4) na pagina 14, ou seja,
az
y — W)

emque Z(y) =h(y)e f(y) = N(x,y) — f IMgx. Assim, uma solucdo é dada por

y) =/N(x,y)dy—/ (/ aa—];/ldx> dy.

Substituindo-se este valor de h(y) em (1.22) obtemos

P(x,y) = /M(x,y)dx—l—/N(x,y)dy—/ (/ %—fdx) dy.

Portanto a solucdo geral da equacéo exata (1.16) é, por (1.21),

P(x,y) = /M(x,y)dx+/N(x,y)dy—/ </ %dx) dy=C

Atencdo: Nao se deve memorizar a férmula obtida no final. O que fizemos aqui foi mostrar o caminho que
deve ser seguido para resolver uma equacéo exata.

Exemplo 1.13. Considere a equagdo diferencial

y(1+x%) ,  2xy?
11222 77 (1t 2x2)2

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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Para esta equacéo,

B 2xy? ~ 2y(1+x?)
M) = g —1 ¢ N =50
Assim,
M _ Ay
dy  (1+2x2)2
N _ (D) 4y
ax Y1+ 2:2)2  (1+222)2
Como 882;/1 = %—Z;[, para todo par (x,y) € R, entdo a equagdo é exata. Vamos encon-
trar uma funcdo ¥(x,y) tal que
oy B 2xy? dop _ 2y(1+x%)
ox M(xy) = (14 2x2)2 € dy N(xy) = 1+ 2x2

Integrando-se a 1% equagdo em relagdo a x obtemos

_ (=2 _pl 1 _ ¥
) = [ (i ~1) =3 a0 = gy —x +h00)

2
Substituindo-se a fungdo ¥ (x, y) encontrada na equagao 315 =N(x,y) = %
obtemos
y dh _ 2y(1+x?)
1+2x2 dy  1+4+2x2
Esta equacdo pode ser reescrita como
dh 2y(1+4 x?) vy y+2xty

dy  1+2x2  1+2x2  1+222
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y2

que tem solucdo geral h(y) = > + Cy. Assim, a solucdo geral da equagédo é dada
implicitamente por
v U
P(x,y) = m—x‘F? =C

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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-5
5

Figura 1.12 — Solugdes da equacdo diferencial do Exemplo 1.13

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Figura 1.13 — Solucodes da equacdo diferencial do Exemplo 1.13 como curvas de nivel de uma funcao de duas

2
varidveis z = ¢(x,y) = 7 —x+ %

Y
1+2x2)

Introdugdo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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Quando multiplicamos uma equacdo da forma

d
M(x,y) + N(x,y)ﬁ =0, (1.24)

que ndo é exata por uma fungdo y(x,y) de forma que a nova equagio seja exata,
chamamos a fungdo y(x,y) de fator integrante para equagdo exata.

Considere a equagao

2xy?

2y(1 4 2%y’

Para esta equacédo

M(x y):—%—l—%cz e N(x,y)=2y(1+x?)
’ 1+ 2x2 ’
Assim,
oM —dxy oN

9y 1422 © o Y

e portanto a equacdo ndo é exata. Agora, multiplicando a equacéo (1.25) por

1
) = e

obtemos
2y(1+ xz) , Zx]/2

1+22 VT W+

A nova equagdo é a do 1.13 que, como ja mostramos, é exata.
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Quando a equagdo tem um fator integrante que depende apenas de uma das
varidveis x ou y, podemos determiné-lo da forma como é mostrada a seguir.

Considere a equagdo do 1.14

2xy?

1+ 242

2y(1 42y — =1+ 2%

Vamos supor, apenas, que exista uma fungdo u(x) tal que ao multiplicarmos a
equagdo por y(x) a nova equacao seja exata. Entdo

d 0
@(#M) = a(l‘N)
ou seja,
oM d oN
U= = —‘uN—i-

ogy  dx Hox
Assim, p(x) deve satisfazer a equagdo diferencial

oM oN

T Tk 3

dx N

Assim, reciprocamente, se
oM(x,y)  ON(xy)

ay ox
N(x,y)
é uma funcéo apenas de x, entdo uma solucdo da equacéo diferencial

oM IN

d}l 9y dx
o N ¢ (1.26)
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é um fator integrante para a equacgao diferencial.
Para a equacgao
2x1?
2y(1+ 33y — =1 4242

1+ 2x2
temos que
oM(x,y)  9N(xy) —4
dy  ox 1+2xxy2 —4xy 4
N(x,y) o 2y(14x2) 14 2x2
Assim, a equacdo (1.26) torna-se
dp 4x

ix  1+2:2 (1.27)

que é uma equacdo separavel que deve satisfazer o fator integrante y(x) para a
equagcdo (1.25). Multiplicando a equacéo (1.27) por 1/ obtemos

1y &
1 A Y
integrando-se em relagdo a x obtemos
1, 4x
—pdx =— [ ———=dx+C
/ ult 122

Fazendo-se a substituigdo u'dx = du obtemos

1 4x
/ﬁd”__/1+2x2dx+c’

ou seja,

4
In|pu(x)| = /—Hizxzdx — In[1+2¢3 +C.
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Usando-se propriedades do logaritmo obtemos
In [11(x) (1 4+ 2:2)| = Cy.
Aplicando-se a exponencial obtemos a solugdo geral para a equagdo (1.27)

(x)— +eC1 _ C
MY =100 ~ 1422

que inclui o fator integrante usado no Exemplo 1.14.

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias
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172

Resolva as equagoes:

d
_ 2 04 _
2xy —senx + (x +e)dx 0

y2+cosx+(2xy+ey)%zo.
1.d
2 2, N4y _
2xy” + cos x + (2x y—i—y)dx 0.
2_ 1 2,_ 1\ dy _
2<xy 3 + | 2x7y 7 dx_o

x+y+xln x% = 0. Sugestdo: multiplique a equagéo por 1/x.

1 1\d
3 L 22 L \4Yy _
2 <xy x3) + <3x y }/2) Ix 0.
d
xyt + (2x2y3 +3y° — 20y3) % =0.
Encontrar a solugdo geral da equagéo e a solucdo do problema de valor inicial

diinx—y
dx  x—2y

y(1)=3

Determinar o intervalo de validade da solugéo.
Determinar os pontos onde a solugdo tem um méximo local.

Esbogar o grafico da solugéo.
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Encontre um fator de integragdo y(y) para a equagdo
d
xy + (2 +3y> - 20) % =0
de forma a transforma-la numa equagdo exata.

Verifique que a fungdo () encontrada é realmente um fator integrante.

Encontre um fator de integragdo y(y) para a equagdo

x4+ (x2y+4y) % =0

de forma a transformd-la numa equacao exata.

Verifique que a funcdo () encontrada é realmente um fator integrante.

Considere a seguinte equacao diferencial:
2
2, <Y y r_
27+ = +(2x_1/—|—2+x) y = 0. (1.28)
Mostre que a equacdo diferencial (1.28) ndo é exata e que y(x) = x é um fator integrante da mesma.

Encontre a solugdo geral de (1.28).

Encontre a solugdo de (1.28) que satisfaz y(1) = 1.

Considere a seguinte equagao diferencial:

1 eY 1
il _ Y — I —
3 + p + (e + xy) y =0. (1.29)

Mostre que a equacdo diferencial (1.29) ndo é exata e que y(x) = x é um fator integrante da mesma.

Encontre a solugédo geral de (1.29).
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Encontre a solugdo de (1.29) que satisfaz y(1) = 1.

Considere a seguinte equacao diferencial:
y3
—2y+ (x + x) y =0. (1.30)
Mostre que a equacdo diferencial (1.30) ndo é exata e que u(x,y) = % é um fator integrante da
mesma.

Encontre a solugdo geral de (1.30).
Encontre a solugdo de (1.30) que satisfaz y(1) = 1.

Considere a seguinte equacao diferencial:
e +seny + g cosyy' =0. (1.31)

Mostre que a equacdo diferencial (1.31) ndo é exata e que y(x) = x?

é um fator integrante da mesma.
Encontre a solugdo geral de (1.31).

Encontre a solugdo de (1.31) que passa pelo ponto (0,0).

Considere a seguinte equacao diferencial:

ad AW,
2+? + (ey-ﬁ-;)y = 0. (1.32)
Mostre que a equacdo diferencial (1.32) ndo é exata e que y(x) = x é um fator integrante da mesma.
Encontre a solugdo geral de (1.32).

Encontre a solugdo de (1.32) que satisfaz y(1) = 1.

Mostre que toda equagéo diferencial separdvel

g(}/)% = f(x)

é também exata.
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1.5  Substituicoes em Equacoes de 12 Ordem

Vamos estudar algumas equagdes de 1* ordem que podem ser transformadas em
equagcdes ja estudadas em sec¢Oes anteriores.

1.5.1 Equagdes Homogéneas de 12 Ordem

As equagdes homogéneas de 12 ordem sio equagdes que podem ser escritas como
dy

J_F 1.
7y = Flu/x) (1.33)

Ou seja, o lado direito da equagdo (1.33) apesar de depender de x e de y, depende
apenas do quociente y/x. Seja

v=y/x.

Entido
Yy =0x

e derivando o produto vx em relacdo a x obtemos pela regra da cadeia

W20y
dx dx
.y dy - ~
Substituindo-se este valor de I e y/x = v na equacdo (1.33) obtemos a equagdo
dv
X +9v=F(v)
ou p
x% =F(v)—v

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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Multiplicando-se por esta equagdo se torna

1
x(F(v) —v)

1 dv 1
F(v) —vdx — x’ (1.34)

que é uma equagdo separdvel. Podemos encontrar a solucgdo geral desta equagao
usando a técnica apresentada na 1.3 25. Depois de encontrada a
solucdo geral da equagdo (1.34) devemos substituir

v=y/x

para encontrar a solugdo geral de (1.33).

Considere a equacao

Dividindo numerador e denominador por x obtemos

dy _y—x
dx  y—+x
dy _5-1
dx L4t

ot Entdo y = vx e derivando o produto vx em relagdo a x obtemos pela

regra da cadeia

Substituindo-se este valor de —= e F - ona equagdo obtemos

d—y xd—v+v
dx  Tdx

dy |y

dx
v v—1
X—+v=
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ou
do v—1 241

Yix o1 YT v

Multiplicando-se por . g

v+l
(02 +1)

esta equacéo se torna

v+1 do 1

2 +1dx  x
Como

v+1 v 1 1 )
/Uz_*_ldvz/mdv‘f'/mdv:iln(v +1) + arctan o,

entdo a equacdo diferencial tem solucao
1 2
3 In(v” +1) +arctanv = —In|x| + C,

ou
ln‘(v2 + 1)1/2x‘ + arctanv = C.

Substituindo-se v = % obtemos a solugdo
In ‘((y/x)2 + 1)1/2x’ + arctan(y/x) = C,
que pode ainda ser escrita como

In(y? + x*)1/2 + arctan(y/x) = C.
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As equagdes de Bernoulli sdo equagdes da forma

d
Lt p(x)y = q(x)y" (1.35)

em que n é um numero real qualquer. Para n = 0 e n = 1 esta equacgao é linear. Para
n # 0en # 1, fazemos a mudanca de variaveis v = y!=".
Multiplicando-se a equacado de Bernoulli (1.35) por " obtemos

d
YL (Y = q(x) (136)

1

Derivando v = y* ~" em relagdo a x obtemos pela regra da cadeia

dv -y

dx (1=mn)y dx’
de onde obtemos que

Ly 1 do
dx 1-—ndx’

Fazendo as substitui¢des y*"d—g = ﬁg—;’ e y'™" = v em (1.36) obtemos

1 dov

2 pl)o = ()

que é uma equacdo linear. Depois de encontrada a solucdo geral desta equagdo,
devemos substituir
1-n

v=y

para encontrar a solugdo geral de (1.35).
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Vamos encontrar a solugdo geral da equagdo

1
AP 2
yry=xy
fazendo a mudanga de varidveis v = y 1.
Sev=y~!, entdo
dv ,dy
ax Y ax

Multiplicando-se a equagio diferencial por y~2 obtemos

d 1
y dx + xy X.

Fazendo as substitui¢des y’z% = —% ey~ ! = v obtemos

—@—i-lv—x
dx x 7

Multiplicando esta equacdo por —1 obtemos

;1
V- U= —x
x
que é uma equagdo linear e tem solugdo

o(x) = —x® + Cx.

Assim a solucdo da equagdo dada é




As equagdes de Ricatti sdo equagdes da forma

% = p(x) +q(x)y +r(x)y>

Sendo conhecida uma solugdo particular da equacdo v (x), a equagdo de Ricatti pode

ser resolvida fazendo a substituicdo

y(x) = y1(x) +o(x).

Entao
dy _dy, | do

dx  dx = dx’
Substituindo-se (1.38) e (1.39) em (1.37) obtemos

dx dx V7

Usando o fato de que y1(x) é solugdo da equagdo obtemos

& () + 2 ()0 = r(x)o

dy1+djf

que é uma equacado de Bernoulli com n = 2.

Considere a equacao

dy
dx

Deixamos como exercicio para o leitor verificar que y; (x) = —e* é uma solugdo desta
equagdo. Fazendo a substituicdo

y(x) = —e* +o(x),

=™ + (1+2%)y + v

(x) +q(x) (1 +0) +7(x) (y1 + 0)*.
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obtemos a equagao

dv 2
5 —0=0".
que pode ser resolvida como uma equacao separavel
1 do
— =1 1.40
2 +vdx (1.40)
Decompondo vzlﬂ em fracoes parciais obtemos
1 1 A B
_ = 4

+o ov+1l) o v+l
Multiplicando-se por v(v + 1) obtemos
1=A(v+1)+Bo.

Substituindo-se v = 0, —1 obtemos A = 1 e B = —1. Assim a equacédo (1.40) pode
ser escrita como

d
—(Info| —Info+1]) = 1.

Integrando-se obtemos

In

% l—x+ec
v+1| 1

Aplicando-se a exponencial obtemos
v
v+1

Substituindo-se v = y + ¢* obtemos que a solugdo da equacédo é dada implicitamente

por

= Fefle* = ce”.

y+et X

y+1l+e¥




Considere a equacao

dy _ _y—x
dx  y—x—1

Vamos resolvé-la fazendo a substituicdo v = y — x. O que implica que

dvo _dy dy do

dx ~ dx ou dx_dx+1’

Substituindo-se v = y — x e ¥’ = v/ + 1 na equacdo obtemos

que é uma equacdo separavel cuja solucdo é

2

?—U:x—i-c

Substituindo-se de volta v = y — x obtemos que a solugdo da equagdo é dada impli-

citamente por

2
— X
(v . L,

57
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Figura1.14 — Solucdes da equacdo do
Exemplo 1.19 -5

Introdugdo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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Exercicios (respostas na pagina 190)

5.1. Resolva as equagoes seguintes fazendo a mudanga de varidveis v = y/x:

dy 3y+x
W T 3x+y

d 2x% + 52
b) ="

x 2xy

5.2. Resolva as equagoes fazendo as mudangas de varidveis sugeridas:

2 y3 _
(a) y'+;y:F,v:y 2

4
(b) y/_i_;y:_xSexyZ,U:y—l'

4 1
Y =gy =2
@y =@H-x}o=y-x
(e) xy =e ¥ —y,v=2xy.
(f) ey =x(x+e¥)—1,0=x+¢.

Julho 2011

Reginaldo J. Santos
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O modelo mais simples de crescimento populacional é aquele em que se supde que

a taxa de crescimento de uma populagao % é proporcional a populagdo presente
naquele instante y(t). Podemos descrever o problema de encontrar y(f) como o pro-

blema de valor inicial
Wy
ar Y
y(0) =vo

A equacdo é linear e pode ser reescrita como

dy _
E—ky—O.

Para resolvé-la vamos determinar o fator integrante
ﬂ(l’) _ ef —kdt _ ,—kt
Multiplicando-se a equacéo (1.41) por u(t) = e~ obtemos

a, _
E(e k) = 0.

Integrando-se ambos os membros obtemos
e My(H)y=C ou y(t) = Cek.
Substituindo-se t = 0 e y = v, obtemos

yo = Cek0 = C.

(1.41)
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Ou seja a solugdo do problema de valor inicial é

y(t) = yoet'.

Consideremos uma situa¢do formada por uma populacido de organis-
mos zooplanctdnicos. Sdo colocadas em um béquer 3 fémeas partenogenéticas
gravidas (ndo ha necessidade de fecundacdo pelo macho) de um microcrusticeo
chamado cladécero em condi¢des ideais de alimentacdo, temperatura, aeragdo e
iluminagdo e auséncia de predadores. Sabendo-se que em 10 dias havia 240 in-
dividuos determine a populagdo em func¢do do tempo supondo-se que a taxa de cres-
cimento da populagédo é proporcional a populagdo atual (crescimento exponencial).
A populagdo, y(t), é a solugdo do problema de valor inicial

dy _
T
y(0) =3

que como vimos acima tem solugdo
kt kt
y(t) = yoe™ = 3e™.

Como em 10 dias a populacdo é de 240 individuos, entdo substituindo-se t = 10 e
y = 240 obtemos
In 80

_ 7,10k —
240 = 3¢ = k= 0

Assim, a funcdo que descreve como a populagdo de bactérias varia com o tempo é

In 80

y(t) =3e 10! =3-80/10,
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700

600

500

300

200

100+

Figura 1.15 — Solugdo do problema do Exem-
plo 1.20 e dados obtidos experimental-

mente 100 0 s 10 35 20 2 30
700
y T
x X « X
600
500 ; %
400~ %
300
200
100
. ~ X
Figura 1.16 — Solucdao do problema de valor <
inicial do Exemplo 1.21 e dados obtidos ex- t
perimentalmente ~100; . . e e

Introdugdo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011



63

Tabela 1.1 —

Dias | Populagdo || Dias | Populagdo
1 3 13 510
2 7 14 630
3 10 15 638
4 9 16 628
5 39 17 666
6 39 18 668
7 40 19 620
8 113 20 663
9 180 21 667
10 240 22 645
11 390 23 690
12 480 24 650

Para levar em conta que a populagdo y(t) tem um valor maximo sustentavel y
podemos supor que a taxa de crescimento além de ser proporcional a populacao
atual, é proporcional também a diferenca entre y); e a populagdo presente. Neste
caso a populagdo como fungdo do tempo, y(t), é a solugdo do problema de valor
inicial

A equacao é separavel. Multiplicando-se a equagdo por i L__ obtemos

ymM—Y)

1 /
y(ym —vy
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Integrando-se em relagdo a ¢t obtemos

n 1 ,
- dt:/kdt+C
/y(yM—y)y !

fazendo-se a substitui¢do y'dt = dy obtemos

/y(yMl_y)dy: /kdt+C1.

Para calcular a integral do lado esquerdo vamos decompor m
ciais:
1 A B
_l’_

yiym—y) Yy ym—y

Multiplicando-se a equagdo acima por y(yy — y) obtemos
1= Alym—y) + By

Substituindo-se y = 0 e y = yp; obtemos A =1/yp e B =1/yp. Assim,

1 1 /71 1 1
1 —</d+/ d)—ln ~In |y —
/y(yM—y) Y=\ g =y ®) = g Ml = In iy

Logo a solugdo da equacdo diferencial é dada implicitamente por

In|y| —Infym —y| = kymt + C1.

Usando propriedades do logaritmo podemos reescrever como

y
Ym—Yy

In

‘ = C1 + kymt.

em fracdes par-
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Aplicando a exponencial a ambos os membros e eliminando-se o valor absoluto ob-
temos
y — :l:ecleyMkt — CeyMkt
Ym—Yy
Observe que como C; é uma constante, entio 4-¢¢! também é uma constante que
chamamos de C. Substituindo-se t = tj e y = yp na equagdo acima obtemos

C=_Y0  cvukto,
Ym — Yo

Vamos explicitar y(t).
y=(ym—y)Ce™ =y CetmMy = ypCetut
Portanto a solucdo do problema de valor inicial é
Yo¥m_ ymk(t—to)
M—Yo

_ CyngMkt _ y Y _ yOyngMk(t_tO)
1+ Ceymkt 1 4 ﬁgwa(t*to) Ym — Yo + yoeyMk(f*to)

y(t)

Dividindo-se numerador e denominador por e/ obtemos

Yo + (}/M — yo)e_yMk(f—fO)

Observe que

li t) = ypm.
lim y(t) = ym
Consideremos a mesma situagdo do 1.20, ou seja, sdo colo-

cadas em um béquer 3 fémeas partenogenéticas gravidas (ndo ha necessidade de
fecundacdo pelo macho) de um microcrustdceo chamado cladécero em condigoes
ideais de alimentagdo, temperatura, aeracdo e iluminacédo e auséncia de predadores.
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Sabendo-se que essa populagdo atinge o méximo de 690 individuos e que em 10 dias
havia 240 individuos determine a popula¢do em fun¢do do tempo supondo-se que a
taxa de crescimento da populagdo é proporcional tanto a populacdo atual quanto a
diferenca entre a populagdo méxima e a populagdo atual (crescimento logistico).

A populagdo como fungdo do tempo, y(t), é a solugdo do problema

% = ky(690 —y)
y(0) =3, y(10) = 240

A equacdo é separavel. Multiplicando-se a equagdo por m obtemos
¥y’ =k (1.42)
y(690 —y) '

Integrando-se em relagdo a  obtemos

1,
/mydt—/kdt—i—C

fazendo-se a substituigdo y'dt = dy obtemos

/y(@éy)dy:/kdt—i-c.

Para calcular a integral do lado esquerdo vamos decompor o

1 5 .
J(690—y) M fragdes par

ciais:
1 - é B

y(690—y) vy + 690 —y
Multiplicando-se a equagdo acima por (690 — y) obtemos

1= A(690 —y) + By




67

Substituindo-se y = 0 e y = 690 obtemos A = 1/690 e B = 1/690. Assim,

1 1 1 1 1
/W@ 6% (/ ydy+/69o_ydy) = 299 (Inlyl = n 1690 — )

Logo a equagdo (1.42) tem solucdo dada implicitamente por

In[y| — In|690 — y| = k690t + C;.

Usando propriedades do logaritmo podemos reescrever como

v | _
ln’690_y' = Cy + k690¢.

Aplicando-se a exponencial a ambos os membros obtemos

:l: 1 . 4
y - e-te Ce ( 3)

Observe que como C; é uma constante, entdo +¢*1 também é uma constante que
chamamos de C. Substituindo-se t = 0 e y = 3 na equacdo acima obtemos

3 3 1

C=%0-3 67 29

Vamos explicitar y(t).
y= (690 o y)ceé90kt = vy + C€69Okty _ 690Ce690kt
Portanto a solugdo do problema de valor inicial é

_690Ce®0KE 690e090KE  690e090K 690
T 14 Ceb90kt 1/C + 090kt T 229 4 690kt T 229p—690kt | 1

y(t) (1.44)
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Para determinar o valor de k, vamos usar o fato de que em 10 dias havia 240 in-
dividuos. Substituindo-se t = 10 e y = 240 obtemos

690 690 23 15 In
240=—— = 22090k = _1_=2_ 1" o _690k = In 153
229¢—6900k | 1 ¢ 240 8 8 10

Logo substituindo-se o valor de —690k obtido acima na solu¢do do PVI (1.44) obte-
mos que a populagdo de cladéceros em funcdo do tempo é dada por

690 690
y(t) = =
1832

zzge 0t 1 229( )%+1

A proporcédo de carbono 14 (radioativo) em relagdo ao carbono 12 presente nos seres
vivos é constante. Quando um organismo morre a absorcdo de carbono 14 cessa e
a partir de entdo o carbono 14 vai se transformando em carbono 12 a uma taxa que
é proporcional a quantidade presente. Podemos descrever o problema de encontrar
a quantidade de carbono 14 em funcdo do tempo, y(t), como o problema de valor

inicial
dy _
i ky.
¥(0) = yo

A equagdo é a mesma do crescimento exponencial, mas vamos resolver, agora, como

uma equacao separavel, ou seja, a equagdo é equivalente a

-y =k
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Integrando-se em relagdo a t, lembrando-se que y'dt = dy, obtemos
In|y| = kt 4 c1.
Aplicando-se a exponencial, obtemos
y(t) = 216kt = celt,
Substituindo-se t = 0 e y = yp, obtemos ¢ = . Logo a solucdo do PVI é

y(t) = yoe™'.

Em um pedago de madeira é encontrado 1/500 da quantidade original
de carbono 14. Sabe-se que a meia-vida do carbono 14 é de 5600 anos, ou seja, que
em 5600 anos metade do carbono 14 presente transformou-se em carbono 12. Vamos
determinar a idade deste pedago de madeira.

O problema de valor inicial que descreve esta situacao é

dy
{ i ky.
¥(0) =yo

y(t) = yoe
Substituindo-se t = 5600 e y = yy/2 (meia-vida) obtemos

que tem solucdo

k-5600 In2

Yo/2 = yoe = k:—m
Agora substituindo-se y = /500 obtemos

~ In500 _ 56001n500
ko In2

Yo okt _
SOO_yOE = t=

=~ 50200 anos
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Yo

Yol2

Figura 1.17 — Solucao do problema de valor ini- = = = = = - - : : :
cial do Exemplo 1.22 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000 45000 50000
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1.6.3 Misturas

Figura 1.18 — Tanque

Introdugdo as Equagdes Diferenciais Ordinarias

Julho 2011
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Vamos supor que um tanque contenha uma mistura de 4gua e sal com um volume
inicial de Vj litros e Qg gramas de sal e que uma solugdo salina seja bombeada para
dentro do tanque a uma taxa de T, litros por minuto possuindo uma concentracdo
de C, gramas de sal por litro. Suponha que a solu¢do bem misturada sai a uma taxa
de T; litros por minuto.
A taxa de variagdo da quantidade de sal no tanque é igual a taxa com que entra sal
no tanque menos a taxa com que sai sal do tanque.
A taxa com que entra sal no tanque € igual a taxa com que entra a mistura, T,, vezes
a concentragdo de entrada, C,. E a taxa com que sai sal do tanque é igual a taxa com
que sai a mistura do tanque, Ts, vezes a concentracdo de sal que sai do tanque, Cs.
Como a solucgdo é bem misturada esta concentracdo é igual a concentragdo de sal no
tanque, ou seja,

0

Cl) =y

Como o volume no tanque, V(t), é igual ao volume inicial, Vj, somado ao volume
que entra no tanque menos o volume que sai do tanque, entdo

V(t) = Vo+ Tet — Tst = Vo + (Te — Ts)t.

Assim, a quantidade de sal no tanque, Q(t), é a solugdo do problema de valor inicial

dQ Q
‘E‘ng_nw+mfnﬁ
Q(0) = Qo

Num tanque ha 100 litros de salmoura contendo 30 gramas de sal em
solugdo. Agua (sem sal) entra no tanque a razao de 6 litros por minuto e a mistura
se escoa a razdo de 4 litros por minuto, conservando-se a concentragdo uniforme
por agitacdo. Vamos determinar qual a concentracdo de sal no tanque ao fim de 50
minutos.
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O problema pode ser modelado pelo seguinte problema de valor inicial

aQ_ , Q
dt 100+ 2¢
Q(0) =30

A equagdo é linear e pode ser escrita como

99,49

at T4o0 2 0

Um fator integrante é neste caso
u(t) = oJ oot — p2In(100+2¢) _ In((100+26)2) _ (100 + 2t)2.
Multiplicando-se a equagdo por u(t) = of wormdt = (100 + 2t)? obtemos
d 2
= ((100 +21) Q) =0.

Integrando-se obtemos
(100 +2t)?Q(t) = C

ou seja,

C

Q) = (100 + 2¢)2°

Substituindo t = 0e Q = 30:
C =30-100°> =3-10°
Substituindo o valor de C encontrado:

3-10°

Q)= (oo + 202
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A concentracdo é o quociente da quantidade de sal pelo volume que éiguala V(t) =
100 + 2t. Assim

o(t) = 3-10°
(100 +2t)3
e ap6s 50 minutos
.10°
c(50) = 310 _ 3 0,0375 gramas/litro
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35+

Figura 1.19 — Solucao do problema de valor ini- 100 200 300 400 500
cial do Exemplo 1.23

035+

0.3+

0.25-1

0.2+

015+

014

0.05-+

: ) ‘ ‘ . t

Figura 1.20 — Concentracao como funcio do 100 200 300 400 500
tempo para o problema do Exemplo 1.23
Introdugdo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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A lei de resfriamento de Newton diz que a taxa de variagdo da temperatura T(t) de
um corpo em resfriamento é proporcional a diferenca entre a temperatura atual do
corpo T(t) e a temperatura constante do meio ambiente Ty, ou seja, a temperatura

do corpo, T(t) é a solugdo do problema de valor inicial

dT
{ = = k(T —Ty)
T(0) =T,

O café estd a 90° C logo depois de coado e, um minuto depois, passa
para 85° C, em uma cozinha a 25° C. Vamos determinar a temperatura do café em
fung¢do do tempo e o tempo que levard para o café chegar a 60° C.

ar

=k(T-2
o = KT =25
T(0) =90, T(1) =85
Dividindo-se a equagédo por T — 25:

L
T 250

Integrando-se em relagdo a ¢

1,

[ ggs Tt = [kt
1

/T_ZSdT_/kdt

In|T —25| = kt + C;
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T(t) =254 eC1ekt = 25 4 Celt
Substituindot =0e T = 90:

0=25+C = C=65

T(t) = 25+ 65¢"
Substituindo-se f = 1e T = 85:

85 =25+465¢" = k= 1n(@)
65
Assim a temperatura do café em fungdo do tempo é dada por

t
T(t) = 25 + 65eM(8) = 25 4 65 (22)

Substituindo T = 60:

6

60 = 25 + 65 (&)t

Logo o tempo necessdario para que o café atinja 60° é de

_ In(35/65)

= — " 7 ~8mi
In(60/65) ~ o
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Figura 1.21 — Solucdo do problema de valor ini-
cial do Exemplo 1.24

100+

80+

60+

Julho 2011

Reginaldo J. Santos
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1.6.5 Leide Torricelli

Figura 1.22 — Tanque com um orificio

Introdugdo as Equagdes Diferenciais Ordinarias

Julho 2011
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A lei de Torricelli diz que a taxa com que um liquido escoa por um orificio situado
a uma profundidade & é proporcional a v/i. Ou seja,

dv
o= kvVh.

Existe uma relagdo entre Ve h, V = V(h), que depende da forma do tanque. Como

av _ v
dt — dhdt’
entdo a altura, h(t), é a solugdo do problema de valor inicial

dh  Vh

sy S e
av

=y

1(0) = h

Um tambor cilindrico, de 2 metros de altura e base circular de raio 1
metro, estd cheio de dgua. Se fizermos um furo no fundo e em 30 minutos a dgua
cair pela metade vamos determinar a altura h da 4gua dentro do tambor em funcdo
do tempo e em quanto tempo o tanque esvazia.
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0.5+

Figura 1.23 — Solucao do problema do Exemplo ' ' ' ' '
1.25
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Como para o cilindro
V(h) = nR*h = rth

entao
av

- =T
dh
Como uma constante sobre 7 é também uma constante, entdo o problema pode ser
modelado por
M _ kv
dt
{ h(0) =2, h(30) =1

1
Multiplicando-se a equagdo por —= obtemos

Vh

1
—I =k
Vh

Integrando-se ambos os membros em relacdo a ¢ obtemos

1
Wt = / kdt.
/ Vvh

Fazendo-se a substituicdo 1’dt = dh obtemos

/ \}Edh - / kdt.

Calculando-se as integrais obtemos a solugdo geral na forma implicita

2Vh =kt +C (1.45)
ou explicitando-se a solugdo:

ey = (S35
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Substituindo-se t = 0e h = 2 em (1.45):

2V2=C

Substituindo-se t =30e h = 1 em (1.45):

=

2-C 1-
C+30k=2 = k_T_ 15

Assim a funcdo que descreve como a altura da coluna de dgua varia com o tempo é

dada por
 CH+kt, 1-v2 .,
Substituindo-se i = 0:
¢ 30\@ ~ 102 min

t:——:
k V2-1

Um corpo que se desloca em um meio fluido sofre uma forca de resisténcia que é
proporcional a velocidade do corpo. A velocidade, v(t), é a solugdo do problema de

valor inicial

dov
mﬁ =F—kv
v(0) =0

Para um corpo que cai a forga F é igual ao peso do corpo. Para um barco que se
desloca na 4gua ou um carro em movimento a forca F é igual a for¢a do motor.
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Exemplo 1.26. Um péra-quedista com o seu para-quedas pesa 70 quilogramas e salta
de uma altura de 1400 metros. O para-quedas abre automaticamente apés 5 segun-
dos de queda. Sabe-se que a velocidade limite é de 5 metros por segundo. Vamos
determinar a velocidade que o para-quedista atinge no momento que o para-quedas
abre, quanto tempo demora para a velocidade chegar a 5,1 metros por segundo e
como varia a altura em func¢éo do tempo.

Vamos convencionar que o sentido positivo é para cima e que a origem estd na su-
perficie da terra. Até o momento em que o para-quedas abre a velocidade é a solugao
do problema de valor inicial
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Ou seja,
dov
i -10
v(0) =0

v(t) = —10¢t.

o que leva a solugdo

Quando o para-quedas abre a velocidade é entdo de
v(5) = —50m/s

Até este momento a altura do para-quedista em funcdo do tempo é a solucdo do
problema de valor inicial

dh
i v(t) = —10¢t
1(0) = 1400

cuja solugéo é
h(t) = 1400 — 5¢>

Assim até o momento que o para-quedas abre o para-quedista caiu
1400 — h(5) = 125m

Dai em diante a velocidade do para-quedista é a solugdo do problema de valor inicial




1.6 Aplicacdes

87

Figura 1.24 — Modulo da velocidade do Exem-
plo1.26

Figura 1.25 — Altura do Exemplo 1.26
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A forca de resisténcia é igual a —kv, o sinal menos com uma constante positiva indica
que a forca de resisténcia é no sentido contrario ao da velocidade. Observe que a
velocidade é negativa o que faz com que a forga de resisténcia seja positiva, ou seja,
para cima como convencionamos no inicio.

dov k
—=-10——=v=-10—-K K=k/7
T 0 700 0 v, /70
v(5) = —50
A equagdo
dv
E —10 — Ko
pode ser reescrita como
L v =-1
10+ Ko

Integrando-se
In|10 + Kv| = =Kt + C;

10 4 Ko = el X
10
v(t) = X + Ce Kt
A velocidade limite é de —5 m/s, logo

. 10 B
tlg(r)lov(t)——f— 5 = K=2
Substituindo-se t =5ev = —50 em v(t) = — 1 4 Ce=Kt:

—50=—-5+Ce K = (C=-45K
ou seja, a solugdo do problema de valor inicial é

o(t) = —5 — 45029
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Substituindo-se v = —5,1 (lembre-se que é negativo por que é para baixo!) obtemos

51— 545025 o 45— 450

~ 3segundos,

ou seja, 3 segundos depois do para-quedas aberto a velocidade ja é de 5,1 m/s. De-
pois que o pdra-quedas abre a altura em fungdo do tempo é a solugdo do problema
de valor inicial

yri

A _ () = —5— 45¢72-9)
h(5) = 1400 — 125 = 1275

a solucdo geral da equagdo é

4
h(t) = ~5(t —5) + D279 ¢

Substituindo-se t = 5 e h = 1275 obtemos C = 2505/2. Assim a soluc¢do deste

problema de valor inicial é

h(t) = 252£ —5(t—5)+ %e_z(t_g’), parat >5

Um circuito RC é um circuito que tem um resistor de resisténcia R, um capacitor de
capacitancia C e um gerador que gera uma diferenca de potencial ou forca eletromo-
triz V(t) ligados em série. A queda de potencial num resistor de resisténcia R é igual

a RI e num capacitor de capacitdncia C é igual a %
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Pela segunda lei de Kirchhoff (lei das malhas) a soma da forgas eletromotrizes (neste
caso apenas V(t)) é igual a soma das quedas de potencial (neste caso RI na re-
sisténcia e Q/C no capacitor), ou seja,

Q _
RI+Z = V(t).

d
Como I(t) = d—?, entdo a carga Q(t) no capacitor satisfaz a equagao diferencial

iQ 1.
R+ 2Q=V(t).
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@

Figura 1.26 — Circuito RC
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Figura 1.27 — Solucao do problema do Exemplo 0.1 02 0.3 04 05
1.27
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Em um circuito RC uma bateria gera uma diferenca de potencial de 10
volts enquanto a resisténcia é de 10> ohms e a capacitancia ¢ de 10~* farads. Vamos
encontrar a carga Q(t) no capacitor em cada instante ¢, se Q(0) = 0 e o limite de Q(¢)
quando t tende a mais infinito.

dQ

aQ _
108 100 =1 —= +10Q =102
0 7 +10°Q =10 = 7 +10Q =10
A equagdo é linear. Multiplicando-se a equacéo pelo fator integrante u(t) = e'*
obtemos p
4 (10t _ 10-2,10t
dt (e Q) 107%e

integrando-se obtemos
e'Q(t) =102 + k
ou
Q(t) =107 + ke 1"

Substituindo-se t = 0 e Q = 0 obtemos k = —1073 e assim a solucdo do problema de

valor inicial é
Q(t) =103 (1 — e‘lOt) coulombs.

tlim Q(t) = 1073 coulombs.
o0

Vamos supor que fagamos uma aplicagdo de uma quantia Sy em um banco e que a
taxa de variacdo do investimento ’il—f é proporcional ao saldo em cada instante S(t).
Podemos descrever o problema de encontrar S(t) como o problema de valor inicial

ds
¥l rS.

S(0) = S
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Este problema ja resolvemos antes e tem solugdo
S(t) = Spe™. (1.46)

Pode parecer que este modelo nédo seja muito realista, pois normalmente os juros sdo
creditados em periodos inteiros igualmente espacados. Ou seja, se j é a taxa de juros
em uma unidade de tempo, entdo o saldo ap6s n unidades de tempo S(n) é dado
por

S(1) = So+Soj =So(1+])
S(1)(1+/) = So(1+)?

wn
—

N
~—

Il

S(n) = S(n—1)(1+])=So(1+j)". (1.47)

Substituindo-se t por n na solucdo do problema de valor inicial obtida (1.46) e com-
parando com (1.47) obtemos que

Soem = So(l + ]>n

ou seja,
1+j=¢ ou r=In(l+j) (1.48)

Assim, a hipétese inicial de que os juros sdo creditados continuamente é realista
desde que a constante de proporcionalidade na equagdo diferencial r e a taxa de
juros j estejam relacionadas por (1.48). Para pequenas taxas de juros os dois valores
sdo muito préoximos. Por exemplo, j = 4% corresponde a v = 39% ej = 1%
corresponde a v = 1 %.




94 Equacdes Diferenciais de 12 Ordem

Sor

Figura 1.28 — Saldo em fungdo do tempo quando ndo héd depdsitos
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Vamos supor que uma aplicacdo renda juros de 1% ao més (continua-
mente). Vamos encontrar o saldo como fung¢do do tempo e o saldo apds 12 meses se
o saldo inicial é de R$ 100, 00.

Podemos descrever o problema de encontrar S(t) como o problema de valor inicial

ds

_— = 1
o = 0,018
S(0) = 100

Este problema ja resolvemos antes e tem solucao
S(t) = 100e%0f,
Assim em 12 meses o saldo é

S(12) = 1000112 ~ R$ 112, 75.

Vamos supor, agora, que além do investimento inicial Sy facamos depésitos ou sa-
ques continuamente a uma taxa constante d (positivo no caso de dep6sitos e negativo
no caso de saques), entdo neste caso o modelo que descreve esta situagdo é o do pro-
blema de valor inicial

das
E =7rS + d
5(0) = Sy
A equagdo é linear e pode ser reescrita como
das
—— —rS=d. 14
7 rS (1.49)

Para resolvé-la vamos determinar o fator integrante

“l/l(t) _ Ef —rdt _ et
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Multiplicando-se a equagdo (1.49) por y(t) = e~ obtemos

%(efrts> — defrt

Integrando-se ambos os membros obtemos
e "S(t) = —%e_” +C ou S(t)=Ce' - g

Substituindo-set = 0e S = Sy, obtemos

d d
SO:CerO—; = C=S+-

Ou seja, a solugdo do problema de valor inicial é
rt d rt

S(t) = Spe’" + ;(e -1). (1.50)

Vamos comparar este resultado com o caso em que além dos juros serem creditados

em intervalos constantes os depdsitos ou saques de valor D sédo feitos em intervalos
constantes. Neste caso o saldo apds 1 unidades de tempo é dado por

S(1) = Sy(1+j)+D

S(2) = So(1+j)*+D(1+j)+D

S('n) : 50(1+})”+D((1+j)”*1+...+1)

S(n) = 50(1+j)”+D(1+j].)n_1. (1.51)

Foi usada a soma de uma progressao geométrica. Substituindo-se ¢ por # na solugao
do problema de valor inicial (1.50) e comparando-se com a equagdo (1.51) obtemos
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que
nn
S0 + 20— 1) = sy(1 4y + DU
ou seja
a_Db
j
Usando (1.48) obtemos
) -
- W ou D= @, (1.52)

Assim podemos também neste caso usar o modelo continuo em que os depdsitos
ou saques sdo feitos continuamente desde que a taxa continua de depésitos d e os
depdsitos constantes D estejam relacionados por (1.52).
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Figura 1.30 — Saldo em fungdo do tempo quando sdo feitos depdsitos a uma taxa constante
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Figura 1.31 — Solucdo do problema de valor inicial do Exemplo 1.29
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Suponha que seja aberta uma caderneta de poupanga com o objetivo de
no futuro adquirir um bem no valor de R$ 40.000,00. Suponha que os juros sejam
creditados continuamente a uma taxa de * = 1% ao més e que os depésitos também
sejam feitos continuamente a uma taxa constante, sendo no inicio o saldo igual a
zero. Vamos determinar de quanto deve ser a taxa de depdsito mensal para que em

20 meses consiga atingir o valor pretendido.

s 1
S(0) =0

A equagdo é linear e pode ser reescrita como

ds 1

@ 1000 ¢

Para resolvé-la precisamos determinar o fator integrante

d

E(e_ﬁtS) = de~ 100!

Integrando-se ambos os membros obtemos

e~ !S() = —100de" ™! +C ou S(t) = Cemo! — 100d

Substituindo-se f = 0e S = 0, obtemos

0=Cem®—100d = C=100d

(1.53)




102

Ou seja, a solugdo do problema de valor inicial é
S(t) = 100d (e’ — 1). (1.54)

Substituindo-se t = 20 e S = 40000:

2

40000 = 100d(e10 — 1)

400 400

d= ———= ~ R$1818,18
el% -1 0,22

Esta é a taxa de dep6sito mensal, supondo-se que os depésitos sejam realizados con-
tinuamente. Vamos determinar o depdsito mensal correspondente.

ro__ 0,01 __
G rl)d (e 01311818,18 ~ R§1827,30

Um composto C é formado da reagdo de duas substancias A e B. A reagdo ocorre de
forma que para cada m gramas de A, n gramas de B sdo usadas. A taxa com que se
obtém a substancia C é proporcional tanto a quantidade de A quanto a quantidade
de B ndo transformadas. Inicialmente havia «g gramas de A e By gramas de B.
Sejam «(f) e B(t) as quantidades de A e B ndo transformadas, respectivamente e y/(t)
a quantidade de C obtida. Entado

‘% o« a(H)B(1). (155)
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Sejam a(t) e b(t) a quantidade de A e B transformadas. Entado

_ alt) _m
a(t) +b(t) =y(t), D)~ n
De onde segue-se que
m n
alt) = —"y(e), () = oy, (1.56)
Mas as quantidades de A e B ndo transformadas e transformadas estdo relacionadas
por
a(t) =wag—a(t), P(t) = Po—b(t). (1.57)

Substituindo-se (1.56) em (1.57) e (1.57) em (1.55) obtemos

dy m

ar ~ <a0_m+n > (’Bo_m—I—ny)'
d m—+n m+n
ﬂ“(ﬂéo - )(50 ]/)-

Neste caso a quantidade da substancia C como fungdo do tempo, y(t), é a solugao do
problema de valor inicial

ou ainda,

d]/_ / /
{ E_k("‘ —y)(F —v) emquek>0,tx'=“0 ep = 'Bm+n
y(0)=0

Se o/ = p’. Neste caso os reagentes foram colocados em quantidades este-
quiométricas, ou seja, de forma que nédo haverd sobra de reagentes.

A equacdo é separdvel. Multiplicando-se a equacao por W 1y)2 obtemos
1 /

w—yp?
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Integrando-se em relagdo a ¢ obtemos

1

fazendo-se a substituigdo y'dt = dy obtemos

1

Logo a solugdo da equagdo diferencial é dada implicitamente por

1
; =kt +C.
“ -y
Substituindo-se t = 0 e y = 0 na equacdo acima obtemos
1
= I'
Vamos explicitar y(t).
1
/ — = —
YT k+C

Portanto a solucdo do problema de valor inicial é

1
A
yit) =o' — ¢

Substituindo-se o valor de C obtido:

Observe que
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Jim a(f) = lim (a0 — ———y(t)) =0,
. _ . _ n —
tll)n(}o B(t) = tlgglo(ﬁo p— n]/(t)) =0.

Se a’ # B'. Neste caso os reagentes foram colocados em quantidades nao este-
quiométricas e havera sobra de um dos reagentes.

A equacao é separdvel. Multiplicando-se a equagao por W—y)lw obtemos

1 ;L
- -y’ "

Integrando-se em relagdo a t obtemos

/ TAF=D y)l( gt = / kdt + Cy

fazendo-se a substitui¢do y'dt = dy obtemos

/W_y)l(ﬁ/_y)dy - ./kdt+C1.

N S
Vamos decompor W= (F—y)

k

em frac¢ées parciais:

1 A B

(&' =y)(B —y) w’*y+ﬁ/*y

Multiplicando-se a equagdo acima por (a’ — y) (B’ — y) obtemos

1=A(f —y)+ B —y)
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Substituindo-se y = «’ ey = p’ obtemos A = 1/(p' —a’) e B =1/(a' — /).
Assim,

/W—]/)l(ﬁ/_]/)dy B ,B’ioc’ (./zx’l—ydy_.//%’l—ydy)
g (Il =y =B )

Logo a solugdo da equagdo diferencial é dada implicitamente por
Infa’ —y| —In|p’ —y| = k(' — ')t + C1.

Usando propriedades do logaritmo podemos reescrever como

o' — ¥ ‘ / /

—2 | =C; — k(B —a')t.

P—y

Aplicando-se a exponencial a ambos os membros e eliminando-se o valor abso-
luto obtemos

In

g: “Y L Cip (B —a)kt _ cp (B o)kt
-y

Substituindo-se t = 0 e y = 0 na equagdo acima obtemos

Vamos explicitar y(t).
0‘/ _ ]/ — (ﬁ/ _ y)cef(ﬁlflxl)kt = y _ Ce*(ﬁlfal)kty — Dé/ _ IB/Cef(‘Bllel)kt
Portanto a solu¢do do problema de valor inicial é

o — 'B/Cef(ﬁ’fﬂc/)kt
1 — Ce=(F'—)kt

y(t) =
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Substituindo-se o valor de C obtido:

o 1_67(,3/,“’)]“
y(t) = P B — e (B
Observe que

. & =apt, sepl >

tlggy(t) o { B = omrf", sea’ > p 7
. T _ , sep >a
fim ) = fimGno ) = { gy 20T
. ) — g, se B >af
fim B0 = fim (B — ) = { P R

Um composto C é formado da reagdo de duas substdncias A e B. A
reacdo ocorre de forma que para cada grama de B, 2 gramas de A sdo usadas. A taxa
com que se obtém a substancia C é proporcional tanto a quantidade de A quanto a
quantidade de B ndo transformadas. Inicialmente havia 40 gramas de A e 50 gramas
de B. Vamos determinar a quantidade de C em fung¢do do tempo, sabendo-se que em
10 minutos sdo formados 10 gramas de C.

Sejam «(t) e B(t) as quantidades de A e B ndo transformadas, respectivamente e y/(t)
a quantidade de C obtida. Entédo

dy
Frie a()B(1). (1.58)

Sejam a(t) e b(t) a quantidade de A e B transformadas. Entdo

a(t) +b(t) =y(t), a(t)=2b(f).
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De onde segue-se que
2 1
a(t) = Sy(t), () = 3u(0). (1.59)

Mas as quantidades de A e B ndo transformadas e transformadas estdo relacionadas

e a(t) =40 —a(t), B(t) =50 — b(t). (1.60)

Substituindo-se (1.59) em (1.60) e (1.60) em (1.58) obtemos
dy 2 1

dy
=5 (60 —y) (150 — y) .

Neste caso a quantidade da substancia C como fun¢io do tempo, y(t), é a solu¢do do
problema

ou ainda,

% = k(60 —y)(150 — y)
y(0) =0, y(10) =10

A equagdo é separdvel. Multiplicando-se a equagéo por 1

60=3)(150=7) obtemos

1 /
(60 —)(150 — )’

Integrando-se em relagdo a t obtemos

1 o
/(60—y)(150—y)ydt_/kdt+cl

fazendo-se a substitui¢do y'dt = dy obtemos

1
/ 60— )50 —y) Y = /kdt+C1.
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Vamos decompor 0 1

60—y)(50—y) eM fra¢bes parciais:

1 A B
(60—y)(150 —y) 60—y 150 —y

Multiplicando-se a equagdo acima por (60 — ) (150 — i) obtemos
1= A(150 — y) + B(60 — v)

Substituindo-se y = 60 e y = 150 obtemos A =1/90e B = —1/90. Assim,

/(60—y)1150—y)dy - 91()(/6()1—ydy_/1501—ydy>

1
~30 (In |60 — y| — In |150 — y|)

Logo a solugdo da equagdo diferencial é dada implicitamente por
In |60 — y| — In [150 — y| = —90kt + C;.
Usando propriedades do logaritmo podemos reescrever como

60 —y
150 — y

ln‘ ‘ = Cy — 90kt.

Aplicando-se a exponencial a ambos os membros e eliminando-se o valor absoluto

obtemos
60 — vy

150 —y

Substituindo-se t = 0 e y = 0 na equagdo acima obtemos

— +0C1p—90kt _ (,—90kt

c=-:.
5
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Substituindo-se C = %, t =10 e y = 10 na equagdo acima obtemos

25 _ ,—900k
% =e

1 28

ou

Vamos explicitar y(t).
60 —y = (150 — y)Ce P =y — Ce 9%ty = 60 — 150Ce 7K
Portanto a solu¢do do problema de valor inicial é

60 — 150Ce~ 90k
y(t) = ——,—oom

Substituindo-se os valores de C e k obtidos:

(f) = 300(1 —efllfoln(%)f) ~300(1— %) t/lO)
M @ T 5 om0

Observe que
lim y(t) = 60 gramas

t—o0

lim a(t) = tlim (40 — %y(t)) =0

t—ro0 —00
t—o0 t—o0

lim B(t) = lim (50 — %y(t)) = 30 gramas

Portanto a quantidade inicial de A serd toda consumida na reagéo, entretanto sobrara
ainda 30 gramas de B.
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Figura 1.32 — Funcao do Exemplo
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Nas mesmas condi¢des de exemplo anterior, um composto C é formado
da reacdo de duas substancias A e B. A reacdo ocorre de forma que para cada grama
de B, 2 gramas de A sdo usadas. A taxa com que se obtém a substancia C é propor-
cional tanto a quantidade de A quanto a quantidade de B ndo transformadas. Mas
agora vamos supor que havia inicialmente 40 gramas de A e 20 gramas de B. Vamos
determinar a quantidade de C em fun¢do do tempo, sabendo-se que em 10 minutos
sdo formados 10 gramas de C.

dy 2 1

dy 2
Eoc(60fy) .

Neste caso a quantidade da substancia C como funcéo do tempo, y(t), é a solucdo do

problema
dy _ N2
e k(60 —y)
y(0) =0, y(10) =10

A equacdo é separavel. Multiplicando-se a equagao por ﬁ obtemos

Temos entdo

ou ainda,

1 ;L
60—y’ =F

Integrando-se em relagdo a t obtemos

1

fazendo-se a substituigdo y'dt = dy obtemos

/ (601y)2dy - /kdt+C.
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Logo a solugdo da equagdo diferencial é dada implicitamente por

1
—— =kt +C.
60—y +
Substituindo-se t = 0 e y = 0 na equagdo acima obtemos
1
C=_—.
60

Substituindo-se C = 61—0, t =10 e y = 10 na equagdo acima obtemos

ot 1
500 600 3000
Vamos explicitar y(t).
0-y=y71c
Portanto a solugdo do problema de valor inicial é
1
) =60— ——
y(t) = 60— 5
Substituindo-se os valores de C e k obtidos:
3000
yt) =60 =55

tlggo y(t) = 60,

lim a(t) = lim (40 — %y(t)) =0,

t—ro0 t—roo

lim B(£) = lim (20 — %y(t)) _o.

t—oc0 t—00
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Considere uma familia F de curvas que pode ser representada por uma equacio

diferencial da forma

d

% = f(x,y). (1.61)

Dado um ponto qualquer (xg, o), 0 coeficiente angular da reta tangente a uma curva

da familia F que passa por este ponto é dado por tana = f(xp,o), pois como a
dy

curva satisfaz (1.61), este é o valor da derivada 2 &M (x0,Y0). Uma curva que passa

por (xo,1o) de forma que a sua tangente neste ponto seja ortogonal a tangente da
curva da familia F tem reta tangente com coeficiente angular dado entédo por tan =
—1/f(x0,y0). Assim a equagdo diferencial que representa a familia de curvas que
interceptam ortogonalmente as curvas da familia F é

dy 1

dx  f(xy)

As curvas que sao solugdo desta equagdo sdo chamadas trajetérias ortogonais as
curvas da familia F.

Vamos encontrar a familia de trajetérias ortogonais da familia de
pardbolas y = cx?. Derivando a equagio que define as parabolas obtemos

dy _
e = 2cx

Da equagio das parabolas temos que ¢ = y/x* que sendo substituido na equacao

acima produz

dy _ 2

dx X
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Esta equacdo diferencial caracteriza as pardbolas dadas. Assim a equacdo que carac-
teriza as suas trajetdrias ortogonais é

dy  «x dy

Assim as trajetérias ortogonais da familia de pardbolas dadas sao

ou seja, elipses.
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Xo

Figura 1.34 — Trajetorias Ortogonais: a curva que passa por (xo, o) que tem reta tangente com inclinagdo tana =

f(x0,y0) é ortogonal a curva que passa por (xg, o) que tem inclinagdo tan p = —

1
f(x0,y0)
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15

051

15 L L L L
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Figura 1.35 — As elipses de equagdes x? + 2y* = c sdo as trajetérias ortogonais das parabolas de equagdes y = cx?.
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197

Um tanque contém 100 litros de uma solucdo a uma concentra¢do de 1 grama por litro. Uma solucdo

1 . .
com uma concentragio de 2te” 10 ! gramas por litro entra no tanque a uma taxa constante de 1 litro por
minuto, enquanto que a solu¢do bem misturada sai a mesma taxa.

Determine a quantidade de sal no tanque em cada instante ¢, onde f é contado a partir do inicio do
processo.

Calcule a concentragdo de sal no tanque ¢t = 10 minutos ap6s o inicio do processo.

L . . < _2
Um tanque contém inicialmente 100 litros de dgua pura. Entdo, 4gua salgada, contendo 30e~ 10/ gramas
de sal por litro, passa a ser bombeada para o tanque a uma taxa de 10 litros por minuto. Simultaneamente
a solucdo passa a ser agitada e retirada do tanque na mesma taxa.

Determine a quantidade de sal no tanque em cada instante ¢, onde f é contado a partir do inicio do
processo.

Calcule em que instante a concentragdo de sal no tanque sera de 7,5 gramas por litro.

Um tanque contém inicialmente 100 litros de dgua e 100 gramas de sal. Entdo uma mistura de dgua e sal
na concentragdo de 5 gramas de sal por litro é bombeada para o tanque a uma taxa de 4 litros por minuto.
Simultaneamente a solucdo (bem misturada) é retirada do tanque na mesma taxa.

Determine a quantidade de sal no tanque em cada instante ¢, onde t é contado a partir do inicio do
processo.

Calcule a concentragdo limite de sal no tanque quando t — oo e o tempo necessario para que a
concentragdo atinja metade deste valor.

Suponha que um tanque contenha uma mistura de 4gua e sal com um volume inicial 100 litros e 10
gramas de sal e que uma solugdo salina seja bombeada para dentro do tanque a uma taxa de 3 litros por
minuto possuindo uma concentracdo de 1 grama de sal por litro. Suponha que a solugdo bem misturada
sai a uma taxa de 2 litros por minuto.
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Determine a quantidade de sal no tanque em cada instante ¢, onde t é contado a partir do inicio do
processo.

De qual valor se aproxima a concentracdo quando o tanque estd enchendo, se a sua capacidade é de
200 litros?

Suponha que um tanque contenha uma mistura de 4gua e sal com um volume inicial 100 litros e 10
gramas de sal e que dgua pura seja bombeada para dentro do tanque a uma taxa de 1 litro por minuto.
Suponha que a solu¢do bem misturada sai a uma taxa de 2 litros por minuto.

Determine a quantidade de sal no tanque em cada instante ¢, onde t é contado a partir do inicio do
processo.
De qual valor se aproxima a concentragdo quando o tanque se aproxima de ficar vazio?
Dentro da Terra a for¢a da gravidade é proporcional a distdncia ao centro. Um buraco é cavado de polo
a polo e uma pedra é largada na borda do buraco.
Determine a velocidade da pedra em func¢do da distancia.

Com que velocidade a pedra atinge o centro da Terra? Com que velocidade atinge o outro polo?

jo: 40 — dvdx oo — dx

(Sugestdo: 5; = 775 ev = %)

A taxa com que uma gota esférica se evapora (”fi—‘t’) é proporcional a sua drea. Determine o raio da gota
em funcdo do tempo, supondo que no instante ¢t = 0 o seu raio é ry e que em uma hora o seu raio seja a
metade.

Num processo quimico, uma substancia se transforma em outra, a uma taxa proporcional a quantidade
de substancia néo transformada. Se esta quantidade é 48 ao fim de 1 hora, e 27, ao fim de 3 horas, qual a
quantidade inicial da substancia?

A populacdo de bactérias em uma cultura cresce a uma taxa proporcional ao niimero de bactérias no
instante t. Apds trés horas, observou-se a existéncia de 400 bactérias. Ap6s 9 horas, 2500 bactérias. Qual
era o numero inicial de bactérias?
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Suponha que um automovel sofre depreciagdo continuamente numa taxa que é proporcional ao seu valor
num instante ¢. Este automoével novo custa R$ 35000,00. Apés um ano de uso o seu valor é R$ 30000,00.
Qual seréd o valor do automével ap6s dois anos de uso?

Uma populagdo de bactérias cresce a uma taxa proporcional a populagdo presente. Sabendo-se que apés
uma hora a populacao é 2 vezes a populagdo inicial, determine a populagdo como fungdo do tempo e o
tempo necessdrio para que a populacéo triplique. Faca um esbogo do grafico da populagdo em fungdo
do tempo.

Suponha que em uma comunidade de 100 pessoas inicialmente apenas uma pessoa seja portador de um
virus e que a taxa com que o virus se espalha na comunidade seja proporcional tanto ao niimero de
pessoas infectadas como também ao ntiimero de pessoas nédo infectadas. Se for observado que apés 4
semanas 5 pessoas estdo infectadas. Determine o niimero de pessoas infectadas em fun¢do do tempo.
Faca um esboco do grafico da solugdo.

Na tabela abaixo estdo os dados dos 6 pentltimos recenseamentos realizados no Brasil.

Ano | Populagdo
1950 | 52 milhoes
1960 70 milhdes
1970 | 93 milhoes
1980 | 119 milhoes
1991 | 147 milhoes
2000 | 170 milhoes

Podemos escrever o modelo logistico na forma

1dy
s/ b
y dt ay +
em que a = —k e b = kyp;. Usando a tabela anterior, podemos aproximar a derivada y'(t;), para t; =

1950, 1960, 1970, 1980, 1991, 2000, pela diferenga finita para frente

dl(t) ~ y(ti+l) *y(ti)
dt ti1—ti




ou pela diferenga finita para trés

Ay ) YU ~y(ti)

dt t—ti 4
Complete a tabela seguinte
i+1=Yi _ 1YiTVi- ithi
R P A E
1950 | 52 milhoes 0,0346 -
1960 | 70 milhdes 0,0329 0,0257
1970 | 93 milhoes 0,0280 0,0247
1980 | 119 milhdes 0,0214 0,0218
1991 | 149 milhdes 0,0174 0,0173
2000 | 170 milhdes - 0,0150
Assim
1dy githi
27 (t) = t bl 1
y dt ( l) ﬂy( l) + 2

para t; = 1960, 1970, 1980, 1991. Usando quadrados minimos encontre a melhor reta, z = ay + b, que se

ajusta ao conjunto de pontos (y;, g’éh" ), para y; = 1960,1970,1980,1991. Determine k e yy; a partir dos
valores de a e b encontrados.

Usando ty = 2000, yo = 170 milhdes obtenha

_ 257 -10°
140,51 - e—0.04(t—2000)

y(t)

Determine a estimativa para a populagdo do ano 2010, y(2010). Compare com o recenseamento realizado
em 2010, em que a populacéo foi de 190, 7 milhdes.
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Um tambor conico com vértice para baixo, de 2 metros de altura e base circular de raio 1 metro, esta cheio
de dgua. Se fizermos um furo no fundo e em 30 minutos a altura da coluna de 4dgua cair pela metade
determinar a altura # em fungido do tempo e em quanto tempo o tanque esvazia. A lei de Torricelli diz

que a taxa com que um liquido escoa por um orificio situado a uma profundidade & é proporcional a vh.

Um termometro é levado de uma sala onde a temperatura é de 20° C para fora onde a temperatura é de
5° C. Ap6s 1/2 minuto o termémetro marca 15° C.

Determine a temperatura marcada no termémetro como fun¢io do tempo.

Qual serd a leitura do termdmetro ap6s 1 minuto?

Em quanto tempo o termometro ird marcar 10° C?
Um bote motorizado e seu tripulante tém uma massa de 120 quilogramas e estava inicialmente no re-
pouso. O motor exerce uma forga constante de 10 newtons, na diregdo do movimento. A resisténcia
exercida pela d4gua, ao movimento, é, em médulo, igual ao dobro da velocidade.

Determine a velocidade do bote em fungdo do tempo.

Determine a velocidade limite do bote.

Faca um esbogo do grafico da velocidade em fung¢do do tempo.

Com o objetivo de fazer uma previdéncia particular uma pessoa deposita uma quantia de R$ 100, 00 por
més durante 20 anos (suponha que o dep6sito € feito continuamente a uma taxa de R$ 100, 00 por més).

Supondo que neste periodo a taxa de juros seja de 1 % ao més (continua), qual o valor que esta
pessoa iria ter ao fim deste periodo.

Se apds o periodo anterior esta pessoa quisesse fazer retiradas mensais, qual deveria ser o valor
destas retiradas para que em 20 anos tenha desaparecido o capital, se a taxa de juros continuasse em
1 % (continua)?

Em um circuito RC uma bateria gera uma diferenca de potencial de 10 volts enquanto a resisténcia é de
200 ohms e a capacitancia é de 10~# farads. Encontre a carga Q(t) no capacitor em cada instante ¢, se
Q(0) = 0. Encontre também a corrente () em cada instante .
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Considere o circuito elétrico abaixo formado por um resistor, um indutor e uma fonte de tensao externa
ligados em série. A bateria gera uma diferenga de potencial de V(t) = 10 volts, enquanto a resisténcia R
é de 100 ohms e a indutancia L é de 0,5 henrys. Sabendo-se que a queda de potencial em um indutor é

dl
igual a LE encontre a corrente I(f) em cada instante ¢, se I(0) = 0.
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y A

O

Figura 1.37 — Curva refletindo raios que partem da

Figura 1.36 — Circuito RL . L .
origem na dire¢do do eixo y.
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Um composto C é formado da reacdo de duas substancias A e B. A reagdo ocorre de forma que para cada
grama de B, 4 gramas de A sdo usadas. A taxa com que se obtém a substancia C é proporcional tanto a
quantidade de A quanto a quantidade de B ndo transformadas. Inicialmente havia 32 gramas de A e 50
gramas de B.

Determine a quantidade de C em fung¢do do tempo, sabendo-se que em 10 minutos sdo formados 30
gramas de C. Qual a quantidade limite de C apds um longo periodo. Quanto restara de A e B apds
um longo periodo.

Repita o item anterior se estdo presentes inicialmente 32 gramas de A e 8 gramas de B.

Suponha que raios refletem numa curva de forma que o dngulo de incidéncia seja igual ao dngulo de
reflexdo. Determine as curvas que satisfazem a propriedade de que os raios incidentes partindo da
origem refletem na curva na dire¢do vertical seguindo os seguintes passos:

Mostre que a equagdo do raio que parte da origem e incide na curva no ponto P = (x,y) é

12
y-—1
y= zy/ X,
usando o fato de que
T tan’a — 1
tan(2a — E) = —cot(2a) = ~tana

Resolvendo a equagdo do raio incidente para y’ mostre que a curva satisfaz as equagdes diferenciais

y=2La /() (162)

Resolva as equagoes (1.62) fazendo a mudanga de varidveis v = y/x e usando o fato de que

1
————dx = arcsenh x.
/ V14 x?

Explicite as solugoes.
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6.22. Determine as trajetorias ortogonais as familias de curvas dadas. Faga esbogo dos gréficos.
(a) y=c/x b) x4 (y—cf=¢
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1.7 Anadlise Qualitativa

1.7.1  Equacdes Autdnomas

As equagdes autonomas sdo equagdes da forma

dy
5 =fW) (1.63)
Vamos supor que f(y) seja derivavel com derivada continua no intervalo de estudo.
Para as equagdes auténomas podemos esbogar varias solugdes sem ter que resolver a
equacdo, pois a equagdo diferencial fornece a inclinagdo da reta tangente as solugdes,
dy
dt ’ . . .
decrescimento das solugdes. Além disso podemos saber os valores de y para os quais
as solug¢des tém pontos de inflexdo e como varia a concavidade das solugdes com v,
pois

como fungdo de y e assim podemos saber como varia com y o crescimento e o

dy ddy d
= aar —al W

e pela regra da cadeia

Assim,

42

= = W)
Observe que se Y1, ..., Yx sdo zeros da fungdo f(y), entdo y(t) = y; sdo solugdes
constantes da equacgéo (1.63), parai = 1,.. .,k (verifique!).

Julho 2011
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Sejam y1, ..., Yk zeros da fun¢do f(y). Os pontos y; sdo chamados pontos criticos ou de
equilibrio da equacdo (1.63) e as solugdes y(t) = y; sdo chamadas solugdes de equilibrio ou esta-
ciondrias da equagdo (1.63).

Um ponto de equilibrio y; é chamado estdvel se para y( tp) um pouco diferente de y;, y(t) se aproxima de
yi, quando t cresce.

Um ponto de equilibrio y; é chamado instdvel se para y(ty) um pouco diferente de y;, y(t) se afasta de
yi, quando ¢ cresce.

O ponto de equilibrio y; é estavel se f(y) < 0 para y proximo de y; comy > y; e
f(y) > 0 para para y préoximo de y; com y < y;. Pois neste caso

e Se y(tp) é um pouco maior do que y;, entdo a derivada % = f(y) é negativa e
portanto a solugdo y(t) é decrescente e assim y(t) se aproxima de y;, quando ¢
cresce.

e Se y(tg) é um pouco menor do que y;, entdo a derivada % = f(y) é positiva
e portanto a solugdo y(t) é crescente e assim y(t) se aproxima de y;, quando ¢
cresce.

O ponto de equilibrio y; é instavel se f(y) > 0 para y préximo de y; comy > y; e
f(y) < 0 para para y préximo de y; com y < y;. Pois neste caso
dy _

e Se y(tp) é um pouco maior do que y;, entdo a derivada i f(y) é positiva e

portanto a solugdo y(t) é crescente e assim y/(t) se afasta de y;, quando t cresce.
dy

e Se y(tp) é um pouco menor do que y;, entdo a derivada i f(y) é negativa

e portanto a solugdo y(t) é decrescente e assim y(t) se afasta de y;, quando ¢
cresce.
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y'=f(y)

Figura 1.38 — % = f(y) nas proximidades de um ponto de equilibrio estavel
a
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y=y(®)

\
//_

Yi

dy

Figura 1.39 — Solucoes de {—; = f(y) nas proximidades de um ponto de equilibrio estavel
a
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y'=f(y)

Figura 1.40 — Z—lt/ = f(y) nas proximidades de um ponto de equilibrio instavel

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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y=y(®)

-

s

\

Figura 1.41 — Solucoes de LZ]—}{ = f(y) nas proximidades de um ponto de equilibrio instével
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Considere a equagdo diferencial:

‘% =y . (1.64)
Vamos esbogar vérias solugdes da equagdo. Para isto vamos determinar os pontos
de equilibrio. Depois vamos determinar como varia o crescimento e o decrescimento
das solugdes com y. E finalmente para quais valores de y as solu¢des tém ponto de
inflexdo.

Os pontos de equilibrio sdo as raizes de y> —y = 0, ouseja, y; = 0ey, = 1.

d
Como % =y’ —y < 0,para0 < y < 1, entdo as solugdes sdo decrescentes para
O<y<l

)
Como % = yz —y > 0,paray < 0 e paray > 1, entdo as solugdes sdo crescentes

paray < Oeparay > 1.
Vamos determinar para quais valores de y as solugdes tém pontos de inflexdo e como
varia a concavidade das solugdes com y calculando a segunda derivada.

dzy_ddy_d 5
FTr T i T A

Mas pela regra da cadeia

-y =@y - 0¥ =y -2 -y,

Assim )
d%y 2
— =2y—-1 —y).
gz = Q=D )
Logo as solug¢des tém pontos de inflexdo paray =1/2,y =0ey = 1.
Observamos que o ponto de equilibrio y; = 0 é estdvel pois para valores de y
proximos de y; = 0 as solugdes correspondentes y(f) estdo se aproximando de
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y1 = 0, quando ¢ cresce. O ponto de equilibrio y, = 1 é instavel pois para valo-
res de y proximos de y, = 1 as solucdes correspondentes y(f) estdo se afastando
de y2 = 1, quando t cresce. Com as informagdes sobre os pontos criticos, regides
de crescimento e decrescimento, pontos de inflexdo podemos fazer um esbogo dos
gréficos de algumas solugoes.
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y'=f(y)
15F
Wt
0.5F
0
y
w03 o5 0 05 1 s 2
, dy -
Figura 1.42 — = f(y) da equacdo 1.64
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2

-3
-3 -2 -1 0

Figura 1.43 — Algumas solucoes da equacao 1.64
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Uma maneira de se ter uma idéia do comportamento das solucdes de uma equacao
diferencial de 1* ordem

dy _
o = f(by)
sem ter de resolvé-la é desenhar o campo de direc¢Ges
1 dy 1
Ly) = ——=(1, =) = ————=(1, f(¢,
19 = (1) = s (LS 0)

da seguinte forma:
Constroéi-se uma malha retangular consistindo em pelo menos uma centena de
pontos igualmente espagados;

Em cada ponto da malha desenha-se um segmento orientado unitario que tem
inclina¢do igual a da reta tangente a solucdo da equagdo que pelo ponto da
malha, ou seja, na direcdo e sentido de

0. %)= @ty

e com comprimento igual a 1.

Desenhar o campo de dire¢des é, como estd dito em [1], “uma tarefa para a qual o
computador é particularmente apropriado e vocé deve, em geral, usar o computa-
dor para desenhar um campo de dire¢des.” Por isso escrevemos uma funcdo para
o MATLAB® que estd no pacote GAAL e que torna esta tarefa mais facil chamada
campo(f, [xmin xmax], [ymin ymax]).

Entretanto, para as equagdes autdnomas, como as que estudamos na secdo anterior,
é facil desenhar o campo de direg¢des, pois as inclinagdes variam somente com y.
Para a equacdo do 1.33 estd desenhado a seguir o campo de diregdes.
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Figura 1.44 — Campo de Direcoes da equagao do Exemplo 1.33
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228

Para as equagdes diferenciais autdonomas dadas

dy
ar f(y)
(@) Esboce o gréfico de f(y) em fungdo de y, determine os pontos de equilibrio e classifique cada um dos
pontos de equilibrio como assintoticamente estdvel ou instavel. Justifique.
(b) Determine como varia o crescimento das solu¢des com y.

(c) Determine para quais valores de y as solugdes tém pontos de inflexao.

(d) Esboce algumas solucgdes da equagdo usando os resultados dos itens anteriores.

(e) Desenhe o campo de diregdes.

d d
Q?Zy—f- di:—y—f.
dy _ ) dy _ 2
it =1-y-. it =y+y-.

Para as equagdes diferenciais auténomas dadas
dy
ar f(y)

Esboce o grafico de f(y) em funcdo de y, determine os pontos de equilibrio e classifique cada um deles
como assintoticamente estdvel ou instavel. Justifique.

dy _ 2 2

E‘W 4)(y°+y)
dy
dt

%%=f@%=ﬂf+ﬁy+2
= (' =1)(y+4)
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1.8  Existéncia e Unicidade de Solugdes

Considere novamente o problema de valor inicial

dy _
{ g~y (1.65)
y(to) = yo

Nem sempre este problema tem uma tinica solugdo como mostra o préximo exemplo.

Exemplo 1.34. Considere o problema de valor inicial

dy
y(0) =0
Este problema tem duas solugdes (verifique!)

2
yi(t) = tZ’ parat >0

ya(t) = 0.
of

Se a fungdo f(t,y) e a sua derivada F forem continuas em um retdngulo em torno

de (tp,y0) 0 que ocorreu no exemplo anterior ndo acontece como estabelecemos no
proximo teorema que serd demonstrado apenas ao final da segdo.
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0.6

041

0.3

021

0.1r

Figura 1.45 — Duas solucoes do problema de
valor inicial do Exemplo 1.34 -01

L L L L L L L L
1 -08 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 1.46 — Retangulo em torno de (g, o)
onde o problema de valor inicial tem uma t
Gnica solugédo
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Teorema 1.1 (Existéncia e Unicidade). Comsidere o problema de valor inicial
dy
{ E - f(t/y) (1.66)
y(to) =vo
of

Se f(t,y)e P sio continuas no retdngulo

R={(ty) eR?|a<t<pB, d<y<q9}

contendo (tg,yo), entdo o problema (1.66) tem uma tinica solugdo em um intervalo contendo t.
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Exemplo 1.35. Para o problema de valor inicial do Exemplo 1.34 mas com o ponto
inicial (¢, yo)

d
=V
y(to) = yo

of 1

fby) =y = 5 =5~

vy AW 2y
Vemos que se (t, o) € tal que yp > 0, entdo o problema de valor inicial acima tem
solugédo tnica.

Exemplo 1.36. Considere o problema de valor inicial

dy _ 5
E_y
y(to) = Yo

Pelo Teorema 1.1 o problema de valor inicial acima tem uma tinica solugdo para todo
(to,yo) € R2 Mas, por exemplo, para tg = 0 e Yo = 1 o problema tem solugio

y(t) = t_il (verifique!) e é vdlida somente no intervalo t < 1.

No exemplo anterior apesar do Teorema 1.1 garantir que em todo ponto (g, o) € R?
existe uma solugdo localmente (num intervalo em torno de fy) estas soluc¢oes néo se
juntam de modo a formar solugdes globais (que existam para todo t € R). Isto ndo
ocorre para equagdes lineares como provamos a seguir.

Julho 2011

Reginaldo J. Santos



146 Equacdes Diferenciais de 12 Ordem

Teorema 1.2 (Existéncia e Unicidade para Equacoes Lineares). Comsidere o problema de valor inicial

{ % +p(t)y =q(t)
y(to) = yo

Se p(t) e q(t) sdo fungdes continuas em um intervalo aberto I contendo ty, entio o problema de valor inicial tem uma
tinica solugdo neste intervalo.
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A unicidade segue-se do 1.1 144. Vamos provar
a existéncia exibindo a solucdo do problema de valor inicial. Seja
1 Jiy ple)is
) = o ([ W0+ ), emaue p(e) = efo?%.
0

Por hipétese a funcdo y(t) estd bem definida. Vamos mostrar que y(t) é solugdo do
problema de valor inicial.

t
KO0 = [ p(s)q(s)ds +yo

Como p(t) e q(t) sdo continuas, entdo

& u0y(0) = p(Da(0)

Derivando o produto obtemos

u(f)%f + %{y = u(t)q(t)-

Mas %‘ = u(t)p(t), entdo a equagdo acima pode ser escrita como

RO 4 u(e)p(t)y = p(09(0).

Dividindo-se por y(t) obtemos a equagdo dada.
Agora, como y(tg) = yo segue-se que y(t) dado é a solucdo do problema de valor
inicial. u




148 Equacdes Diferenciais de 12 Ordem

Exemplo 1.37. Considere o problema de valor inicial

y(to) = Yo

p(t) = % e q(t) = t. p(t) é continua para t # 0. Para tp = 2, por exemplo, o

problema de valor inicial tem uma tnica solugdo para t > 0 e para tp = —3, 0
problema de valor inicial tem uma tnica solugdo para t < 0. Para tirarmos esta
conclusdo ndo é necessario resolver o problema de valor inicial, apesar dele estar
resolvido no Exemplo 1.9 na pagina 18.

1.8.1 Demonstracao do Teorema de Existéncia e Unicidade

Demonstracao do Teorema 1.1 na pagina 144.

(a) Existéncia:
Defina a seqiiéncia de fungdes v, (f) por

t
) =10, wa(t) =0+ [ flsyu1(s))ds, paran=12,...
0
Como f(t,y) é continua no retangulo R, existe uma constante positiva b tal que

|f(t,y)] <b, para(t,y) €R.

Assim
ly1(t) —yo| < bjt —ty|, paraa <t <p.
Of oo o Z : .
Como y é continua no retangulo R, existe uma constante positiva a (por que?)
tal que

|f(t,y)— f(t,z)| <aly—z|, paraa<t<Bed<yz<+.
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Assim

120 =1 (0] < [ 12050 = £G5,30(5) s

! ! |t —to]?
ga/ ly1(s) — yolds Sab/ |s — tolds = ab————
to Jtg
e
t
lys(t) — y2(t)] S/t [f(s,y2(s)) = f(s,y1(s))|ds
0
<a/ |y2 |dS
s —tof? |t —to|?
2 [(smtl 2 _
< ab s 5 ——ds b—m—- G
Vamos supor, por indugdo, que
_ t—t n—1
uea(8) = o] < a2 L0
Entédo
t
Y () = yn1(t)] S/t f (s, Yn-1(5)) = f(s,yn-2(s))|ds
0
t
<a [ a-1(5)) = yaa(s) ds
0
tonayls —to|"! |t — tol"
< n—2 0 — g1 )
_a/toa b = 1) ds b———— o (1.67)

Estas desigualdades sao validas paraa < o/ < t < B/ < Bem que o’ e B’ sdo
tais que 6 < y,(t) < v sempre que &’ < t < B (por que existem «’ e B’ ?).
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Segue-se de (1.67) que

ilwn(t) O] <D ill(ﬁ‘)

que é convergente. Como

ynlt) = yo + kzl (el = ve1(),

entdo y, (t) é convergente. Seja

y(t) = lm y,(t).

n—oo
Como

m m ak—l — k
)~ 1O < Y ) g <b Y, T

k=n+1 k=n+1 :

entdo passando ao limite quando m tende a infinito obtemos que

0 ak—l — k
() —ya()| < b Y, 7(? ) (1.68)
k=n+1 :

Logo dado um € > 0, para n suficientemente grande, |y(t) — y.(t)| < €/3,
para «’ < t < B'. Dai segue-se que y(t) é continua, pois dado um € > 0,
para s suficientemente préximo de t, temos que |y, (t) — yu(s)| < €/3 e para
n suficientemente grande |y(t) — y.(t)| < €/3 e |y(s) —yn(s)| < €/3, o que
implica que

y(8) =y(S)] < |y(8) =yu(O] + [yn(t) = yn(s)| +[yn(s) —y(s)| <e.
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Além disso para a’ < t < p/, temos que

tim [ £(s,yn()ds = [0, tim w(s))ds = [ f(s,v(s)as,

n—oo

pois, por (1.68), temos que

t t
[ Flsyms))ds = [ fls,y(s))ds

t

< [ 1F(s () = F(s,(s)) lds
’ t
<a | lynls) ~y(s)lds

00 ak_l(ﬁ o Dé)k

<ab(t—tg) ).

k=n-+1 k!
que tende a zero quando n tende a infinito. Portanto
t
y(t) = Jimyn(t) = yo+ lim [ flsyu(s))ds =

Yo+ /totf(s, lim 1 (s))ds = yo + /t:f(s,y(S))ds

Derivando em relagdo a f esta equagdo vemos que y(t) é solugdo do problema
de valor inicial.

Unicidade:
Vamos supor que y(t) e z(t) sejam solugdes do problema de valor inicial. Seja

) = | Ints) = =(5)lds.
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Assim, como

v = [ Vs = [ fsuonds, =)= [ 2o = [ fs,z6)ds

to

entdo
W (£) = y(t) = =(1)
t t
< [ () =) lds = [ 1£(5y(5)) £ (s,2(5))lds
<o [ lyts) = =(9)las

ou seja,
u'(t) < au(t).

Subtraindo-se au(t) e multiplicando-se por e~ obtemos
d —at
a(e u(t)) <0, comu(ty)=0.

Isto implica que e *u(t) = 0 (lembre-se que u(t) > 0) e portanto que u(t) = 0,
para todo t. Assim y(t) = z(t), para todo t.
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244

Determine os pontos (tp, yo) para os quais podemos garantir que o problema de valor inicial

d
{ dz f(ty)
y(to) = o
tem uma tnica solugéo.

Se f(t,
Se f(t, )

y2
Se f(t,y) = m
Se f(t,y) =t\/y? —1

Determine o maior intervalo em que os problemas de valor inicial abaixo tém solugéo, sem resolvé-los:

ET

d d
2 _ Y _ _ 2 4y
{ (t 1)dt+(t 2y =t { (t t)dt+(t+1)y

y(0) = yo y(=1) =wo

{ (t2—1)‘2+ty—t2 { (tz—t)[Z—f—(H—?))y:cost
y(2) = yo y(2) = yo
f & conts ,

Mostre que se y é continua no retangulo

R={(ty)eR*|a<t<B d<y<n}
entdo existe uma constante positiva a tal que
|f(t,y)— f(t,z)| <aly—z|, paraan<t<fed<yz<+.
Sugestdo: Para ¢ fixoé ;se o Teorema do Valor Médio para f como fungdo somente de y. Escolha a2 como

sendo o maximo de == no retangulo.

Iy
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d
Mostre que se f(t,y) e 8?; sdo continuas no retdngulo

R={(ty) eR?|a<t<pB, y<y<é}
e a e b sdo constantes positivas tais que

feyl<b, |f(by) - f(tz)| <aly—z|, paraa<t<pes<yz<y,

entdo existem o’ e p’ com a < &’ < ty < B’ < B tais que a seqiiéncia

t
vo(t) =vyo, yu(t) =yo +/t f(s,yn_1(s))ds, paran=1,2,...
0

satisfaz § < y,(t) < 7 sempre que o’ < t < /. Sugestdo: mostre que

b
[y () = w0l < ( - 1) lt—tal
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1.9 Respostas dos Exercicios

1. Introducdo as Equacdes Diferenciais (pagina 13)
1.1. (a) Equagao diferencial ordindria de 1* ordem ndo linear.

(b) Equagdo diferencial ordinaria de 2* ordem linear.
12 (x 43y + (x+2)y; —y1 = (x +3)2+ (x +2)2x — x> = x>+ 6x+6 # 0

(x+3)yy + (x +2)yh —y2 = (x +3)6x + (x +2)3x% —x® = 2x3 + 12x> + 18x £ 0
(x+3)y5 + (x+2)y3 —y3 = (x+3)e™ = (x +2)e ™ e =0

Logo, y1(x) = x? e y»(x) = x> ndo sdo solugdes da equagio e y3(x) = e~* é solugdo da equagio.

d
(a) Substituindo-sey =¢'' e d—]: =re’t ena equagdo obtemos

are’t + be'' = (ar +b)e" =0,
pois por hipétese ar + b = 0.
rt d]/ dzy 2

(b) Substituindo-se y = ', i re’t e i ree”

ar?e’ + bre™ + ce’t = (ar2 +br+c)et =0,

! na equagado obtemos

pois por hipétese ar? + br + ¢ = 0.

2
(c) Substituindo-se y = x”, Z—Z = le % =r(r —1)x" "2 em (2.11) obtemos

r(r—1)x 2 + bxrx™ 4 cx” = 0.
r(r—1)x"+bra" +cx" = 0.
(r2+(b—1)r+c) x"=0,

pois por hipétese 2 + (b — 1)r + ¢ = 0.
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d . .
Substituindo-se y = ¢t e Y _ re’ na equacdo diferencial obtemos
y quag

dt
are’t + be'' = (ar +b)e" = 0.

Como e # 0, entdo y(t) = ¢! é solugdo da equagdo diferencial se, e somente se, r é solugdo da
equagao
ar+b=20
d d?
Substituindo-se y = €', % =rete d—g = r2e’

ar’e™ + bre™ + ce = (ar* 4+ br +c)e’t = 0.

! na equacéo diferencial obtemos

Como e # 0, entdo y(t) = ¢! é solugdo da equagéo diferencial se, e somente se, r é solucdo da
equagao
ar* +br4+c=0

2
Substituindo-se y = x7, % = le % = r(r — 1)x" 2 na equacio diferencial obtemos

r(r—1)x 2+ bxrx™ 4 cx” = 0.

<r2—|— (b—l)r—|—c> ¥ =0.
Como x" # 0, entdo y = x" é solugdo da equacgdo diferencial se, e somente se, r é solugdo da equagdo

24+ (b—1)r+c=0.

—2tr tr? (—2r +r2)t
) 2 —
B LA e LR (e

= -2r=0

= r=0 ou r=2
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—2rt 2tr? (—2r — 2r2)t
=y -2t = — = t
0=y -2 =t e Erig- @+ "
= P4+r=0
= r=0 ou r=-1
—2rt 6tr? (—2r — 6r2)t
= — 6ty = - = t
0=y - =t e Eriz - @+ "
= 324+7r=0
= r=0 ou r=-1/3
—2rt tr? (—2r — 1)t
0=y —ty* = — = , Vit
A Py PR (P2 ) (P )

= r2+2r:0

= r=0 ou r=-2

y(t)=at+b=y'(t)=aey’(t) =0.
Substituindo-se y(t) = at+b, y/'(t) = a e y”(t) = 0 na equagéo diferencial ty" + (t — 1)y —y = 0
obtemos

t-0+4 (t—1)a— (at+b) =0.

Simplificando-se obtemos:

—a—b=0oua=—b.

Logo para que y(t) = at + b seja solugdo da equacdo diferencial temos que ter 2 = —b, ou seja,

y(t) =at—a=a(t—1).
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Portanto todas as soluc¢des da equacéo diferencial que sdo fungdes de 1° grau sdo miultiplos escalares de
yo(t) =t—1.
2. Equagdes Lineares de 1? Ordem (pagina 23)

21. (a)

;t(X) _ ef(l—Zx)dx _ ex—x2

x—xz.

Multiplicando a equagdo por u(x) = e

4
dx

—x2 2 .2
(exxy):exxxex:xex

1
ex_xzy(x) = /xe_xzdx = —Ee_x2 +C

y(x) = —ge+ Ce

2:y(0):—1+C=>C:5/2

2
1 5 2
y(x) = 5¢ + 5¢

(b)
u(t) = ol 3t _ P

Multiplicando a equacdo por y(t) = ef’:

% (et3y) — e ot
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etsy(t) = /et dt =e'+C
13

y(t) = et 4 Ce

2=y(0)=1+C=>C=1

u(t) = ol —costdt _ ,—sent

d —sent

I (e7*"y) =e
e” Sy (t) = /tet2 dt = %etz +C

y(t) — 1et2+sent + Cesent
2

2:y(0):%+C:>C:3/2

_ 1 24sent 3 sen t
y(t) = 5e + 5¢

_ 2 2
senttet +sent __ tet

Julho 2011
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(d)
u(x) = el ¥dx = 5
]
Multiplicando a equagdo por p(x) =e5 :
% ( xSSy) = egx‘;e% = x4ex5
P 5 5
esy(x) = /x4ex dx = =¢*
1 X5 XS
y(x) = ge% +Ce™ 5
1
1zy(0)z5+C$C:4/5
(1) =™ +3e5
y(x) = ge =€
2.2. (a)
, 4 2
y—¥=-3
plx) = el ~3t = x7
Multiplicando a equagao por u(x) = x~*:
d [ 4 2
=)=z

Integrando-se

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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3x2
T
y—3¥y=
plx) = ef vt =y
Multiplicando a equagio por p(x) = x~:
d (1) _
dx (x y) =1

Integrando-se

Multiplicando a equagéo por p(x) = x~

Integrando-se
xHy(x) = /xexdx =xet —e*+C

y(x) = x%e* — xte® + Cat
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2.3. (a) \ .
}l(X) _ ef5x dx _ px

Multiplicando a equagdo por p(x) = e*:
(ex5y> e G

1
/x4ex5 dx = ge"E +C

yox) =3 +Ce

1
w=y0)=z+C=>C=y~-1/5

5

1 1\ _,
v =5+ (-5 )e
b) ¥ (x) = —5x* (yo — 1) e~*. Para Yo > 1/5 a solugdo é decrescente e para yg < 1/5 a solugdo é

crescente.
(c) limy—s 400 y(x) = 1/5 e claramente independe do valor de y.

X
x2—9
x 1 2
/ dx _ ezln\x -9 _ 22 —9

y=0

24. (a)
v+

Nel

Multiplicando a equagdo por u(x) = vx%2 —9:

(\/ﬂ]/) =0

Julho 2011
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x2—9y(x)=C
V() =
yo—y(S):% C =4y
) = 2

x >3, parayy #0e —oo < x < oo, para yg = 0.
limy_, 1 y(x) = 0 e claramente independe do valor de yp.

W+ POy = § 1) +2(8) + p(O (1) +y2(0) = (% + ) + (% +p(B)y2) =0+0=
0
dy

Py = @) +pO)en () = (% +ptn) =0 =0

d d
H+py = Fen(®) +ya(0) + pM)en(®) +12(t) = (G +py) + (% +p(te) = 0+
Para resolver a equacdo precisamos determinar o fator integrante: y(t) = e mdt = e,

Multiplicando-se a equagdo diferencial por p(t) = e ! obtemos

Integrando-se ambos os membros obtemos

Lt

et 'y(t) = 2+ C
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ou ] X
y(t) = e ! 4+ Ce !,

Substituindo-se t = 0 e y = 100, obtemos 100 = C. Ou seja, a solucdo do problema de valor inicial é
y(t) = e 10! 4100010 = (£ +100)e " 10,
Para fazer um esbogo do gréfico:

24100 1, —t —100+200¢ _ 1
100 - 100

100

Como a fungio exponencial é sempre positiva o sinal de y/(t) depende apenas de —t> — 100 + 200t que é
zero se, e somente se, t = 100 4= 30 V1.

Além disso —#> — 100 + 200t (e portanto y'(t)) é negativa para t < 100 — 3011 ~ 0,5 e para t >
100 + 30 /11 ~ 199, 5 e positiva para 100 — 30 v/11 ~ 0,5 < t < 100 + 30 /11 = 199, 5.

Logo a solugdo do PVI, y(t), é decrescente para t < 100 — 30 V11~ 0,5e para t > 100 4 30 V11 ~ 199,5
e crescente para 100 — 30 V11 ~ 0,5 <t <100+ 30 V11 ~ 199, 5.

1!
t) =
y ) 10000 100 10000

Como a fungdo exponencial é sempre positiva o sinal de y”(t) é o mesmo de t> — 400t + 20100 que é
zero se, e somente se, t = 200 & 101/99. Além disso, #> — 400 t 4+ 20100 (e portanto y” (t)) é positiva para
t < 200 —10/99 ~ 59 e para t > 200 + 101/99 ~ 341 e negativa para 200 — 101/99 ~ 59 ~ 0,5 < t <
200 + 10 v/99 ~ 341.

Logo a solugdo do PVI, y(t), tem concavidade para cima para t < 200 — 101/99 ~ 59 e para t > 200 +
101/99 =~ 341 e concavidade para baixo para 200 — 10 V99 &~ 59 < t < 200 + 10 /99 ~ 341.

Além disso, lim;—e y(t) = 0.

Abaixo 0 esboco do gréfico feito usando o programa Paint que é um acess6rio do MSWindows®©.
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3. Equagdes Separaveis (pagina 34)

31. (a)
(1+2%)y —xy=0
L
W T 1

Integrando-se em relagdo a x:

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Integrando-se em relagdo a x:

1
Emwz—uzﬂnp+xy+q

|y2 _ 1|l/2
In| =——]=C
n( 12 + x| !
2 — 1172

24+ x

A solugdo é dada implicitamente por

=48 =4C,=C

y2—1=C(2+x)

;. ox
T ax2+b

Integrando-se em relagdo a x obtemos que a solugdo é dada implicitamente por

vy

1L, 1 2
S fzaln\ax +b[+C
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v = s
(ax2 +b)1/2

Integrando-se em relagdo a x obtemos que a solugdo é dada implicitamente por

1

5y 1(ax2—|—b)1/2+C

g

y y/_lzo

Vay?>+b x

Integrando-se em relagdo a x obtemos que a solugdo é dada implicitamente por
1 [
ey +b=In|x|+C

Y
ay?+b

1

=0

y -

Integrando-se em relagdo a x obtemos que a solugdo é dada implicitamente por
1 Injay® +b = —x14C
2a

Podemos reescrever a equagdo como

ou
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que pela regra da cadeia pode ser escrita como

c;ix( 3—3y—x2—x> =0

Assim a solugdo geral é dada implicitamente por
¥ -3y—x*—x=C

Para encontrar a solugdo que satisfaz a condicdo inicial y(0) = 0 substituimos x = 0 ey = 0 na
solugdo geral obtendo C = 0. Assim a solu¢do do problema de valor inicial é dada implicitamente

por
¥-3y—x>—x=0

Para determinar o intervalo de validade da solu¢do vamos determinar os pontos onde a derivada
ndo estd definida, ou seja, 3y> — 3 = 0, ou seja, y = +1. Substituindo-se y = —1 na equagdo que
define a solugdo obtemos a equagdo X2 +x—2=0, que tem solucdo x = —2 e x = 1. Substituindo-
se ¥y = 1 na equagdo que define a solucdo obtemos a equacéo x>+ x+2=0, que ndo tem solugdo
real.

Como o ponto inicial tem x = 0 que esté entre os valores x = —2 e x = 1 concluimos que o intervalo

de validade da solugdo é o intervalo (—2,1), que é o maior intervalo em que a solugdo y(x) e a sua
derivada estao definidas.

Nos pontos onde a solucdo tem maximo local a reta tangente a curva é horizontal, ou seja, pontos
onde % = 0. Neste caso ndo precisamos calcular a derivada da solugéo, pois a derivada ja estd dada
pela equacéo diferencial, ou seja,

dy  2x+1

dx  3y2-3

Assim, a reta tangente é horizontal para x tal que 2x 4+ 1 = 0, ou seja, somente para x = —1/2.




169

A reta tangente a curva integral é vertical (g—; = 0) para x = —2 e x = 1, pois pela equacéo diferen-

cial, Z—Z = 3,2;{13/ entio

dx 1 32-3

@_g_n+1

para x # —1/2. Assim ja sabemos que a solugdo estd contida em uma curva que passa pelos pontos
(=2,—1) e (1, —1) onde a tangente é vertical, pelo ponto inicial (0,0). Neste ponto a inclinagdo da

tangente ¢ —1/3, pois substituindo-se x = 0 e y = 0 na equagdo diferencial obtemos 3£ = —1/3.
Além disso sabemos que o tnico ponto em que a tangente é horizontal ocorre para x = —1/2.
Deduzimos dai que a solugio é crescente até x = —1/2 depois comeca a decrescer.
0.4
y

-0.21

-04r

-06[ /

-2 -15

A equagdo é equivalente a b}—ﬂyy’ =1

A equagdo é equivalente a ﬁy’ =q(t)
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A equagdo é equivalente a %y’ =—p(t)

Multiplicando-se a equacao diferencial por i obtemos

1
100—y)
1 (1.69)

y(100 — )" '

Vamos decompor ——— em fracdes parciais:
POT y(00—y) §oesP

1 A B

y(100 — y) y + 100 — y

Multiplicando-se a equagdo acima por (100 — y) obtemos

1= A(100 —y) + By
Substituindo-se y = 0 e y = 100 obtemos A = 1/100 e B = 1/100. Assim,

1 1 /1 1
/y(lOO—y)dy - 100(/ydy+/100—ydy>

1
= 100 (In|y| —In[100 — y|)

Logo a equacgao (1.69) tem solugéo
In|y| —In|100 — y| = 100f 4 C;.

Usando propriedades do logaritmo podemos reescrever como

In

y —
100y’ = C; +100¢.
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Aplicando a exponencial a ambos os membros obtemos

Y Gy 100t 100t
_— = i 1 = C
100 —y ele e
Substituindo-se t = 0 e y = 1 na equacdo acima obtemos

1 1

C=100-1 9%

Vamos explicitar y(t).

y = (100 — y)Ce!™ = 4 Ce!%y = 100Ce!%*

Portanto a solucdo do problema de valor inicial é

C100e100t  el0 100e!0%* 100

y(t) = 1 4+ Cel00t - 1+ 91—96100t - 99 4 100t = 99,100t 4 1

Usando a equagdo diferencial vemos que ' é positiva e crescente para 0 < y < 50 e positiva e decrescente
para 50 < y < 100.

Além disso, tlim y(t) = 100.
—00

100

50 +
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Equacdes Diferenciais de 12 Ordem

4. Equacoes Exatas (pagina 47)

41. (a)

(b)

M =2xy —senx N =x?+4¢Y

oM oN
ay C w A
M 9N

T = = A equacio é exata!

P(x,y) = /de = x%y + cos x + h(y)
N=x>+e/ =x*+1(y)
Wiy) =e
h(y) = ¢
¥(x,y) = x*y +cosx+e/ =C

M=y*+cosx N =2xy+e¥

m_, W _,
dy ax Y
m o

T = = A equacio é exata!

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias
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P(x,y) = /de = xy? +senx + h(y)
N =2xy +¢¥ = 2xy + 1 (y)
W(y) =
hy) =

P(x,y) = xy* +senx +e/ =C

1
M = 2xy?* + cos x N:2x2y+§

P(x,y) = /de = x’y? +senx + h(y)
2, 1 2 /
N =2x y+?:2x y+h(y)
h(y) = Inly|

P(x,y) = xzyz +senx+Inly| =C
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Equacdes Diferenciais de 12 Ordem

M:2<xy2—%> N =2x? —]%

oM N

W = 4xy W = 4xy
a—M—a—N = A equacio é exata!
dy  ox quac .

1
P(x,y) = /de = x2y2 + p) +h(y)

1
N =2x%y — i 2x%y + 1 (y)

1
Wy)=—-=
) "
1
h(y) = -
() y
1 1
22 L
P(x,y) =x7y +x2+y C
(e) Multiplicando a equagao
dy _
X+ y + xIn Xﬁ =0
por 1/x obtemos
1+ J + lnxd—y =0
X dx

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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M:1+% N =Inx

M _1 N _1

dy  x ox x
aiM = a—N = A equacio é exata!
dy  ox qHas .

Vamos encontrar uma fungado ¢ (x,y) tal que

W _ M

y 9% _
ox =N

e

(x,y):1+; 3y

(x,y) =Inx
Integrando-se a 1* equagdo em relagdo a x obtemos

P(x,y) = /de =x+ylnx+h(y)

d
Substituindo-se a fungdo ¢ (x,y) encontrada na equagdo de W _ N = In x obtemos

Iy

N=Inx=Inx+H(y)

H(y) =0
O que implica que

h(y) =C

Assim a solucdo da equacdo é dada implicitamente por

P(x,y) =x+ylnx=C




176

Equacdes Diferenciais de 12 Ordem

M:2<xy3—%> N:E’wczyz—l2

Y

W = 6xy S = 6xy
a—M—a—N = A equacio é exata!
dy  ox qHas '

1
P(x,y) = /de = x2y3 + 2 +h(y)

1
N =3x%y? — s 3x%y% + H'(y)

1
W(y) = ——
(v) "
1
h(y) = -
) y
_ 23, 1 1
P(x,y) =x7y +x2+y—C

M =xy* N =2x%7 4 3y° — 20y°

E)M_ 3 BN_ 3
W—élxy $—4xy

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias
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M 9N

= _ =% 30 6 [
3y w A equagdo é exata!

P(x,y) /de— xzy +h(y)

N = 2x%y% +3y° — 20y = 26> + ' (y)

W (y) = 3y> —20y°

L s

h(y) = 5y° =5y

1 1
plry) = 50" + 5" =Byt = C
Podemos reescrever a equagdo como

d
2x—y+(2y—x)£:0

ou

oM oN
dy -1 ox -
aM ON

ay =5 = A equacdo é exata!
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Vamos encontrar uma funcado ¢ (x,y) tal que

Integrando-se a 1* equagdo em relagdo a x obtemos
Y(x,y) = [ Mdx = 2 = yx+h(y)
. - 0 de ¥
Substituindo-se a fungdo ¢ (x,y) encontrada na equagdo de ay = N = 2y — x obtemos

N=2y—x=—x+H(y)

H(y) =2y
O que implica que
h(y) =y* +Ci

E a solugdo geral da equacédo é dada implicitamente por

Y(xy)=x"—xy+y*=C

Para encontrar a solugdo que satisfaz a condigéo inicial y(1) = 3 substituimos x = 1 ey = 3 na
solucdo geral obtendo C = 1 -3+9 = 7. Assim a solugdo do problema de valor inicial é dada
implicitamente por

2 —xy+yP =7

Para determinar o intervalo de validade da solugéio vamos determinar os pontos onde a derivada

2~y 20 esta defini oy —
ndo esta definida, pela equacao d1ferenc1al, ax = y—gy-héo estd definida se, e somente se, x — 2y = 0,

ou seja, y = x/2. Substituindo-se y = x/2 na equacdo que define a solucdo obtemos a equagio
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x? — % + XTZ = 7, que tem solucdo x = ++/28/3. Como o ponto inicial tem x = 1 que esta entre os

valores x = —1/28/3 e x = 1/28/3 concluimos que o intervalo de validade da solugéo é o intervalo
(—1/28/3,4/28/3), que é o maior intervalo em que a solugéo y(x) e a sua derivada estdo definidas.

A reta tangente a curva integral x> — xy +y? = 7 é vertical (g—; = 0) parax = —/28/3ex = +/28/3,

pois

dx 1 x—=2
dy v 2x—y’

parax # y/2.
Nos pontos onde a solucdo tem maximo local a reta tangente a curva é horizontal, ou seja, pontos
onde % = 0. Como a derivada ja esta dada pela equacdo diferencial, ou seja,

dl_Zx—y
dx x—2y

Assim, a reta tangente é horizontal para x tal que 2x —y = 0, ou seja, somente para y = 2x.
Substituindo-se y = 2x na equagdo x> — xy + y*> = 7 obtemos a equagio x*> — 2x% + 4x% = 7, que
tem solucdo x = £/7/3.

Py _ d <2xfy) _ 2=y (x—2y) - (2x—y)(1-2y)

dx2 — dx \ x=2y (x—2y)?
a2 _ - L.
Como ﬁ = 3—33, entdo o ponto de maximo ocorre em x = ++/7/3.

Ja sabemos que a solugdo esta contida em uma curva que passa pelos pontos (—+/28/3, —1/28/3/2)
e (v/28/3,1/28/3/2) onde a tangente é vertical, pelo ponto inicial (1,3). Neste ponto a inclina¢do
da tangente é 1/5, pois substituindo-se x = 1 e y = 3 na equagdo diferencial obtemos % = 1/5.
Além disso sabemos que o tinico ponto em que a solugdo tem méaximo local ocorre para x = /7/3.
Deduzimos daf que a solugio é crescente até x = /7/3 depois comega a decrescer.
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ol L L L L L
-3 -2 -1 0 1 2 3

4.3. (a) Vamos supor que exista uma fun¢do y(y) tal que ao multiplicarmos a equagdo por y(y) a nova
equacdo seja exata. Entdo

0 ]
@(VM) = 55 (HN)
ou seja,
du oM  oN
T T
Assim, j(y) deve satisfazer a equagao diferencial
9 9
dn_ %y
ay M
Como
aTN - aTM 4x — x
x v o _ —
M xy 37y,

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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entdo 1(y) deve satisfazer a equacdo diferencial

Assim
é um fator integrante para a equacao diferencial.

M=vy}(xy) e N=¢° (Zx2 +3y% — 20)

8]\7[_ 3 ON 3
@—49@ 5—49(3/

Vamos supor que exista uma func¢do p(y) tal que ao multiplicarmos a equagdo por y(y) a nova
equacdo seja exata. Entdo

J 0
ETy(VM) = a(VN)
ou seja,
du M AN
ayM ISy Ty

Assim, j(y) deve satisfazer a equagao diferencial

oON oM

dl_ dx ay
dy M
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Como
dN _ IM
ax Oy _ 2xy _ 5
M x Y
entdo 1(y) deve satisfazer a equacdo diferencial
d
% = 2yp
1
ldp _,
pdy
In|p| —y*=C
Assim R
ply) =¢

é um fator integrante para a equacao diferencial.

M:2y2+2—y, N:2x]/—i-2+z
x x
oM 2 OJN Yy
oy Wty T
oM , ON A x4
—— # =— = Aequacdondo é exata!
ay ox

Multiplicando a equagdo por y(x) = x obtemos

2xy* + 2y + (szy +2x + y) y =0.

M=xM=2xy*+2y, N=xN=2%y+2x+y
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oM )
oM =4xy+2, oN =4xy +2

ay ox
oM  oN <
—— = =— = Anovaequacio é exata!
oy ox

Y(x,y) = /de = x%y? 4 2xy + h(y)

N=2xy+2x+y= ?;5 =2x%y +2x + 1 (y)

Wy =y = hly)=y"/2+C

A solugdo geral da equagédo é dada implicitamente por
x2y2 + 2xy + y2/2 =C
Substituindo-se x = 1 e y = 1 na solugdo acima
1+2+1/2=C
Logo a solugdo do problema de valor inicial é dada implicitamente por

Py 42wy +y*/2=7/2
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oM , ON
oV L A 30 ndo ¢ exata!
3y #* > equagdo ndo é exata
Multiplicando a equagdo por y(x) = x obtemos

1
xz+ey+<xey+y> y =0

M=xM=x24¢/, N=xN=uxe/+y!
M _ o N
dy " ox

o _on

dy  Ox

= Anova equagio é exata!
¥(x,y) = /]\de = —x" 14 xe¥ +h(y)

N =xeV +y~ ! =xe¥ +1(y)
y = hy)=lny+C
A solugdo geral da equagdo é dada implicitamente por

—x 4 xe! +Inly| =C




Substituindo-se x = 1 e ¥y = 1 na solugdo acima

—1+4+e=C
Logo a solugdo do problema de valor inicial é dada implicitamente por

—x VT xe +Inlyl =e—1

3
M=-2y, N=x+4+=—
x
3
M_ , IN_, ¥
dy ox x2

oM, aN

W oy = A equacdo ndo ¢é exata!
Multiplicando a equacao por u(x,y) = 12 obtemos

2x . X x2
—M:——, :—N:—+
Y y y? T
W _2r N _ox
dy y2 ox  y?
ant_on
dy  ox

= A novaequacdo é exata!
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- x2

plry) = [ Mdx = ——+h(y)

- x? o x ,
N—?—l—y— 3y —?—l—h(y)

2
Hy)=y = hy)=5+C
A solugdo geral da equacgdo é dada implicitamente por
2P
Yy t5 = C

Substituindo-se x = 1 e ¥y = 1 na solugdo acima

1
14+ =
+2 C

Logo a solugdo do problema de valor inicial é dada implicitamente por

x2 P 1
IS
y 2 2

M =" +seny, N = Ecosy

3
a—M*CO a72\]*1COS
y Ioox T3V
oM , oN

— = A equacdonao é exata!
ay ox quas
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Multiplicando a equagao por y(x) = x? obtemos

2,03 | .2 x° '
x7e¥ +x +<3cosy> y =0.

3
M =xM = x%* + x*seny, N =xN = cosy

3
oN
- = 2 —_ = 2
3y x°cosy, o x“cosy
oM oN .
— = —=— = Anovaequacao é exata!
ay dJx

. 1 3
P(x,y) = /de = §Ex3 + %seny—i—h(y)

_x8 ap  x° :
N = oy = i ?coserh(y)

Hy)=0 = hy) =G
A solugdo geral da equacdo é dada implicitamente por
3

1
geXB + %seny =C

Substituindo-se x = 0 e y = 0 na solugdo acima

Z=C
3
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Logo a solugdo do problema de valor inicial é dada implicitamente por

1e"3—i-x—3sen _1
3 3NV =3

eY
M:2+; N:€y+

¥
x
oM _ef ON_ _y
dy x’ Ix  «x2
M, o

oy " ox

= A equacdo ndo é exata!
Multiplicando a equagdo por y(x) = x obtemos

2x+eé¥ + (xeY +y) y =0.

M:xM:2x+€y N:xN:xey+y

oM oN
—— =Y =Y
dy Croax €

W _ N

dy  Ox

P(x,y) = /de = x>+ xe¥ + h(y)
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N = xe¥ +2y = ?5 = xe¥ + 1 (y)

Hy)=y = hly)=y/2+GC
A solugdo geral da equacdo é dada implicitamente por
X2+ xe +y*/2=C
(c) Substituindo-se x = 1 e y = 1 na solugdo acima
1+e+1/2=C
Logo a solugdo do problema de valor inicial é dada implicitamente por
2t xel +y?/2=e+3/2
4.10. A equacgao
dy
8y) 7, = fx)
pode ser escrita na forma
dy
flx) —gly) 72 =0
Para esta equagdo M(x,y) = f(x) e N(x,y) = —g(y).

m_
dy

N

0= 3¢

= Aequacdo é exata!

5. Substituicdes em Equacdes de 1* Ordem (pagina 59)
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dl 3y +x
dx 3x+y
Dividindo numerador e denominador por x obtemos
dy 33+1
dx 3417
Sejav = % Entdo y = vx e derivando o produto vx em relagdo a x obtemos
dy dv
% = Xﬁ +v

d
Substituindo-se este valor de % e % = v na equagdo obtemos

xd—v+v—30+1
dx 340
ou
dv  3v+1 2 —1

Yix T 340 T T 3%w

.o 3+
Multiplicando-se por a esta equagdo se torna
x

(02 1)
34+v dov 1

2 —1dx  «x

3+v 3+v A B
2 = = +
-1 (v—1)(v+1) ov—1 ov+1

Multiplicando-se por (v — 1)(v + 1) obtemos
3+v=A(v+1)+B(v—1)
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Substituindo-se v = —1ev =1 obtemos B= —1e A = 2. Assim

3+0 1 1
/vr—ﬁw - 2/v—1m”f/v+1@

= 2Injo—1|—In|o+1]

_1)2
In (v—1)
v+1
Logo a equacdo acima pode ser escrita como
_1)2
4 In (0—1) _ 1
dx v+1 x
Integrando-se obtemos
—1)2
n| OV Lt
v+1
x(v—1)2
1 =C
"o +1 !
_1)2
x(v—-1)" c
v+1
Substituindo-se v = % obtemos
x(L—1)? _
¥
c+1

Multiplicando-se numerador e denominador por x:

(y—x)>=C(y+x)
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dy _ 2x2 + 512
dx  2xy

Dividindo numerador e denominador por x> obtemos

dl_2+5(%)2
dx 2% '

Sejav = % Entdo y = vx e derivando o produto vx em relagdo a x obtemos

W2y
dx  “dx
Substituindo-se este valor de Z—ch e % = v na equagdo obtemos
dv 2 + 502
XE +ov= 2
ou

do _2+450% 30742

IxT T 20

2

- 3v _
Multiplicando-se por esta equagdo se torna

20 dvu 1

302 +2dx  «x

2 1
/ ﬁd@ = g 11'1|3'02 +2| =In |3’02 +2|1/3
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Logo a equacdo acima pode ser escrita como
d 2 1/3\ __ 1
a(1n|3v +2| )_;

Integrando-se obtemos
In|30% + 23 = In|x| + C

(30> +2)1/3
X

In = C1

(30 +2)1/3
X

=C
Y

Substituindo-se v = = obtemos

(By/x)* +2)'/3
X

(By* +2x%)1/3 = Cx/?

=C

L2
y+xy_x3

-2

Fazendo a mudanga de varidveis v = y~~, entdo

dv _ady
Multiplicando-se a equagao acima por y > obtemos
Y

1
y dx+7y X3
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Fazendo as substituices y > Z—Z =— % Z—Z e y~2 = v obtemos

ldv 2 1

2dx+ TR

Multiplicando esta equacdo por —2 obtemos

x a3
que é uma equacdo linear e tem solugdo
v(x) = = + Cx*
3x2
Assim a solucdo da equagdo dada é
1
-2 4
y = @ + Cx

4

]//Jr —y= 7x5exy2
X

-1

Fazendo a mudanga de varidveis v = y ", entdo
do_ 2y
dx Y dx
Multiplicando-se a equagdo acima por y~2 obtemos
dy 4
Y- dz +7y 1_ 5
Fazendo as substitui¢des y‘z% =— Z—’; ey ! = v obtemos
d 4
_2 + “p = —x¢

dx
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Multiplicando esta equacdo por —1 obtemos

que é uma equacdo linear e tem solucgdo
o(x) = x%° — x*e* 4 Cxt

Assim a solucdo da equagado dada é

() = s
P = 38ex —xtex + Ot
= E—Fu
Y=%
2
y/ _ _E + '
Substituindo-se na equagdo
2, 4 1.2 2
—a T =5 IR R G

u — Zu=u?
X

Esta é uma equacédo de Bernoulli. Fazendo a substituicdo v = u~! obtemos
o'+ =v=-1
Esta equacao é linear. O fator integrante é (x) = x3. Multiplicando-se a equacdo por p(x) obtemos

L)
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Integrando-se obtemos

4
3u(x) = — =
x’o(x) = 1 +c
x c
v(x) = 1 + 3
Substituindo-se v = u~! = (y — 2)~! obtemos que a solucdo da equagio é dada implicitamente por
1 x i c
y-3 40

Substituindo-se y — x = vey’ =1+ v’ naequacao y’ = (y — x)? obtemos

149 =0?

1
77]2_10 =1
v—1
v+1
e

In

‘—Zx—kcl

Substituindo-se vy = v e y + xy’ = v/ na equagdo xy’ = e~ *¥ — y obtemos

v =e
el)v/:
e =x+c
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Substituindo-se x + ¢¥ = ve 1+ e¥y’ = v’ na equagdo obtemos

v = xv
1
-=v =x
v
2
In|v| = % +c1
x2
v=-ce?2
2
x+eé/ =ce?
119
aQ — Ay Q
= —=Dte” 100" — =,
a  ° 100
Q(0) =100

A equacdo é linear e pode ser reescrita como
Q0 Q _ 2te~ T !,

dt 100

Para resolvé-la precisamos determinar o fator integrante
]/{(t) = e.f ﬁdt = eﬁt
1
Multiplicando-se a equacdo diferencial por u(t) = et ! obtemos

2 ethtQ) = 2
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Integrando-se ambos os membros obtemos
e 'Q(t) =+ C

ou 1 1
Q(t) =t '+ Ce 0!

Substituindo-se t = 0 e Q = 100, obtemos
100=C
Ou seja, a solugdo do problema de valor inicial é
Q) = f2e~ 10! 4 100¢ 0 ¢,

A concentragdo em t = 10 min é dada por

2
c(10) = % = (% + 1)e*1<13*010 = 2¢" 10 gramas/litro
dQ -y Q
Tl —10—.
7 300e™ 10 0100
Q(0)=0
A equagdo é linear e pode ser reescrita como
aQ Q _ — 2t
E+10 =300e 10 °,

Para resolvé-la precisamos determinar o fator integrante

‘u(t) = gf 1170‘# = e%t
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Multiplicando-se a equagéo diferencial por p(t) = eT ! obtemos

%(e% fQ) = 300em fe~ T = 300e 1!

Integrando-se ambos 0os membros obtemos
e10'Q(t) = —3000¢ 10! + C

ou ) .
Q(t) = —3000e 10 + Ce 10!

Substituindo-se t = 0 e Q = 0, obtemos
0= -3000+C

Ou seja, a solugdo do problema de valor inicial é

S

Q(t) = 3000(¢c~ 1! — ¢ 10 1),

A concentragdo de sal no tanque é dada por

(=2 _ s bt et
Se x = e~ 1. Entdo c(t) = 7,5 se, e somente se, x — x> = 4% = L oux = 1/20u 75 t = In2 ou
t =10In2 min.
dQ Q
— =20—- —.
dt 25

Q(0) = 100
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A equagdo é linear e pode ser reescrita como

aQ  Q _
T T35 =20,

Para resolvé-la precisamos determinar o fator integrante
1 1
‘u(t) = ef ﬁdt = eﬁt

Multiplicando-se a equagdo diferencial por p(t) = et obtemos

d

%(e%tQ) — 20e5 !

Integrando-se ambos os membros obtemos
e tQ(t) = 500e ¢t + C

ou 1
Q(t) =500+ Ce !

Substituindo-se t = 0 e Q = 100, obtemos

100 =500+ C

Ou seja, a solugdo do problema de valor inicial é
Q(t) = 500 — 400¢~ 2 .
A concentragdo de sal no tanque é dada por

_ QM) _ Q)

(t) = Vo)~ 100 —5—de 2! gramas por litro
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tlim c(t) = 5 gramas por litro
— 00

c(t) = 3 se, e somente se, Q(f) = 250 = 500 — 400e~ 7 ou

_1y 250 5
BN = —— = —
400 8
ou
S t=1In—
25
ou
t=25In—- min
dQ Q
— =3-2 .
dt 3 100 + ¢
Q(0) =10
A equagdo é linear e pode ser reescrita como
dQ Q _
E T R

Para resolvé-la precisamos determinar o fator integrante

u(t) = of ot — p2In]100+] _ (100 + t)?

Multiplicando-se a equacdo diferencial por u(t) = (100 + #)? obtemos

%((100 +1)2Q) = 3(100 + t)2

Integrando-se ambos os membros obtemos

(100 + £)2Q(t) = (1004 £)* +C
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ou
Q(t) =100 4t + C(100 + t) 2

Substituindo-se t = 0 e Q = 10, obtemos
10=100+C10°* = C=-910°
Ou seja, a solugdo do problema de valor inicial é

Q(t) =100+t —910°(100 + )2 gramas.

A concentragdo de sal no tanque é dada por

_ Q) o -3
c(t) = 10047~ 1-910’(100 + ¢t)
O tanque estard cheio para t = 100.
. 9 7 )
t1_1>11160c(t) =1- 30 = %0 gramas/litro
Q_ ., Q
dt 100 — ¢
Q(0) =10
A equacdo é separdvel e pode ser reescrita como
1dQ _ 2
Qdt  100—t
ou ainda p 5
QD = —350—
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Integrando-se obtemos
In|Q(t)| =2In|100 — t| + C;

ou
Q(t) = C(100 — t)?

Substituindo-se t = 0 e Q = 10, obtemos
10=C10* = C=107
Ou seja, a solugdo do problema de valor inicial é
Q(t) =1073(100 — t)* gramas.
A concentragdo de sal no tanque é dada por

Q(t)

c(t) = 01" 1073(100 — ¢t)

O tanque estard vazio para t = 100.

lim ¢(t) =0 grama/litro.

t—100
md—v = mvd—v = —kx
dr — dx
d 2
P (mv /2) = —kx

mo?/2 = —kx%/2+C
mv?/2 +kx®/2 = C

Substituindo-se x = R, v = 0:
kR?/2 =C
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mo?/2 = kR%/2 — kx%/2

2 _ .2
o(x) = k(R% — x?)
m
(b) Substituindo-se x = 0:
kR2
v0) =y
Substituindo-se x = —R:
v(—R) =0
6.7. p
WV _ kA = kan?
dt
V(r) = %mf"’
av - dvdr

dr
A e i
= drar - T
Substituindo na primeira equacéo:

dr _
dt
r(t) =kt+C
Substituindo t =0er = rg:
ro = C
Substituindot =1er =ry/2:
ro/2 =k+rg
k= —}’0/2

r(t) =ro(1—1/2)

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias
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8,
ﬁ e
1. 48 1. 16 3
S e ey
k=—3hhy=—3hhg=Ing
Yo = 48¢ K = 48¢~ 1 48§:64
dy
7:]{
ar Y
y(t):yofkt
400 = yoe* = k:w

3
0

L, 2500
Yoo = 4005

(N0
Yo=\2500) T 0
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dy _
W

y(t) = 35000¢"*

30000 = 35000¢F =k = In(30000/35000) = In(6/7)
y(2) = 35000e% = 35000 (§)* = 50003 — 180000 ~ R 25714, 00

A populagdo cresce a uma taxa proporcional a populagdo presente o que significa que a populagao, y(t),
é a solugdo do problema de valor inicial
dy
— =ky.
{ T
y(0) = yo

y(t) = yoe!

Como em uma hora a populagéo é o dobro da populagdo original, entdo substituindo-se t = 1 e y = 2yp
obtemos

que como vimos acima tem solugdo

2y0 = yoe© = k=In2
Assim, a equagdo que descreve como a populagdo de bactérias varia com o tempo é

(In2)t

y(t) = yoe =yp-2'

Agora para sabermos em quanto tempo a populagdo triplica substituimos y = 3y e determinamos ¢ que

e

1
t= g ~ 1,585 horas ~ 1 hora e 35 minutos.




207

8yor

7yof -

6yor

5yor

4yo |

3yor

2yor

yor

—0.‘5 0 0‘.5 ‘1 1‘.5 é 2‘,5 3
O numero de pessoas infectadas como fungéo do tempo, y(t), é a solugdo do problema

{ % = ky(100 — y).
y(0)=1,y(4) =5

A equacao é separdvel. Multiplicando-se a equagao por m obtemos
1 dy _ P
y(100 —y) dt
1 5 ‘aiae
Vamos decompor J(T00=y) em fragdes parciais:
1 A B

y(100—y) _y 100y

(1.70)
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Multiplicando-se a equagdo acima por (100 — y) obtemos
1= A(100 —y) + By
Substituindo-se y = 0 e y = 100 obtemos A = 1/100 e B = 1/100. Assim,

[t - (/[
yoo—y»® = 100\ vy 00—y

1
= 100 (In|y| —In[100 — y|)

Logo a equacdo (1.70) pode ser escrita como

1 /d dy
100 (dy (Iny| 1r1|100y|)> 5=k

ou ainda como

% (In|y| —In|100 — y|) = k100

que tem solugdo
In|y| —In|100 — y| = k100t + C;.

Usando propriedades do logaritmo podemos reescrever como

Yy
1 = Cy + k100t
"100—y ’ 1+
Aplicando a exponencial a ambos os membros obtemos
y C1 ,100kt 100kt
— 10 -C
00—y ele e

Substituindo-se t = 0 e y = 1 na equacdo acima obtemos

1 1

C=10-1 9

4
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Vamos explicitar y(t).

y= (100 _ y)celookt = vy + CelOOkty — 100C6100kt

Portanto a solucdo do problema de valor inicial é

y(t) = Clo0e e 100e10% 100

1+C3100kt - 1+91796100kr - 99+€100kt - 993—100kt+1

Substituindo-se t = 4 e y = 5 obtemos

100 19 InZ
5_ = 00k _ 7 o _qook= 2
990400k | 1 ¢ 99 1
Logo
100 100
y(t) = 19 =

100 T T T T —

y
80F

j

40 /

201

—polt
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ti Yi 8i hi et
1950 | 52 milhoes | 0,0346 -
1960 | 70 milhdes | 0,0329 | 0,0257 | 0,0293
1970 | 93 milhdes | 0,0280 | 0,0247 | 0,0263
1980 | 119 milhdes | 0,0214 | 0,0218 | 0,0216
1991 | 147 milhoes | 0,0174 | 0,0173 | 0,0174

2000 | 170 milhoes - 0,0150
1dy , . Sithi
ydt(tz)—ﬂy(tl)"'b’” 2

para t; = 1960,1970,1980,1991. Usando quadrados minimos vamos encontrar a melhor reta que se ajusta
ao conjunto de pontos

githi
Yi T
70 milhoes | 0.0293
93 milhdes | 0.0263
119 milhoes | 0.0216

147 milhdes | 0.0174
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0.03

0.028

0.026

0.024

z=ay+b

0.022

0.02

0.018

0.016 I I I I I I I
70 80 920 100 110 120 130 140 150
y (em milhdes)

encontrando a = —1,58 - 10710, b = 0,04. Assim obtemos k = 1,58 - 10 0 e ym = 257 milhdes.

Usando ¢y = 2000, yo = 170 milhdes obtemos

_ 257 - 106
140,51 - e—004(t—2000)

y(t)

Para t = 2010 temos

¥(2010) = 191, 6 milhdes de habitantes.

Um erro de 0,5 %.
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6.14.

Populagdo (em milhdes)

Como para o cone

260
250
240
230
220
210
200
190
180
170
160
150
140
130
120
110
100

90

80

70

60

50
1950

I I I I
1970 1980 1990 2000 2010 2020 2030 2040 2050 2060

Ano

di_ Vi

dh
1(0) = I

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias
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entdo o problema pode ser modelado por

dh . 3/
{ o =kh

h(0) =2, h(30) =1

Multiplicando a equagéo por h3/2
dh
W2 =k
dt

d (2.5,\dh
dh(Sh )dt_k
d (2.5 _
dt(5h )_k

%hm =kt+C

ou

Integrando-se ambos os lados

ou
h(t) = (C' +K't)?/3

Substituindot =0e h = 2:
25/2 — C/

Substituindot =30e h = 1:

! __n5/2
C 430K =1 — K—1=C_1-2

30 30

Assim a fungdo que descreve como a altura varia com o tempo é dada por

1 _25/2

h(t) = (C'+ K15 = (2% + 20 £)2/5
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Substituindo h = 0:

C’ 30 - 25/2 .
t = 7 = _71_25/2 ~ 36 min

A temperatura registrada no termometro, T(t), é a solugdo do problema de valor inicial

d

= (In|T-5|) =k
= (In|T - 5])
In|T —5| =kt
In|T—5|=Cy+kt
T(t) = 5+ Ce*

Substituindot = 0e T = 20:
20=54+C = C(C=15

T(t) = 54 15"
Substituindot =1/2e T = 15:
15=5+15¢2 = k=2In(2/3)

Assim a temperatura do café em fungdo do tempo é dada por

2t
T(t) =5+ 152/ =54 15. (g)
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Apés 1 minuto o termdmetro deve marcar

~11,7°C

T(1) =5+15 (2>2 _ 105

3 9
Substituindo T = 10 em T(t) = 5 + 15¢2n(2/3)t;
10 = 5 + 15¢21n(2/3)!

Logo o tempo necessario para que o termdmetro marque 10° é de

In(1/3) )
21n(2/3) min e 20 segundos
120d—v =10—-2v
dt
120 do _
10—2vdt
d (=60In |10 —2v]) =1
dt B
60In |10 — 20| = —t + C;
In |10 — 20| = C168t

v(t)=5— Ce™®

Substituindo-se t = 0e v = 0:
0=5-C = C(C=5

v(t) =5— 5e
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lim v(t) = lim(5—5e*&) =5m/s

t—ro0 t—rc0

6.17. (a)
das 1
S(0)=0
A equagdo é linear e pode ser reescrita como
as 1
E - ms — d.

Para resolvé-la precisamos determinar o fator integrante

u(t) = el ~10 = ¢~ 0t

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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Multiplicando-se a equacdo diferencial por u(t) = e~ 10 obtemos

d
7

1 1
e*WtS) = de~ 100!

Integrando-se ambos os membros obtemos

1

e~ 0!S(t) = —100de ' + C

ou .
S(t) = Ce' —100d

Substituindo-se t = 0e S = 0, obtemos
0=Cem®—100d = C=100d
Ou seja, a solucdo do problema de valor inicial é
S(t) = 100d(e™! — 1).
Substituindo-se d = 100, t = 20 - 12 = 240 obtemos

$(240) = 10000(e*>* — 1) ~ R$100231,00

as 1
E —_— ﬁs - d-
5(0) = 100231

A solugédo da equagdo é obtida da anterior trocando-se d por —d.

S(t) = Cem' +100d
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Substituindo-se t = 0 e S = 100231 obtemos
100231 = C+100d = C = 100231 — 1004

Assim 1
S(t) = (100231 — 100d)e ™" 4 100d
Substituindo-se = 20-12 = 240 e § = 0 obtemos

0 = (100231 — 100d)e>* + 100d

100231¢24
= " ~R$1102,00
100(e24 — 1) $ ’
200”%2 +10*Q = 10.
aQ

0Q =5-10"2.
dt+5Q 5

A equagio é linear. Multiplicando-se a equagéo pelo fator integrante (t) = ¢ obtemos

% (eSOtQ) — 5.102¢50
integrando-se obtemos

eQ(t) =107 + k
ou

Q(t) =107 4 ke ™"

Substituindo-se t = 0 e Q = 0 obtemos k = —10~3 e assim a solugdo do problema de valor inicial é
Q(t) =103 (1 - e_5Ot> coulombs.

I(t) = 0;—? =5-10"2¢7% amperes
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Para este circuito a segunda lei de Kirchhoff nos da

dl
RI+L— =V(t).
+Lo =V(t)
Ou seja,
dl
1014 27 _
5-10 dt+101 10.

dl
It +200I = 20.

A equacdo é linear. Multiplicando-se a equagdo pelo fator integrante y(t) = ¢?% obtemos

% (eZOOt I) — (200t

integrando-se obtemos
eZOOtI(t) — 1071620013 4k

ou
I(t) = 1071 4 ke 20%

Substituindo-se t = 0 e I = 0 obtemos k = —10~! e assim a solugdo do problema de valor inicial é

I(t) =101 (1 — e_ZOOt) amperes.

Sejam «(t) e B(t) as quantidades de A e B ndo transformadas, respectivamente e y(t) a quantidade

de C obtida. Entdo p
S ea(np(t).

Sejam a(t) e b(t) a quantidade de A e B transformadas. Entdo

a(t) +b(t) =y(t), a(t)=4b(t).

(1.71)
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De onde segue-se que

4 1
alt) = gy(t), be) = gy (o). 172)
Mas as quantidades de A e B néo transformadas e transformadas estdo relacionadas por
a(t) =32—a(t), PB(t) =50—Db(t). (1.73)

Substituindo-se (1.72) em (1.73) e (1.73) em (1.71) obtemos
dy 4 1

dy
7 (40 —y) (250 — ) .

Neste caso a quantidade da substancia C como fun¢do do tempo, y(t), é a solugdo do problema

A — k(40— y)(250 )
y(0) =0, y(10) =30

ou ainda,

A equagdo é separavel. Multiplicando-se a equacgéo por 0 1 obtemos

40—y)(250—y)
1 ;L
(40— ) (250 —y)”

Integrando-se em relagdo a t obtemos

1 P
[ @=ga—gy® = [ *+a

fazendo-se a substitui¢do y'dt = dy obtemos

1
/(40—y)(2507y)d1/=/kdt+cl.

k
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Vamos decompor 0 1

@—y)(B0—y) eM fragGes parciais:

1 _ A, B
(40—y)(250 —y) 40—y 250—y

Multiplicando-se a equagdo acima por (40 — y)(250 — i) obtemos
1= A(250 — y) + B(40 — )

Substituindo-se y = 40 e y = 250 obtemos A = 1/210e B = —1/210. Assim,

1 1 1 1
/(40—y)(250—y)dy - 210(/40—ydy_/250—ydy>

In |40 — y| — In |250 — y|)

_ 2170 (

Logo a solugdo da equagdo diferencial é dada implicitamente por
In|40 — y| — In|250 — y| = —210kt + C;.

Usando propriedades do logaritmo podemos reescrever como

40—y
250 —y

ln’ ‘ = C; — 210kt.

Aplicando-se a exponencial a ambos os membros e eliminando-se o valor absoluto obtemos

WO-y _ +¢C1,—210kt _ (- ,—210kt
250 —y

Substituindo-se t = 0 e y = 0 na equagdo acima obtemos

4
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Substituindo-se t = 10 e y = 30 na equacdo acima obtemos

25 _ 2100k
88
ou
1 88
210k 10 In (25)
Vamos explicitar y(t).

40—y = (250 — y)Ce 21 =y — Ce 2y = 40 — 250Ce 210K
Portanto a solugdo do problema de valor inicial é

40 — 250Ce~ 210kt
yt) = —— Co—210kt

Substituindo-se os valores de C e k obtidos:

1000(1 — e~ 0 (E)t)  1000(1 — (8) ")
y(t) = TeE = )
25 — 4¢~ 1 !n(3) 25 — 4 (%

Observe que
lim y(t) = 40 gramas

t—o0

lim a(t) = tle (32— %y(t)) =0

t—o0
. 1
tli{?o B(t) = tlggto(SO - gy(t)) = 42 gramas

Portanto a quantidade inicial de A serd toda consumida na reagdo, entretanto sobrara ainda 42
gramas de B.
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Temos entdo
dy 4 1
(=) (s 2),

dy
o < 40—y

Neste caso a quantidade da substancia C como fungao do tempo, y(t), é a solugdo do problema

% = k(40 — y)?
y(0) =0, y(10) =10

ou ainda,

A equacao é separavel. Multiplicando-se a equagéo por W7 obtemos

40— y)

1 ;o
@y’ =F

Integrando-se em relagdo a t obtemos

/ (4Oiy)2y’dt JEe

fazendo-se a substitui¢do y'dt = dy obtemos

1

Logo a solugdo da equagdo diferencial é dada implicitamente por

1
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Substituindo-se t = 0 e y = 0 na equagdo acima obtemos

Substituindo-se C = %, t =10 e y = 10 na equagdo acima obtemos

ot 1
~ 300 400 1200
Vamos explicitar y(t).
W-v=gre
Portanto a solugdo do problema de valor inicial é
1

A equagdo do raio incidente é
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Como tana = y/, entdo

2_q
tan(2a — 5) = — cot(2a) = _m — sz
Dai segue-se que a equacado do raio incidente é
12
_y-1
y= 2y x

A equagdo anterior pode ser reescrita como
xy'? —2yy' —x =0
z = /
que é uma equacdo do segundo grau em y’ resolvendo-a obtemos

S RICRS

Fazendo y = vx temos que ' = v+ xv’ e as equagdes se transformam em

v+x0 =v+E Vo2 +1

xv' = V02 + 1
1 1
0lv_i

Vol+1dx  x
1

d
e (arcsenhv) = j:;

tarcsenhv =Inx + ¢
+v = senh(Inx + ¢)

Substituindo-se v = y/x:
j:% = senh(Inx + ¢)
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que sdo pardbolas.

Da equagdo das hipérboles obtemos que ¢ = xy. Derivando a equagdo da familia dada obtemos a
equagcdo diferencial para as hipérboles dadas é

dy ¢ _ Y
dx  x2 x

Portanto a equagdo diferencial para as trajetérias ortogonais é

dy _x
dx y

N
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15

0.5

-15 L L
-15 -1 -0.5 0 0.5

xz-i-y2

1 15

(b) Da equagédo da familia dada temos que ¢ = BT Derivando a equagdo da familia dada obtemos

d
2x+2(y—c)£ =0

Assim a equagdo diferencial para a familia de curvas dadas é
dy  2xy
dx  x2—12

E para a familia de trajetérias ortogonais

dl_ x2_y2

dx 2xy

cuja solugéo é
(x—c)*+y>=¢2

Julho 2011

Reginaldo J. Santos
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228 Equacdes Diferenciais de 12 Ordem
y

N2

051

15 L L L L
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

7. Analise Qualitativa de Equacdes Autdnomas (pagina 141)

7.1. (a) Os pontos de equilibriosdoy; =0ey, = 1.
y1 = 0 é ponto de equilibrio instavel pois para valores de y proximos de y; = 0 temos

d
. d_Z =f(y) <0,paray <y; =0

d
o d—z = f(y) > 0,paray > y; =0.

O que implica que se y(0) é proximo de y; = 0 a solugdo correspondente y/(t) esta se afastando de
y1 = 0, quando t cresce.
y2 = 1 é ponto de equilibrio estavel pois para valores de y proximos de y, = 1 temos

. %=f(y) >0, paray <y»=1

d
o d—z = f(y) <0,paray >y, =1.

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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O que implica que se y(0) é proximo de y, = 1 a solugdo correspondente y(t) estd se aproximando
de y» = 1, quando t cresce.

0.5

y=1y) |

-15F / \ 8

2 i i i i
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2

d
Como c% =y —y* > 0,para0 < y < 1, entdo as solucdes sio crescentes para 0 < y < 1. Como
d
% =y— y2 < 0,paray < 0eparay > 1, entdo as solugdes sdo decrescentes para y < 0 e para
y>1

Mas pela regra da cadeia
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Assim

d2
= 1=2) ().

Logo as solugdes tém pontos de inflexdo paray =1/2,y =0ey = 1.

(d)

(e)

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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Os pontos de equilibriosdoy; = —1ley, = 1.
y1 = —1 é ponto de equilibrio instavel pois para valores de y préximos de y; = —1 temos

o %:f(y) <0,paray <y; = —1

d
5% = f(y) >0,paray >y; = —1.

O que implica que se y(0) é proximo de y; = —1 a solugdo correspondente y(t) estd se afastando de
y1 = —1, quando t cresce.

y2 = 1 é ponto de equilibrio estavel pois para valores de y préximos de y, = 1 temos

d
d% = f(y) >0, paray <y, =1

d
. a%:ﬂy) <0,paray >y, =1
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O que implica que se y(0) é proximo de y, = 1 a solugdo correspondente y(t) estd se aproximando
de y» = 1, quando t cresce.

15 i i i i
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

d
(b) Como % =1—y?>0,para —1 < y < 1, entdo as solugdes sdo crescentes para —1 < y < 1. Como
d
dflt/ =1-y*<0,paray < —1eparay > 1, entdo as solucdes sio decrescentes para y < —1 e para
y>1
(©)
dy ddy

Mas pela regra da cadeia

Introdugao as Equacoes Diferenciais Ordinarias Julho 2011



1.9 Respostas dos Exercicios 233

Assim
dy 2
Tz = -y
Logo as solugdes tém pontos de inflexdo paray = -1,y =0ey = 1.
(d)
o
— |
/
0
t
3s ) o5 0 05
(e)

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Os pontos de equilibrio sdoy; = —1ey, = 0.
y1 = —1 é ponto de equilibrio instavel pois para valores de y préximos de y; = —1 temos

o %:f(y) <0,paray <y; = —1

d

% = f(y) >0, paray > y; = —1.
O que implica que se y(0) é préximo de y; = —1 a solugao correspondente y(t) estd se afastando de
y1 = —1, quando t cresce.

y2 = 0 é ponto de equilibrio estavel pois para valores de y préximos de y, = 10 temos

d
d% = f(y) >0, paray <y> =0

ay _
dar

f(y) <0,paray >y, = 0.




235

O que implica que se y(0) é proximo de y, = 0 a solugdo correspondente y(t) estd se aproximando
de y2 = 0, quando ¢ cresce.

0.5

y' =1(y)

2 -15 -1 -05 0 0.5 1

dy

Como i y? > 0, para —1 < y < 0, entdo as solucdes sdo crescentes para —1 < y < 0.
d
Como 5% = —y—y? < 0,paray < —1eparay > 0, entdo as solucdes sao decrescentes para y < —1
eparay > 0.
dy ddy d, ,

@z " drar @V Y

Mas pela regra da cadeia

Ly =~y )Y =y ).
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Assim
42
B = QD +y).
Logo as solugdes tém pontos de inflexdo paray = -1,y =0ey = —1/2.
(d)
3s 0 05 1 15 2 25 3
(e)
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Os pontos de equilibrio sdoy; = —1ey, = 0.
y1 = —1 é ponto de equilibrio estavel pois para valores de y préximos de y; = —1 temos

o %:f(y) >0, paray <y; = —1

d

d% = f(y) <0, paray >y = —1.
O que implica que se y(0) é proximo de y; = —1 a solugdo correspondente y(t) estd se aproximando
de y; = —1, quando ¢t cresce.

y2 = 0 é ponto de equilibrio instavel pois para valores de y préximos de y, = 10 temos

d
d% = f(y) <O,paray <y> =0

ay _
dar

f(y) >0, paray >y, = 0.
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O que implica que se y(0) é proximo de y, = 0 a solugdo correspondente y(t) esté se afastando de
y2 = 0, quando ¢ cresce.

y' =1(y)

05

-05 i i i i
-2 -15 -1 -05 0 0.5 1

)
(b) Como 2 y +y2 < 0, para =1 < y < 0, entdo as solugdes sdao decrescentes para —1 < y < 0.

dt
Como % =y+ yz < 0,paray < —1 e paray > 0, entdo as solugdes sdo crescentes paray < —1le
paray > 0.
(©)
d? dd d
3= o= ).

a2 dtdt  dt
Mas pela regra da cadeia

%(yzw) = (2y+1)% =2+ 1)y +y).
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Assim
42
B = QD +y).
Logo as solugdes tém pontos de inflexdo paray = -1,y =0ey = —1/2.
(d)
B -25 -2 15 -1 -05 0 05
(e)
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60 ;
y'=t(y)
50
40
30
20
10
0
7.5. % ) o [} 1 3
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Os pontos de equilibrio séo as raizes de f(y) = (y*> —4)(y> +y), ouseja, y1 = -2, 4o = —1,y3 =0 e
Yg = 2.
y1 = —2 é ponto de equilibrio estdvel pois para valores de y préximos de yy; = —2 temos

oy =f(y) >0, paray <y; = -2
ey =f(y) <0 paray >y = 2.

O que implica que se yp = y(0) é proximo de y; = —2 a solugdo correspondente y(t) estd se
aproximando de y; = —2, quando ¢ cresce.
y2» = —1 é ponto de equilibrio instdvel pois para valores de y préximos de y, = —1 temos

oy =f(y)>0,paray <y, =—1
ey =f(y) <0, paray >y, = —1.

O que implica que se y(0) é proximo de y, = —1 a solugdo correspondente y(t) estd se afastando de
y2 = —1, quando t cresce.

y3 = 0 é ponto de equilibrio estdvel pois para valores de y préximos de y3 = 0 temos
*y' =f(y) >0 paray <y3; =0
ey =f(y) <0, paray >y3 =0.

O que implica que se yy = y(0) é préximo de y3 = 0 a solugdo correspondente y(t) estd se aproxi-
mando de y3 = 0, quando f cresce.

ya = 2 é ponto de equilibrio instavel pois para valores de y préximos de y4 = 2 temos
oy =f(y) >0 paray <ys=2
ey =f(y) <0 paray >y, =2

O que implica que se y(0) é proximo de y4 = 2 a solugdo correspondente y/(t) esta se afastando de
Y4 = 2, quando ¢ cresce.
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‘ ‘ y=H(y)

|

1

-2
-4

Os pontos de equilibrio sdo as raizes de f(y) = (e —1)(y +4), ouseja, y; = —4 ey, =0.
y1 = —4 é ponto de equilibrio estdvel pois para valores de y préximos de yy; = —4 temos

—4 a solugdo correspondente y(t) estd se

°y =f(y)>0,paray <y; = —4
oy =f(y) <0, paray >y = —4
y(0) é proximo de y;

O que implica que se ¥
aproximando de y; = —4, quando ¢ cresce.
y2 = 0 é ponto de equilibrio instavel pois para valores de y préximos de y, = 0 temos

oy =fy)>0paray <y>=0
ey = f(y) <0, paray >y, =0.
O que implica que se y(0) é proximo de y, = 0 a solugdo correspondente y/(t) esta se afastando de

y2 = 0, quando ¢ cresce.
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y=Hy) |

-6 L L L L I I
-3 -25 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1

Os pontos de equilibrio sdo as raizes de f(y) = y(y* + 3y +2), ouseja, y; = —2,y» = —leys = 0.

y1 = —2 é ponto de equilibrio instavel pois para valores de y proximos de yy; = —2 temos

oy =f(y) <O paray <y = -2
ey =f(y) >0 paray >y = —2.

O que implica que se yp = y(0) é proximo de y; = —2 a solugdo correspondente y(t) estd se
afastando de y; = —2, quando ¢ cresce.
y2 = —1 é ponto de equilibrio estdvel pois para valores de y préximos de iy, = —1 temos

*y' =f(y)>0paray <y =~1

ey =f(y) <0,paray >y, = —1.
O que implica que se yp = y(0) é proximo de y, = —1 a solugdo correspondente y(t) esta se
aproximando de y, = —1, quando ¢ cresce.

y3 = 0 é ponto de equilibrio instavel pois para valores de y préximos de y3 = 0 temos
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ey =f(y)>0paray <y; =0
oy =f(y) <0, paray >y; =0.

O que implica que se y(0) é préximo de y3 = 0 a solugio correspondente y(t) esta se afastando de
y3 = 0, quando ¢ cresce.

153

of
fby) =\y*—-4 = vl y;’_4_

Para os pontos (tg,y9) € R? tais que yg < —2 ou yo > 2 o problema de valor inicial tem solugao
dnica.

flby) =vty = ‘3;(—2;@-

Para os pontos (tp, yo) € R? tais que yotp > 0 o problema de valor inicial tem solugéo tnica.
2 of 212y

__Y o "7
f(t/y) - t2+y2 = ay (t2+y2)2'

Para os pontos (to,yo) € R? tais que (to, yo) # (0,0) o problema de valor inicial tem solugdo tnica.

) t
flty)=t/1-y* = aj;—— fyfyz’

Para os pontos (ty, yo) € R? tais que —1 < yy < 1 o problema de valor inicial tem solugao tnica.

t-2 t-2
PO =23 = e
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t t
1) = g1 = a1

Como ty = 0, entdo o problema de valor inicial tem solugdo no intervalo —1 < t < 1.

b bt t
A e SV (E SV
t2 12

)= 3 = a—Du+1

Como ty = 2, entdo o problema de valor inicial tem solugdo no intervalo ¢t > 1.

t+1 t+1
t) = =
p(®) 22—t tt—1)
et et
t) = = .
(t) 22—t  t(t—1)
Como ty = —1, entdo o problema de valor inicial tem solucdo no intervalo ¢ < 0.
t+3 t+3
t p— p—
p(t) 22—t  tt—1)
cost cost

t) = = .
9(t) 22—t  tt—1)
Como ty = 2, entdo o problema de valor inicial tem solugdo no intervalo ¢ > 1.

Seja t fixo, tal que & < t < B. Pelo Teorema do Valor Médio, dados y e z com § < y,z < 7y existe ¢ entre y
e z tal que

Flby) — fltz) = gf;u, &) (v —2).
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(t,w) ‘ Tomando-se o médulo da equacdo acima obtemos

Sejaa = max
o<w<y

%y

0,9) = £0,2)] = | 0,0 Iy -2l <aly .
Seja &’ 0 médximo entre «, o valor de t < fg tal que ( alt=to| _ 1) = v eovalordet < tg tal que
—b (e”lf*to\ — 1) = 4. Seja B’ 0 minimo entre B, o valor de t > tg tal que 2 (

t > to tal que — ¢ ( e?lt—tol — ) = 4. Vamos mostrar, por indugdo, que

ealt=—tol — 1) = 7 eovalorde

b
Yn(t) — ol < P (ea‘tfto‘ - 1) , paraa’ <t<p
eassim que § < y,(t) <y, paraa’ <t <p.

ly1(t) —yol < blt —to

o A" 1|f—fo| b ( alt—t
b —to| _
=G (=)

:bz

Vamos supor, por indugédo, que
|t —to|"

|yn—l(t) - yan(t)| = g”_sz

e
b ( alt—t|
() = yol < 2 (eI -1),
n—lea <t < p eassimqued < y(t) <7, parak =1,

|t —tol"
n!

,n—1lea’ <t < B Entdo

parak=1,...,
por (1.67) na péagina 149,
[yn(£) = yn—1()] < a""b
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e assim
n
ya() —yol < Y lyk(t) = yi—a (1)
k=1
P e e alt—to|
o bngl n! E(e _1>
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10

y

o

8l

.

ol

5l

ol

al

al
Figura 1.47 — Solucao do problema de valor 1/
inicial do Exemplo 1.36 paraty = 0eyy = ° "
1. S S—= : PR
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Equacoes Diferenciais Lineares de 2¢ Ordem

Para as equacoes diferenciais lineares de 22 ordem é valido um resultado semelhante
ao que é valido para equagdes lineares de 1% ordem (Teorema 1.2 na pagina 146) com
relacdo a existéncia e unicidade de soluc¢ées, mas a demonstragao, infelizmente, ndo
é tao simples quanto naquele caso e serd apresentada somente ao final do Capitulo 4.

Teorema 2.1 (Existéncia e Unicidade). O problema de valor inicial

{ y' +pt)y +aq(t)y = f(t)
y(to) =yo, ¥ (to) =y,

para p(t),q(t) e f(t) fungdes continuas em um intervalo aberto I contendo ty tem wuma tinica solugdo neste intervalo.

249
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Exemplo 2.1. Vamos determinar o intervalo maximo em que o problema de valor ini-
cial

t
{ (1> —4)y" +y' + (sent)y = 67
y(1) =vo, ¥ (1) =y

tem solugdo. Para esta equacdo

Assim p(t),q(t) e f(t) sdo continuas para t # £2,0. Como fy = 1, entdo o problema
de valor inicial tem solugdo no intervalo 0 < t < 2, que é o maior intervalo contendo
to = 1 onde p(t),q(t) e f(t) sdo continuas.

2.1 Equagbes Homogéneas - Parte |

Uma equacdo diferencial linear de 2% ordem é homogénea se ela pode ser escrita
como

y" +p(t)y +q(t)y = 0. (2.1)

Para as equagdes lineares homogeéneas é vélido o principio da superposicéo.
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Teorema 2.2 (Principio da Superposicao). Se yq () e y2(t) sdo solugdes de (2.1), entio

y(t) = c1y1(t) + caya(t) 2.2)

para c1 e ¢y constantes, também o é.

Demonstracao. Vamos verificar que realmente y(t) dado por (2.2) é solugdo de

@.1).

y' () +p()y' (1) +q(t)y(t) =

(cry1(t) + caya(£))” + p(t) (crya () + c2y2 (1) + q(t) (c1ya (t) + caya(t))
c1y] + cayy 4+ cp(B)y(t) + cap(H)ya(t) + crg(t)y1(t) + caq()ya(t)
+p(O)y1 (1) +q(B)y1 (1)) +ea (y3 (1) + p(Bya(t) +q(t)y2(t))

=0 =0

C1'0+C2'0:0,

pois y1 () e y2 () sdo solugdes de (2.1). [ |

Usando a linguagem da Algebra Linear podemos dizer que o conjunto das solugdes
de uma equacéo diferencial linear homogénea é um subespaco vetorial.

2.1.1  Solugdes Fundamentais

Considere, agora, o problema de valor inicial

v +pt)y +4(ty
{y(to>:yo, v (t) (2.3)

Julho 2011
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Figura 2.1 — Soma de solugdes de uma equagao Figura 2.2 — Multiplicagdo de solugdo de uma
diferencial homogénea equagdo diferencial homogénea por escalar

em que ¥ e y;, sdo condigdes iniciais dadas no problema.

Vamos determinar condi¢des sobre duas solugdes y1 () e y»(t) para que existam
constantes c; e cp tais que y(t) = c1y1(t) + c2y2(t) seja solugdo do problema de valor
inicial (2.3).

Substituindo-se t = ty na solugdo y(t) = c1y1(t) + c2y2(t) e na derivada de y(t),
y'(t) = a1y} (t) + cayb (t) obtemos o sistema de equagdes lineares

{Clyl(fo) + () = vo
ayi(te) + b)) = ¥

que pode ser escrito na forma
AX =B
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em que
A— [y}(to) ya(to) } X = [ o } e Bo [yQ ]
yi(to) w5 (to) c2 Yo
Se a matriz do sistema A é invertivel, entdo para todo par de condi¢des iniciais

(yo,y}) o sistema tem uma tGnica solugdo (c1,c2) (A solugdo é X = A~!B). Mas
uma matriz quadrada é invertivel se, e somente se, o seu determinante é diferente

de zero. Ou seja, se
to)  y2(to)
det yl ( 0 0’
| i | #
entdo para todo par de condicdes iniciais (v, ;) existe um tnico par de constantes
(c1,¢2) tal que y(t) = c1y1(t) + coya(t) é solugdo do problema de valor inicial (2.3).

Acabamos de provar o seguinte resultado.

Teorema 2.3. Sejam y1 (t) e yo(t) duas solugdes da equagdo (2.1) em um intervalo aberto I onde p(t) e q(t) sdo continuas

tais que, em um ponto ty € I,

ya(to) ya(to)
det[y’i(to) y5(to) #0

Entdo para todo par de condigdes iniciais (yo, y() o problema de valor inicial
{ v +pB)y +q()y =0,
y(to) = vo, ¥ (to) = ¥o
tem uma tinica solugdo da forma
y(t) = caya (b) + caya(t),
no intervalo I.

Julho 2011
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Definicao 2.1, (a) O determinante

Wly1,y2)(to) = det g’igg;

é chamado wronskiano das fungdes y1(t) e y»(t) em fo.
(b) Se duas solugdes y1(t) e y2(t) de (2.1), em um intervalo aberto I onde p(t) e g(t) sdo continuas, sdo tais que

o seu wronskiano é diferente de zero em um ponto ¢y € I dizemos que elas sao solu¢des fundamentais
de (2.1) no intervalo I.

Teorema 2.4. Se y1(t) e ya(t) sdo solugdes fundamentais de (2.1) em um intervalo aberto I, entdo a familia de solugdes

y(t) = caya(t) + caya(t), (2.4)

para constantes cy e cp arbitrdrias é a solucio geral de (2.1) em 1.

Demonstracao. Seja z(t) uma solugdo qualquer de (2.1) no intervalo I. Seja t; € I. Considere o PVI formado
por (2.1) e as condigdes iniciais y(t1) = z(t1) e y'(t1) = 2/(#1). Como y1 () e y () sdo solucdes fundamentais,
existe um ponto fy € I tal que Wy, y2](tp) # 0, entdo pelo Teorema de Abel (Exercicio 1.10 na pagina 264)
W(y1,y2](t1) # 0, e assim pelo Teorema 2.3 existem constantes ¢; e c; tais que z(t) = c1y1(t) + coya(t). [

Assim para encontrar a solugao geral de uma equacdo diferencial linear homogénea
de 2? ordem (2.1) em um intervalo I, precisamos encontrar duas solu¢des funda-
mentais da equagdo (2.1), ou seja, duas solugdes y1(t) e ya(t) tais que em um ponto
toel
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Seja b um nuamero real ndo nulo. Vamos mostrar que y;(t) = cosbt e
y2(t) = sen bt sdo solugdes fundamentais da equagao

y' + by =0.
Como v (t) = —bsenbt, y{(t) = —b*cosbt, y5(t) = bcosbt e yy(t) = —b*senbt,

entao
vy + b*y; = —b*cos bt + b* cosbt = 0

v 4 b%y, = —b*sen bt + b?sen bt = 0.

Assim, y1(t) e y»(t) sdo solugdes da equacdo y” + by = 0. Além disso,

yi(t)  yy(t) —bsenbt bcosbt

Portanto, y;(t) = cosbt e y»(t) = sen bt sdo solucdes fundamentais de y” + b%y = 0
e a solugdo geral da equagdo diferencial é

det [ ya(t) a(t) } = det [ cosbt  senbt | _ b(cos® bt +sen? bt) =b # 0 paratodot € R.

y(t) = 1 cos bt + c; sen bt.

Dizemos que duas fungdes y () e y2(t) sdo linearmente dependentes (L.D.) em um
intervalo I, se uma das fun¢des é um multiplo escalar da outra, ou seja, se

y1(t) = aya(t) ou ya(t) =ayi(t), paratodot € I.

Caso contrério, dizemos que elas sdo linearmente independentes (L.L).
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Se duas fungdes sdo L.D. em um intervalo I, entdo

Wly1,y2](t) = det { 518 gigg } =0, paratodotel

pois uma coluna da matriz acima é um mdultiplo escalar da outra. Assim, vale o
seguinte resultado.

Teorema 2.5. Se y1(t) e ya(t) sdo fungdes tais que

_ vi(to) v2(to)
Wly1,y2](to) = det Vi (t)  vh(to) #0, paraalgumty € I,

entdo y1 (t) e yo(t) sdo linearmente independentes (L.I.) em 1.

Usando a linguagem da Algebra Linear podemos dizer que duas solugdes fun-
damentais formam uma base para o subespago das solu¢des de uma equacdo
homogénea (2.1), pois elas sdo L.I. e geram o subespaco (toda solugdo é uma
combinacdo linear delas).

Observe que o wronskiano pode ser calculado para quaisquer par de fun¢des mesmo
que elas ndo sejam solu¢des de uma equagédo diferencial. Também os conceitos de
dependéncia e independéncia linear sdo definidos para duas fung¢des que podem ou
nédo ser solucdes de uma equagdo diferencial.
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v (t)
v2(t)

Figura2.3 — 11(f) e y»(f) solucdes
fundamentais de uma equacgao di-
ferencial linear homogénea

Exemplo 2.3. Seja b um ntmero real ndo nulo. Mostramos no exemplo anterior que
y1(t) = cosbt e y»(t) = sen bt sdo solugdes L.I. da equagado

v +b*y = 0.

A reciproca do Teorema 2.5 ndo é verdadeira, ou seja, duas fun¢des podem ser L.I
com
Wily1,y2](t) =0, paratodot € R.

Vejamos o préoximo exemplo.

2
Exemplo 2.4. Sejam y1(t) = £ e ya(t) = ¢t] :{ _ttz zgiig :

2t
Wl val() = det| 3 31 | <o

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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1 1
y y
057 1 0.5
0 t 0 t
-0.5 -0.5
_1 L L _1 n "
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

Figura 2.4 — y1 (t) = t? e yo(t) = t|t| sdo L.I. mas o wronskiano é igual a zero para todo ¢
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Apesar do wronskiano ser zero para todo ¢ € R as fung¢des y; e y, sdo L.L, pois uma
fun¢do ndo é multiplo escalar da outra. Para t > 0, y»(t) = y1(t) e parat < 0,

ya(t) = —y1(t).
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Queremos definir a fungdo exponencial ¢! para ntimeros complexos r = a + ib de
forma que satisfaga as propriedades

platib)t —_  at bt (2.5)
% (e") = re" (2.6)
Observamos que a fungao z(t) = e/ é solugdo da equacdo y" + b%y = 0. Pois pela
propriedade (2.6)
Z(t) = ibe™, Z'(t) = b = —b?z(t)
e assim

Z'(t) + b?z(t) = 0.
Assim z(t) = ¢! é solugdo do problema de valor inicial
y// + bzy =0,
y(0) =1,y'(0) = ib
Agora, como mostramos no 2.2 que y1(t) = cosbt e yo(t) = senbt sdo
solucdes fundamentais de y” + b?y = 0, entdo pelo 2.3 existem constantes
c1 e o tais que
z(t) = et = ¢; cos bt + ¢, sen bt. (2.7)
Vamos determinar estas constantes c; e cp. Substituindo-se t = 0 na equacdo (2.7)
obtemos que c; = 1. Derivando a equacédo (2.7) em relacédo a t obtemos
ibe™® = —cibsen bt + cob cos bt. (2.8)
Substituindo-se ¢t = 0 na equagdo (2.8) obtemos que c; = i. Assim substituindo-se
c1 = 1 e cy = ij4 obtidos na equacgao (2.7) obtemos

e’ — cos bt + i sen bt.
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Portanto, pela propriedade (2.5),

elatib)t — patoibt — ot (005 bt 4 isen bt).

Tomando t = 1 temos '
e — ¢%(cosb + isenb).

Esta equacdo é conhecida como férmula de Euler.

Usando a férmula de Euler temos que

, _— . .
e =1, 2 =i, N2i=\24iV2,

respectivamente.

(2.9)

(2.10)
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375
Considere a equagao diferencial y” — w?y = 0, para w > 0.

Mostre que y(t) = c1e~ O~ 4 6=, para a € R fixo, é solugio geral de equagio diferencial.

Mostre que y(t) = c¢qcosh(w(x —a)) + cp senh(w(x —a)), para a € R fixo, é solucdo geral de
equagdo diferencial.

Mostre que y; (x) = x> e yo (x) = x°

sdo solugdes da equagdo
x*y" — 6xy’ 410y = 0.

Obtenha a solugdo do problema de valor inicial

x?y" —6xy’ +10y =0,
y(1) =3,
y' (1) =3
As equagdes de Euler sdo equagdes que podem ser escritas na forma

X2y 4 bxy 4+ cy =0, emqueb,ceR. (2.11)

Mostre que existem valores constantes de r tais que y(x) = x” é uma solugao de (2.11). Além disso mostre
que y(x) = x" é solugdo da equagdo (2.11) se, e somente se,

P+ b-1Dr+c=0, (2.12)
A equacdo (2.12) é chamada equacdo indicial de (2.11).

Mostre que se a equacao indicial (2.12) tem duas raizes reais (distintas), r1 e rp, entdo

yi(x) =" e ya(x) =x"
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sdo solugoes fundamentais de (2.11) e portanto
y(x) = c1x™ + cpx"
é a solugdo geral de (2.11), para x > 0.

Se a equagcdo indicial (2.12) tem duas raizes complexas, 11 = a +iff e 1, = a — i, use a férmula de Euler
para escrever a solucdo geral complexa em termos das solugdes reais, para x > 0,

u(x) =x"cos(flnx) e v(x)=x"sen(flnx).
Mostre que estas solugdes sdo solugdes fundamentais de (2.11) e portanto
y(x) = c1x* cos(BInx) + cpx* sen(BIn x)
é a solugdo geral de (2.11), para x > 0.

1-b 1-b
Se a equagao indicial (2.12) tem somente uma raiz real, mostre que y1(x) = x' 2 eyy(x) = x 2z Inx sdo

solucdes fundamentais de (2.11) e portanto a solugdo geral de (2.11), para x > 0, é

b b
y(x) =c1x2 +cx 2 Inx.

Use os exercicios anteriores para encontrar a solucéo geral das seguintes equagoes:

X2y +4xy' +2y =0
x2y" —3xy’ +4y =0

x?y" +3xy' +5y =0

Baseado no 2.1 249, determine um intervalo em que os problemas de valor inicial
abaixo tém uma tnica solugdo, sem resolvé-los:

(B =1)y" +(t-2)y =t (B =ty +(t+1)y +y=¢

y(0) =vo, ¥'(0) =g y(=D =y, ¥(=1) =y

(=1 +y +ty =12 (2 —t)y + (t+3)y + 2y = cost
¥(2) =y, ¥'(2)=yp ¥(2) =y, ¥'(2)=yp
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Considere a equagdo homogeénea y” + p(t)y’' + q(t)y = 0, com p(t) e g(t) fungdes continuas num inter-
valo I. Usando o 2.1 249 mostre que esta equagdo tem solugdes fundamentais.

(Teorema de Abel) Considere a equagdo homogénea y” + p(t)y' + q(t)y = 0, com p(t) e q(t) fungdes
continuas num intervalo I. Sejam y;(f) e ya2(t) duas solugdes desta equagdo no intervalo I. Seja
Wiy, y2](t) o wronskiano de y1 () e y2(t) no intervalo I. Mostre que:

Wily1,y2l'(t) = y1(8)yz (8) — y2(£)y7 (1)

Wy1,y2](t) satisfaz a equagdo diferencial ¥’ + p(t)y = 0 no intervalo I.
Wlys, ya (1) = ce™ /PO,

Wily1,y2](t) =0, para todo t € I ou W[y1,y2|(t) # 0, para todo t € I.

Mostre que se y1 () e y2(t) sdo solugdes fundamentais da equacdo y” + p(t)y’ + q(t)y = 0 num intervalo
I, entdao
_ By (H) —n(Hyy _ n(®ys —ya(Byi ()
(t) - e qlt) =
Wiy, y2] (1) Wiy, y2] (1)

Sugestdo: substitua y1(t) e y2(t) na equagdo diferencial e resolva o sistema correspondente para p(t) e

q(t).

, paratecl.
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2.2 Equagbes Homogéneas - Parte |l

2.2.1  Obtendo-se uma Segunda Solugao
Considere uma equagéo linear de 2a. ordem homogeénea
v +pt)y +q(tly =0. (2.13)

Seja y1 (t) uma solugdo conhecida da equagdo acima num intervalo I onde p(t) e q(t)
sdo continuas e tal que y;(t) # 0 para todo t € I. Vamos procurar uma segunda
solucdo da equacgdo (2.13) da forma

y(t) = o(t)y1(b).
Derivando-se esta expressdo obtemos
Yt =oyi+yio' e y'(t) = oy + 270" + 10"
Substituindo-se y(t),y'(t) e y”(t) na equagédo (2.13) obtemos
(091 + 219" +y10") + p(£) (vy; +y10') +q(t)oys = 0.
Colocando-se em evidéncia v”,v' e v obtemos
10" + (21 + p(Oy)Y + (W] + p(B)ys + q(H)ya)o = 0.

Como y(t) é solugao da equagdo (2.13), entdo v} + p(t)y; + g(t)y1 = 0 e assim a
equagdo anterior se torna

10" +0'(2yy + p(t)yr) = 0. (2.14)
Fazendo a mudanca de varidveis w(t) = v/(t), a equagdo (2.14) se transforma em

viw' + (2y1 + p(t)y1)w = 0.

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Esta é uma equacédo de 1a. ordem separédvel que pode ser reescrita como

w 2y
Z = Lyt
w "y, W

Integrando-se obtemos

Inw| = —2In|y;| /p(t)dt+c

que usando propriedade do logaritmo pode ser reescrita como

In ’wyﬂ = —/p(t)dt—i—c.
Explicitando w(t) obtemos
e e*fp(t)dt e~ S p(t)dt

vlt) =+ T

em que ¢ = +e°.

)= [ w(t)dt=2¢ pr(t)dt dt+ ¢ 2.15
o(t) / (t) Cl/ y1(t)2 C2. (2.15)
Tomando-se & = 0 e ¢; = 1 obtemos

e— [ p(t)dt
o(t) :/T(t)z dt.

Substituindo-se v(t) em y(t) = v(t)y; (t) obtemos uma segunda solucdo da equagéo
2.13)

() = om0 =) [ @16
=0 = _— .
" T e
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Vamos ver que y;(f) dada e y»(t) obtida por (2.16) sdo solugdes fundamentais da
equacdo (2.13).

t
W[yllyZ](t) t p(t)dt

(
()

effp(t)dt
[0 B0 [ 20 0T
ZION10 B ) [ St e
= ¢ /P4 £ paratodot € R.

Assim se yy () é uma solucdo conhecida da equagdo (2.13) e y,(t) é dada por (2.16)
entdo

y(t) = cyi(t) + caya(t)

é solugdo geral da equagdo (2.13).

Atencio: Atribuindo-se diferentes valores a ¢ e a & em (2.15) obtemos uma infinidade de fung¢des v(t), mas
precisamos de apenas uma tal que W(y1, vy1](tg) # 0 para algum ponto ty. Vocé pode escolher ¢ e & da
maneira que vocé quiser, com exce¢do de c; = 0, pois neste caso teriamos y»(t) = y1(t)v(t) = coy1(t) e assim
terfamos W{y1,y2|(t) = 0, para todo .

Naio se deve memorizar a férmula obtida para y»(t). O que fizemos aqui foi mostrar o caminho que deve

ser seguido para encontrar uma segunda solucdo da equagdo linear homogénea de 2* ordem.

No préximo exemplo vamos seguir 0os mesmos passos que seguimos no caso geral.

Julho 2011

Reginaldo J. Santos
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Sejam a,b,c € R, com a # 0. Considere a equagéo
ay’ +by' +cy=0 comb?—4ac=0. (2.17)

. - ‘e _by < x
Deixamos como exercicio verificar que y1(t) = e 2! é uma solugdo da equagéo

diferencial (2.17). Vamos procurar uma segunda solucdo da forma

Y(8) = (B (F) = o(£)e", em que r = —%.
Como
v (1) =d' (e +ro(t)et e y'(t) = 0" (t)e’t 4 210 (t)e' + rPou(t)e",
entdo substituindo-se y(t),y'(t) e y”(t) na equagdo diferencial (2.17) obtemos
[a(v” +2r0' +1?0) + b(v' +rv) + cv} et =0.
Dividindo-se por ¢! obtemos
a(v" +2rv' +1*0) + b(v' + rv) + co = 0.
Colocando-se em evidéncia v”/, v’ e v obtemos
av” + (2ar + b)o' + (ar® + br + c)v = 0.

Comor = — % é (a tinica) solucgdo da equagdo ar> + br +c=0e
2ar 4+ b = 0, entdo a equagdo diferencial anterior fica sendo

av” =0 ou v" =0.

Sejaw(t) = v'(t). Entdo a equagdo v’/ = 0 torna-se w’ = 0 que tem solucdo w(t) = é.
Resolvendo-se a equagdo v’ () = w(t) = ¢ obtemos

o(t) =&t+c6 e y(t) =o(t)y(t) = (&t + &)e™.
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Tomando-se ¢; = 0 e &} = 1 obtemos uma segunda solucao, que chamamos de y;(t),
da equacdo diferencial (2.17)

yz(t) = te”.
Vamos ver que y1(t) = et ey, (t) = te'',em quer = — %, sdo solugdes fundamentais
da equacdo diferencial (2.17)
i) @) ] et te't
det { TAGEEAG) = det] (14rt)et
— 2t 1 t
= e det [ ro(1+r)
= ¢ +£0, paratodot € R.
Assim )
y(t) = cre” +cote”, emquer = ~%

é a solucdo geral da equagao ay” + by’ +cy = 0, tal que b* —4ac =0ea # 0.

Vamos tratar equagoes da forma

ay” + b]/ +cy=0, paraabceR, a#0. (2.18)
Vamos mostrar que para esta equagdo existem valores constantes de r tais que y(t) =
e’ é uma solucdo.

Substituindo-se y(t) = e, y/(t) = re" e y” (t) = r?¢" em (2.18) obtemos

ar?e’ 4 bre’ + ce™ = (ar? 4+ br 4 c)e™ = 0.




270

Como €™ # 0, entdo y(t) = e é solugdo de (2.18) se, e somente se, r é solugao da
equagao
ar* +br+c =0, (2.19)

que é chamada equacdo caracteristica de (2.18).

Observe que a equacdo caracteristica pode ser obtida da equagdo diferencial com
coeficientes constantes trocando-se y” por 12, y porreyporl.

Como uma equagdo de 2° grau pode ter duas raizes reais, somente uma raiz real
ou duas raizes complexas, usando a equagdo caracteristica podemos chegar a trés
situagdes distintas.

Se A = b> —4ac > 0, entdo a equagdo caracteristica de (2.18) tem duas raizes reais
(distintas), r1 e rp. Neste caso

rit rot

y(t) =e e p(t)=e

sdo solugdes fundamentais, pois 0 wronskiano de y; (t) = "' ey, (t) = e2! é

— yl(t) ]/Z(t) _ erlt erzt

W[l/lrl/z](t)—det{yi(t) ne | = det | ot o
erlterztdet{ 11 }

rp 1

= (rp—r)e*2)t £ 0, paratodot € R.
Assim no caso em que a equagdo caracteristica tem duas raizes reais distintas rq e 1y,
y(t) = cre"! + cpe™!

é a solucdo geral de (2.18).




271

equagao

Seja w um numero real positivo. Vamos encontrar a solugdo geral da

y// _ wzy — 0

A equacao caracteristica desta equagao diferencial é 2 — w? = 0, que tem como
raizes r1 = w e r; = —w. Assim, a solugdo geral da equacdo diferencial acima é

wt

y(t) = c1e“t + ce”

Se A = b? —4ac = 0, entdo a equagdo caracteristica (2.19) tem somente uma raiz real

b
r = ——. Neste caso,
2a ,
n(t)=e'=ez!
é solugdo da equagdo diferencial (2.18).
No 2.6 268 mostramos como encontrar uma segunda solucao

b
para esta equacdo. L& mostramos que y;(t) = te't = te” 2! também ¢é solucdo da

t

equacdo (2.18) e que y1(t) = ezt e ya(t) = te~2 ! sdo solucdes fundamentais da

equagcdo diferencial (2.18).
Portanto no caso em que a equagdo caracteristica tem somente uma raiz real r = — 2
_by _by
y(t) =cre” 2" +cote 2

é a solucdo geral de (2.18).

Vamos encontrar a solugdo geral da equagdo

y'+2y' +y=0.
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A equagio caracteristica é 2 +2r +1 = 0 que tem como raiz r; = —1. Assim a
solugdo geral da equacéo é

y(t) = cre”t +cote .

Se A = b% — 4ac < 0, entdo a equagio caracteristica (2.19) tem duas raizes complexas,
que sdo conjugadas, ou seja, se r; = & +iff é uma raiz da equacdo caracteristica (2.19),
entdo a outra raiz é rp = a — i. Neste caso, pela férmula de Euler (2.9) temos:

yi(t) = et = el TP = o (cos Bt 4 isen pt) e
ya(t) = et =TIt = o (cos(—Bt) + isen(—Ppt)) = e* (cos Bt — isen Bt).

Pela anélise feita no inicio dessa segdo sabemos que y1(t) = €'’ e y»(t) = €' sdo
solucdes (complexas) da equagdo diferencial (2.18). Além disso, assim como quando
r1 e 1y sdo reais, o wronskiano

_ vi(t) wa(t) | _ ent et

W[yl,yz](t)—det{ TAORRAG = det et ppert
= erlterztdet[ b1 ]

o

= (ra—r)enTt = _2ipe?t £ 0, VteR,

ou seja, y1(t) e y2(t) sdo solugdes fundamentais de (2.18). Assim no caso em que a
equacdo caracteristica tem duas raizes complexasry = a +ifer, = a —if,

y(t) = Clerlt + C2672t, C,CeC

é a solucdo geral complexa de (2.18).
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Figura 2.5 — Algumas solug¢des da equacao
do Exemplo 2.7

E

o/

Figura 2.6 — Algumas solugdes da equacdo
do Exemplo 2.8

Julho 2011
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Vamos encontrar um conjunto fundamental de soluges reais. A solugdo geral com-
plexa pode ser escrita como

y(t) — Cle(a+iﬁ)t +Cze(oc—iﬁ)t
= C1e™(cos Bt +isen pt) + Coe™ (cos pt — isen pt)
(C1+ Cp)e™ cos Bt +i(Cq — Cp)e* sen Bt (2.20)

1
Tomando C; = C; = = em (2.20), temos a solugdo real u(t) = ¢* cos Bt.

N

1

Tomando C; = —C, = % temos a solugdo real v(t) = e sen Bt.
i

Vamos mostrar, agora, que se as raizes da equacdo caracteristica sdo complexas,

entdo u(t) e v(t) sdo solugdes fundamentais de (2.18).

_ (n o] _ et cos pt e sen ft
Wlu,v](t) = det{ Zl ¢ ” ] = det{ e (n cos/%ioj/%senﬁt) E“t(asen/;fiﬁcosﬁf) ]
N Bt senft pt n pt
et ("‘dEt[ cos Bt 2§nﬁt } +h det[ _Cé’inﬁt cos Bt D

Be* £0, paratodot € R.

Assim no caso em que a equacao caracteristica tem duas raizes complexas | = a +if3
ery =a—1iP,
y(t) = c1e* cos Bt + cpe* sen Bt

é a solucdo geral de (2.18).

Seja w um nitimero real positivo. Vamos encontrar a solugdo geral da
equagao
" 2.
Yy +wy=0.
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A equacéo caracteristica desta equagao diferencial é 2 + w? = 0, que tem como
raizes r] = iw e rp = —iw. Assim, a solucdo geral da equacdo diferencial acima é

y(t) = cq cos wt + cp sen wt. (2.21)

Escrevendo o par (c1, ¢2) em coordenadas polares temos que
y A

(c1,02)

C2

{ cq = Rcos/, (2.22)

¢ = Rsend.

1 X

Substituindo-se os valores de c; e ¢ na equagdo (2.21) obtemos

y(t) = R (cos d cos (wt) + send sen (wt)) = Rcos(wt — §),

em que R = \/c? + ¢3 e 6 sdo obtidos de (2.22).
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y(t) = R cos(wt - 3),5>0,w>0, R>0

R @

glor—-

[-R

Figura 2.7 — Uma solugdo da equagdo do
Exemplo 2.9

Julho 2011
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Para resolver a equagdo diferencial
ay’" +by +cy=0, paraab,c€R, a#0.
encontramos a equagdo caracteristica
ar* +br +c=0.
Se A = b? — 4ac > 0, entdo a solugao geral da equagio diferencial é

—b++VA
2a

"t e, em queryp =

y(t) = cre

Se A = b? — 4ac = 0, entdo a solugdo geral da equacdo diferencial é
y(t) = clefﬁt + cpte” %t

Se A = b? — 4ac < 0, entdo a solugio geral da equacéo diferencial é

VA
2a

—b
y(t) = c1e* cos Bt + ce* sen Bt em que « = 5 B=
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382
Mostre que y;(x) = x3 é solucdo da equacéo diferencial
2x%y" —xy' —9y =0,

Encontre uma fungéo u(x) tal que y2(x) = u(x)y1(x) seja solugdo da equacdo dada. Prove que as duas
solugdes y1(x) e ya2(x) sdo solugdes fundamentais.

Mostre que y;(x) = x~ 1, x > 0, é solucdo da equacdo diferencial
Y’ +3xy +y=0.

Encontre uma fungéo u(x) tal que y2(x) = u(x)y1(x) seja solugdo da equacdo dada. Prove que as duas
solugdes 1 (x) e y2(x) sdo solugdes fundamentais.

As equagdes de Euler sao equagdes que podem ser escritas na forma
x*y" +bxy +cy=0, emqueb,ccR. (2.23)

Existem valores constantes de r tais que y(x) = x” é uma solugdo de (2.23). Além disso y(x) = x" é
solucdo da equacao (2.23) se, e somente se,

P4 (b—-1)r+c=0, (2.24)

que é chamada equacio indicial de (2.23). Se a equacdo indicial 7> + (1 — b)r + ¢ = 0 tem somente

. 1-— . <1 .
uma raiz real, r = 5 determine uma segunda solugdo linearmente independente da forma

ya(x) =v(x)y1(x) = v(x)x%, para x > 0.
Determine qual ou quais das fungdes z1 (x) = x2, zo(x) = x> e z3(x) = e~ sdo solucdes da equagao

(x+3)y" +(x+2)y —y=0
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Seja y1(x) uma das solugdes obtidas no item anterior. Determine uma segunda solugdo y,(x) de
forma que y1(x) e y2(x) sejam solu¢des fundamentais da equagéo.

Determine a solugdo geral da equagdo
(x+3)y" + (x+2)y' =y =0

e obtenha a solu¢do do problema de valor inicial

(x+3)y" + (x+2)y —y =0,
{ y(1) =1,
y'(1) =3

Justifique sua resposta!

Mostre que a solugdo do problema y” + 2y’ = 0,y(0) = a,3'(0) = b tende para uma constante quando
t — +o0. Determine esta constante.

Mostre que se 0 < b < 2, entdo toda solugdo de y” + by’ + y = 0 tende a zero quando t — +oo.
Considere o problema y”" — 4y = 0,y(0) = 0,4/ (0) = b # 0. Mostre que y(t) # 0 para todo t # 0.

Considere o problema y”" —y' + 1y = 0, y(0) = 2,/(0) = b. Determine os valores de b para os quais a
solugdo y(t) — +oco quando t — +oo.

Considere a equagdo y” + 2by’ +y = 0. Para quais valores de b a solugdo y(t) tende a zero quando
t — +o00, independente das condig¢des iniciais.

Encontre a solugdo geral da equagao
y'+2y +ay =0

parax > 1,paraax = leparaa < 1.

Para quais valores de « todas as solugdes tendem a zero quando ¢ — +oco.
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2.3 Equacoes Nao Homogéneas

Uma equagdo diferencial linear de 2? ordem é ndo homogénea se ela pode ser escrita
como

Y+ pt)y +aq(t)y = f(t). (2.25)

com f(t) uma func¢do ndo-nula.

Teorema 2.6. Seja y,(t) uma solucdo particular da equacdo (2.25). Sejam y(t) e yo(t) solugdes fundamentais da equagio
homogénea correspondente. Entdo a solugio geral da equagdo niio homogénea (2.25) é

y(t) = ciya(t) + caya(t) +yp(t).

Ou seja, a solugdo geral da equagdo diferencial linear de 2 ordem ndo homogénea é a soma da solugdo geral da equagio
homogénea correspondente, c1y (t) + cay2(t), com uma solugio particular da equagio diferencial nido homogénea, y,(t).

Demonstracao. Seja y(t) uma solugdo qualquer de (2.25) e y,(t) uma solugio par-
ticular de (2.25). Vamos mostrar que Y(t) = y(t) — y,(t) é solugdo da equagéao ho-
mogénea associada

y' +pt)y +q(t)y = 0. (2.26)
Y'(#) +p)Y' () +q)Y () = (y(t) —yp(t)" +pE) () —yp(t) +a(t)(y(t) — yp(t))
= (") +p®y ) +aty(t) - (y;’ (1) + p(t)yp(t) + q(t)yp(t))
=f® =f()
= f(t)—f(t)=0.

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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Assim se y1(t) e y2(t) sdo solugdes fundamentais da equagdo homogénea associada
(2.26), existem constantes c; e ¢ tais que

Y(t) = y(t) —yp(t) = ciy1(t) + caya(t),

ou seja, se y(t) é uma solugdo qualquer de (2.25) e y1 (t) e y2(t) sdo solugdes funda-
mentais da equagdo homogénea associada (2.26), entdo

y(t) = c1y1(t) + coya(t) +yp(t). (2.27)
]

Portanto para encontrar a solugdo geral de uma equacdo linear de 2% ordem né&o ho-
mogeénea precisamos encontrar uma solugdo particular e duas solugées fundamen-
tais da equacdo homogénea correspondente.

t
A fungdo y,(t) = 1 é solucdo da equagdo diferencial
y' +4y =t
(verifique!) J4 vimos no 22 255 que a solucdo geral da equacéo

diferencial homogénea correspondente, y”’ +4y =0, é
y(t) = c1 cos 2t + c; sen 2t.

Logo a solugdo geral da equagdo ndo homogéneay” +4y =t é

t
y(t) = c1 cos 2t + ¢y sen 2t + T
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A fungéo y(t) = % sen(2t) é solucdo da equagdo

y" +4y = 2cos(2t)

(verifique!). Logo

y(t) = c1.cos 2t + ¢y sen 2t + % sen(2t).
é solucdo geral da equacéo diferencial

y" +4y = 2cos(2t).

Teorema 2.7 (Principio da Superposicéo para Equagoes Nao Homogéneas). Se yl(,l) (t) é uma solugdo de

y'+p)y +4(t)y = fi(t)
e y;z) (t) é uma solugdo de
v +p)y +q(t)y = fo(t),

entdo yp(t) = y,(}) (t) + y;,z) (t) é solugdo de

v +p)y +q(t)y = fi(t) + f2(t).
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yp(8)" + p(D)y, (D) +q()yp () =
= WO +yP )+ pm @ ) + ¥ ) e () + v (1) =
= v+ ey (@) + a0y (1) + P )" + ey () + )y () =

=f1(t) =f2(t)

fi(t) + f2(t),

pois y,(l,l) (t) é solugdo da equagdo

Y +p)y +q(t)y = fi(t)

e y,(f) (t), da equagao

Y +pt)y +q(t)y = fa(t).

u
t
Vimos no 2.10 que a fungdo y1(t) = i é solugdo da equacgdo
diferencial
yi+dy =t
t
e a funcdo i, (t) = 3 sen(2t) é solugdo da equagao
v +4y =2cos(2t).
Pelo Principio da Superposi¢do para Equagdes Ndo Homogéneas ( 2.7)

y(t) = i + ésen(Zt) é solugdo da equagao

y' +4y =2cos(2t) +t
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e a solugdo geral desta equacgdo é

t t
y(t) = c1cos2t + cy sen 2t + 173 sen(2t).

Este método funciona para qualquer equagdo linear de 2a. ordem

Y+ pt)y +aq(ty = f(t),

para qual se conhega duas solugdes fundamentais y(t) e y2(t) da equagdo ho-
mogeénea correspondente em um intervalo I, onde o wronskiano W[y, y2](t) # 0,
paratodot € I.

Lembramos que neste caso a solugdo geral da equagdo homogénea correspondente é

y(t) = caya(t) + caya(t).

Vamos procurar uma solugdo particular da equagdo ndo homogénea que tenha a
forma da solugédo geral da homogénea, mas substituindo os pardmetros (constantes)
c1 e ¢ por fungdes a determinar uq(t) e uy(t), respectivamente, ou seja, da forma

y(t) = ur(H)y1(¢) + ua(t)y2(t). (2.28)

com a condigdo de que

Y (£) = ur (O)y1 (1) + w2 (t)ys (1),

ou equivalentemente que

uy (Hy1(t) + ua(t)y2(t) =0 (2.29)
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Assim,

y'(5) = wr (v (8) + ua (O (£) + ua(D)ya(t) + ua(t)y3 (1)
Substituindo-se y(t),y'(t) e y” () na equagdo obtemos
/!
n

() +ua()ya () + u2(t)ys ()
+p(t) (n (yr (¢) +uz (Bya (1))
+q(8) (ur(Hy1(t) + ua()y2(t)) = f(£)

Agrupando os termos que contém 1 (t), u5(t), u; (t) e ux(t) obtemos a equagéo dife-
rencial de 1a. ordem para u1(t) e uy(t)

uy (D (8) + ua(Hya(t) + wr (8) (v1 (1) + p(Hyr (8) + q(B)ya(t))
=0
+uz(t) (ya (1) + p(H)ya(t) +q(t)ya(t) = f(t)

=0

uy (H)yr (8) +ur(H)y

Portanto u1(t) e uy(t) satisfazem além da equagdo (2.29) a equagao

uy(Hyr(t) +ua()ya(t) = f(1) (2.30)
Assim juntando as equagdes (2.29) e (2.30) obtemos o sistema de equacdes lineares
para u) (t) e uj(t)

{.‘/l(t>u/1(t) + yp(Huy(t) = 0
ViUl () + () = f(b)
que pode ser escrito na forma
AX =B
em que
e b [ nl REA0 [ o
A‘[c d}‘[yw) y§<>]' X‘[ui(t)] e B‘[f(t)]
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que tem solucéo

] = x| B L e e [
050 |

)f (1)

det(

_ 1 { 2
Wiy ya](t) [ 1
Obtemos assim duas equagdes diferenciais de 1a. ordem

u{(t) — _ yZ(t)f(t)

Wly1, y2](1)
Hf(t)
W) = Y 1
O Wyl
que podem ser resolvidas simplesmente integrando-se
t)f(t
NP AGY()

Wiy, vl (0
_ [ n®Of()
2 = | Wyl

Substituindo u1 () e uy(t) na equacgdo (2.28) obtemos uma solugdo particular

OFO) 4 [ OO

vp(0) ==y [ @, T Wly1, 2| (t)

Atencao: Ndo se deve memorizar a férmula obtida. O que fizemos aqui foi mostrar o caminho que deve ser
seguido para encontrar uma solugdo particular da equagéo linear ndo homogénea de 2? ordem.
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No préximo exemplo vamos seguir 0os mesmos passos que seguimos no caso geral.

Vamos resolver o problema de valor inicial

{ vy +y=sect
y(0) =1, y'(0) = -2

A solugéo geral da equagdo homogénea correspondente, y’ +y = 0, é
y(t) = cpcost+ cysent.

Vamos procurar uma solugdo particular da forma

y(t) = up(t)cost+ uy(t) sent (2.31)
com a condic¢do
y'(t) = uy(t)(—sent) + uy(t) cost (2.32)
ou equivalentemente
uj(t) cost+uh(t)sent =0 (2.33)

Assim,
y"(t) = uy(t)(—sent) +uy(t)(—cost) + ub(t) cost + us(t)(—sent)
Substituindo-se y(t),y’'(t) e y”(t) na equagdo obtemos

u)(t)(—sent) + uq(t)(— cost) + uy(t) cost + up(t)(—sent)+
+up(t)cost+uy(t)sent = sect

Simplificando-se obtemos

uj(t)(—sent) + uh(t) cost = sect (2.34)
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Resolvendo-se o sistema linear obtido das equagdes (2.33) e (2.34) obtemos

e [

Integrando-se cada equagdo obtemos

t
ul(t):/—izrsltdt:ln|cost\+cl, uz(t):/ldt:t+c2,

Tomando ¢; = 0 e c; = 0 e substituindo-se em (2.31) obtemos a solugao particular
yp(t) = (In|cost|) cost + tsent.
Portanto a solugédo geral da equacdo é
y(t) = (In|cost|) cost + tsent + ¢y cost + cp sent. (2.35)

Substituindo-se t = 0 e y = 1 em (2.35) obtemos ¢; = 1. Por (2.32), a derivada da
solucdo particular é

y;,(t) = —uy(t)sent+ uy(t)cost = —(In|cost|)sent + tcost
e assim a derivada da solucdo geral (2.35) é dada por
y'(t) = —(In|cost|)sent + tcost — ¢y sent + ¢ cos t. (2.36)

Substituindo-se t = 0 e y/ = —2 em (2.36) obtemos ¢; = —2. Logo a solug¢do do PVI
é

y(t) = (In|cost|)cost +tsent + cost —2sent, para — g <t< g
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\

I
t
-3r/4 -T1/2

Figura 2.8 — A solugdo do problema de valor inicial do Exemplo 2.12

t
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4
t
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Vamos tratar equagdes da forma
ay” +by' +cy = f(t). (2.37)
em que 4, b e c sdo ntimeros reais, a # 0.

Este método funciona quando a fungdo f(t) tem uma das seguintes formas:
f(t) =ap+...+aut", emqueay,...,a, € R.
Neste caso deve-se procurar uma solucéo particular da forma

yp(t) = t°(Ag+ ... + Ant"),

em que s é o menor inteiro ndo negativo que garanta que nenhuma parcela

de y,(t) seja solugdo da equagdo homogeénea correspondente e Ay, ..., A, sdo

coeficientes a serem determinados substituindo-se y,(t) na equagao (2.37). O
2.13 ilustra este caso.

f(t) = (ag+...+ayt")e™, em que ay, ..., a,,a € R.
Neste caso deve-se procurar uma solucéo particular da forma

yp(t) = (Ag+...+ Apth)e,

em que s é o menor inteiro ndo negativo que garanta que nenhuma parcela

de yp(t) seja solucdo da equagdo homogénea correspondente e Ay, ..., A, sdo

coeficientes a serem determinados substituindo-se y,(t) na equagao (2.37). O
2.14 ilustra este caso.

f(t) = (ag+ ...+ ant")e* cos Bt ou f(t) = (ag + ...+ ayt")e* sen Bt,
emqueday,...,a;,& 3 € R.
Neste caso deve-se procurar uma solugédo particular da forma

yp(t) = £[(Ag+ ...+ Ant")e" cos Bt + (By + ... + But")e* sen Bt],
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em que s é o menor inteiro ndo negativo que garanta que nenhuma
parcela de y,(t) seja solugdo da equagdao homogénea correspondente e
Ay, ..., An, By, ..., By sdo coeficientes a serem determinados substituindo-se
yp(t) na equagdo (2.37). O 2.15 ilustra este caso.

Vamos encontrar a solugdo do problema de valor inicial

{ ]///+]//:2+t2
y(0) =1, y'(0) =2

Precisamos encontrar a solugdo geral da equagdo homogénea correspondente v +
y' = 0. A equacdo caracteristica é

P+r=0

que tem como raizes r; = 0 erp = —1. Assim a solugdo geral da equagdo homogénea
correspondente " +y' =0 ¢
y(t) = c1 +coe .

O segundo membro da equagcio diferencial, 2 + t2, é da forma (1). Vamos procurar
uma solugdo particular da forma

yp(t) = tH(Ag + Art + Aot?) = Aot + A2 + AP

O valor de s é igual a 1, pois para s = 0, a parcela Ag é solugdo da equagido ho-
mogeénea (c; = 0 e c; = Ap).

Yp(t) = Ag + 241t + 34,87

yp(t) = 2A1 +6Ast.
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Substituindo y,(t) e y} (t) na equagdo y” +y' = 2 + * obtemos
(2A71 +6Ast) + (Ag +2A1t +3A5t%) = (Ag+2A1) + (2A1 + 6A5)t +3A1> =24 12

Comparando os termos de mesmo grau obtemos o sistema linear

Ay + 244 = 2
2A1 + 6A; = 0
34, =1
que tem solugdo Ag = 4, Ay = —1e Ay = 1/3. Assim uma solugdo particular da

equagdo ndo homogeénea é
1
yp(t) =4t — 2 + gt3

e a solucdo geral da equagdo ndo homogénea é

1
y(t) = c1+coe 4t — 12+ §t3 (2.38)

Para resolvermos o problema de valor inicial vamos calcular a derivada da solucao
geral da equagdo ndo homogénea

Y (t) = —coet + 12 -2t +4 (2.39)

Substituindo-set =0ey =1em (2.38) et =0 ey’ = 2 em (2.39) obtemos

g + 2 =1
4 — 2 = 2
de onde obtemos c; = —1 e ¢ = 2. Logo a solugdo do PVI é

1
y(t) = —1+2e " 44t — 1> + gt?’
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Figura2.9 — A solucdo do problema de va-
lor inicial do Exemplo 2.13
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Vamos encontrar a solugdo geral da equagdo
y'+2y +y =2+

Precisamos encontrar a solugdo geral da equagdo homogeénea correspondente vy +
2y’ +y = 0. A equagdo caracteristica é

P+2r+1=0

que tem como raiz r; = —1. Assim a solugdo geral da equagdo homogénea corres-
pondente y” +2y' +y=0¢

y(t) = cre” !+ cote .

O segundo membro da equagao diferencial, (2 + t)e ™, ¢ da forma (2). Vamos procu-
rar uma solugdo particular da forma

yp(t) = t2(Ag + Art)e " = (Aot + ArfP)e™!
O valor de s é igual a 2, pois para s = 0 as parcelas Age ! e Ajte! sdo solugdes da
equagdo homogénea (c; = Ap, cp =0ec; =0, cg = Aj) e paras = 1 a parcela
Apte™! é solugdo da equagdo homogeénea (c; = 0 e c; = Ay).

vy (t) = (ZAot +(3A1 — Ag)t® — A1t3) et

HOE (ZAO + (6A1 — 4Ag)t + (Ag — 6A)E + A1t3) et
Substituindo y),(t) e y, (t) na equagéo y” + 2y’ +y = (2 +t)e~ obtemos
(2A0 +(6A1 —4Ag)t + (Ag — 6412 + A1t3) et +
+2 (2A0t + (347 — Ag)? — A1t3) et
+ (AP 4+ AP)e™ = (24t)e !
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Simplificando o primeiro membro obtemos
(2A0+6A1t) e = 2+t ! = 2Ap+6A1t =2+t

Comparando os termos de mesmo grau obtemos o sistema linear

24, = 2
6A; = 1

que tem solugdo Ayp = 1 e A; = 1/6. Assim uma solugdo particular da equagdo ndo
homogénea é

14
yﬂﬂ:(ﬂ+gﬁkt

e a solugdo geral da equagdo ndo homogénea é

1
y(h) = e teate™! 4 (P e
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Figura2.10 - Algumas solucoes da
equagdo do Exemplo 2.14

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Vamos encontrar a solugdo geral da equagdo
v’ +2y +2y = e’ cost.

Precisamos encontrar a solugdo geral da equagdo homogénea correspondente v +
2y’ + 2y = 0. A equagéo caracteristica é

P4+2r+2=0

que tem como raizes 1y = —1+ier, = —1 —i. Assim a solucdo geral da equacdo
homogénea correspondente " + 2y’ +2y =06

t

y(t) = cre " cost + coe sent.

O segundo membro da equagéo diferencial, ¢! cost, é da forma (3). Vamos procurar
uma solugdo particular da forma

yp(t) = t°(Ae' cost + Be' sent) = Ae' cost + Be' sent

O valor de s é igual a 0, pois nenhuma parcela de y,(t) é solugao da equagao ho-
mogénea.

yp(t) = A(e'cost —e'sent) + B(e' sent +e' cost+) = (A+ B)e' cost+ (B— A)e' sent
y,(t) = 2Be cost — 2Ae sent.
Substituindo y), () e y, (t) na equagdo y” + 2y’ +y = e’ cos t obtemos
2Be! cost —2Ae' sent +2 ((A+ B)e' cost + (B — A)e' sent)
+2(Ae' cost + Be' sent) = e’ cost
Simplificando o primeiro membro obtemos

(4A +4B)e' cost + (4B —4A)e' sent = e’ cos t
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Comparando os coeficientes de e’ cost e de ¢! sen t obtemos o sistema linear

—4A + 4B 0

{4A+4B:1

que tem solugdo A = 1/8 e B = 1/8. Assim uma solugéo particular da equagdo ndo
homogeénea é

t

(t) = 1e cost + let sent
=g 8

e a solugdo geral da equagdo ndo homogénea é

t t

L
sent+ —e'(cost +sent)

cost+ cre
+ 3

y(t) =cre”
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Figura2.11 — Algumas solucoes da
equagao do Exemplo 2.15
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Exercicios (respostas na pagina 390)
3.1. Encontre a solugéo geral das equacgoes:

—5x

)
)y — 4y +6y = 3x.
) ¥ +y = cosect
(@) y' —y=(+e"h)?
)
)

3.2. Resolva os problemas de valor inicial:

@ y'+y —2y=£+3, y(0)=0, y'(0)=

(b) y” +2y +y=3sen(2t), y(0)=0, ¥ (0)=0

(©) y'—4y +4y=3et, y(0)=0, y(0)=0

() 2" +2' +y =1, y(0)=0, ¥(0)=
3.3. (a) Encontre a solugdo geral da equagdo

y'+2y +ay=0
paraa >1,parax =leparaa < 1.

(b) Determine a forma adequada para uma solugéo particular da equagéo

Y +2y +ay = te sen(vVa — 1)

paraa > 1.

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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2.4 Oscilagoes Livres

°

Figura 2.12 — Sistema massa-mola na verti-
cal .

B

M-=4
A3 -

B
=%
=

AA—:Q

Pw=d

we
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Considere um sistema massa-mola na vertical. Seja L o alongamento provocado na
mola pela colocacdo da massa m quando o sistema estd em equilibrio. Neste caso a
magnitude da forga eldstica é igual a magnitude do peso, ou seja,

mg = kL. (2.40)

Aqui k é chamada constante da mola. Seja y(t) o alongamento da mola em um
instante t. Defina a nova fungao

Sobre a massa agem o seu peso,
P =mg,

a forca da mola que é proporcional ao seu alongamento e tem sentido oposto a ele,
Fo = —ky(t) = —k(u(t) + L),
uma forga de resisténcia proporcional a velocidade,
Fo=—qy/(t) = —u/(t)

. Aqui vy é a constante de amortecimento.
Pela segunda lei de Newton, temos que

my" (t) = mg —ky(t) —vy'(t)
ou escrevendo em termos de u(f) = y(t) — L:
mu" (t) = mg — k(L + u(t)) — yu'(t) (2.41)
Assim, por (2.40) e (2.41), u(t) satisfaz a seguinte equacao diferencial
mu" (t) 4+ yu'(t) + ku(t) = 0. (2.42)

que é a mesma equacdo que satisfaz x(t) no caso da mola estar na posicdo horizontal.
Verifique!
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2.4.1 Sem Amortecimento

Fe =-kx
Figura 2.13 — Sistema massa-mola li- W/\._

vre ndo amortecido 0

< ¥
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Vamos considerar inicialmente o caso em que ndo amortecimento, ou seja, ¥ = 0.
Assim a equagdo (2.42) para o movimento da massa é

mu' +ku =0
A equacdo caracteristica é

m?+k=0 & r== ki
m

Assim a solucdo geral da equacdo é

u(t) = c1 cos (\/Ei) —+ cpsen <\/zt>

Seja wy = 4/ % Entdo a equagdo acima pode ser escrita em termos de wp como
u(t) = cq cos (wot) + cz sen (wot) . (2.43)

Marcando o ponto (cy, ¢2) no plano e escrevendo em coordenadas polares temos que
y A

(c1,¢2)
o) v

(2.44)

¢1 = Rcosé,
¢ = Rsend.

c1 X
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Substituindo-se os valores de c; e cp obtidos de (2.44) na equagédo (2.43) obtemos

u(t) = Rcosdcos(wot)+ Rsendsen (wot)
= R(cosdcos (wpt) + send sen (wot))
= Rcos(wpt — ),

Aqui foi usada a relagdo

cos(a — b) = cosacosb +senasenb.

wp é chamada frequéncia natural do sistema, J a fase e R a amplitude.

- - g 27 .
Neste caso a solugdo da equagdo é periddica de periodo T = —. Este movimento
wo
oscilatério é chamado movimento harménico simples.
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Oscilagéo Livre sem Amorteci

Figura2.14 — Solucao do sistema massa-
mola livre ndo amortecido

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Sabendo-se que o problema de valor inicial que descreve um sistema
massa-mola é dado por

y'+2y=0, y(0)=0, y'(0)=1

Encontre a solucdo geral da equagdo diferencial e resolva o problema de valor
inicial. Determine a amplitude, a frequéncia, a fase e o periodo.

Esboce o gréfico da solugdo obtida.

Equagdo caracteristica é r*> + 2 = 0, que tem como raizes r = 4/2i.
Logo a solugdo geral da equagdo diferencial é :

y(t) = cq cos (\fZ t) + ¢ sen (\fz t) .
Para resolver o PVI precisamos calcular a derivada da solugdo geral:

¥ (t) = —c1V2sen (\fZ t) + c2V/2 cos (\fz t)

Substituindo-se t =0,y = 0, y’ = 1 obtemos:
c1=0, = Q
1—=Y 2 = 5 "
Solugdo do PVIL:
V2
y(t) = —- sen (\/i t) .

I
~~
S

Marcando o ponto (c1,¢7)
ou seja,

u(0) = sen (V2 1) = Pos (v2i-T)
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v

A amplitude é igual a 72, a frequéncia é igual a /2, a fase é igual a 71/2 e o
periodo é igual a 27t/ V2.

L +21/2/2

.

Como as oscilagdes sdo livres, F,yt = 0. Assim a equagdo (2.42) para o movimento da
massa é
mu” 4+ yu' +ku=0

A equacdo caracteristica é mr? 4 yr+k=0eA = 72 — 4km
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F =-yv F =-kx

F =-yv

Figura 2.15 — Sistema massa-mola livre com amor-
tecimento !

< ¥
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Aqui temos trés casos a considerar:

Se A = 9% — 4km > 0 ou v > 2v/km, neste caso
u(t) = cret + cpe™,

em que

1,2

—yEVA [y —dkm <0
- 2m 2m
Este caso é chamado superamortecimento e a solucao

u(t) - 0 quando t — +oo.
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Super Amortecimento

u u(t) = crett + cpen2!
P —y+ /9?2 —4km
12 = ™
c1+c=1p

Figura2.16 — Algumas solucoes do sis-
tema massa-mola livre com superamor-
tecimento
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Se A = 72 —4km = 0 ou v = 2vkm, neste caso
t t
u(t) = cle” 2 + cote I
Este caso é chamado amortecimento critico e a solugao

u(t) - 0 quando t — +oo.
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Amortecimento Critico

_at ot
u(t) = cie” 2m +cyte” 2m

C1 = U

—_

Figura2.17 — Algumas solucoes do sis-
tema massa-mola livre com amorteci-
mento critico
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Se A = 9% —4km < 0ou 0 < ¢ < 2v/km, neste caso
u(t) = e*%(cl cos ut + ¢y sen pt) (2.45)

em que

< Wy

V:\/4km—72:\/2 7?

2m YO gn2
27
Aqui, p é chamado quase frequéncia e T = — ¢é chamado quase periodo.

Escrevendo novamente o par (c1, c2) em coordenadas polares temos que
y A

(c1,02)

C2

{cl = RcosJ, (2.46)

¢ = Rsend.

C1 X

Substituindo-se os valores de ¢ e ¢z na equagdo (2.45) obtemos
u(t) = e~ (Rcosécosut + R sendsen ut) = Re~%n cos(ut —96),

em que R = 4 /c% + C% e § sdo obtidos de (2.46).
Este caso é chamado subamortecimento e a solugdo

u(t) - 0 quando t — +oo.




316 Equacdes Diferenciais Lineares de 22 Ordem

. . g Lot . _at
Este ¢ um movimento oscilatério com amplitude Re™ 2% é chamado quase
periddico.

Observe que nos trés casos a solugdo u(t) — 0 quando t — +oo.

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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Sub Amortecimento
Ay ot
u(t) = e 2m (cq cos put + co sen ut)
2
=/ wi— 477 < wp
C1 = Up
uO
Figura2.18 — Algumas solucoes do sis-
tema massa-mola livre com subamorte-
cimento
Sub Amortecimento
A

t
u(t) = Re™ 7w cos(ut —6),

2
— 2 i
H=V@G ™ g <0

2n
+Ri

-R

Figura2.19 — Solucao tipica do sistema
massa-mola livre com subamortecimento

Julho 2011

Reginaldo J. Santos



318 Equacdes Diferenciais Lineares de 22 Ordem

super amortecimento, > 2v/km

Y/

amortecimento critico, ¥ = 2vkm

sub amortecimento, v < 2vkm

Figura 2.20 — Comparacao das solucoes do
sistema massa-mola livre com amorteci-
mento para diferentes valores da cons-
tante de amortecimento 7y

Introdugdo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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399

Sabendo-se que o problema de valor inicial que descreve um sistema massa-mola é dado por
y'+5y =0, y(0)=1 y(0)=0
Encontre a solugdo geral da equagdo diferencial e resolva o problema de valor inicial. Determine a

amplitude, a frequéncia, a fase e o periodo.

Esboce o gréfico da solucdo obtida.

Sabendo-se que o problema de valor inicial que descreve um sistema massa-mola é dado por
2y" +3y=0, y(0)=1, y(0)=0

Encontre a solugdo geral da equacéo e resolva o problema de valor inicial. Determine a amplitude,
a frequéncia, a fase e o periodo.

Esboce o gréfico da solugdo obtida.

Se um sistema massa-mola com uma massa de 2 kg e uma mola com constante de elasticidade igual 0,5
N/m é colocado em movimento, no instante { = 0, num meio em que a constante de amortecimento é
igual a 1 N.s/m, determine a posi¢do da massa em qualquer instante {, considerando a posig¢do inicial
igual 1 e a velocidade inicial uj).

Uma massa de 100 gramas estica uma mola 10 centimetros. Suponha que ndo haja amortecimento e que
a aceleragdo da gravidade seja de 103 centimetros por segundo ao quadrado. Encontre a frequéncia, o
periodo e a amplitude do movimento. Determine a posi¢do u em fun¢do do tempo ¢ e faca um esbogo do
seu grafico.

Se a massa é colocada em movimento a partir da sua posi¢do de equilibrio com uma velocidade
apontada para cima de 4 centimetros por segundo.

Se a massa é puxada para baixo esticando a mola 1 centimetro e depois colocada em movimento
com uma velocidade para baixo de 10 centimetros por segundo.
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Se a massa é puxada para baixo esticando a mola 2 centimetros e depois é solta.

Uma massa de 100 gramas estica uma mola 10 centimetros. A massa estd presa a um amortecedor viscoso.
Suponha que a aceleracao da gravidade seja de 10° centimetros por segundo ao quadrado.

Para quais valores da constante de amortecimento 7Y o sistema é super—amortecido, tem um amorte-
cimento critico e é sub-amortecido.

Suponha que o amortecedor exerce uma forca de 10* dinas (=gramas-centimetros por segundos?)
quando a velocidade é de 10 centimetros por segundo. Se a massa é puxada para baixo 2 centimetros
e depois é solta, determine a posi¢do u em func¢do do tempo ¢ e faga um esbogo do seu gréfico. Qual
o valor do quase periodo?

O movimento de um péndulo simples de massa m e comprimento ! é descrito pela funcgdo 6(t) que
satisfaz a equagdo diferencial

a0 g
7 + Tsen() =0.

Suponha que o angulo 6 seja pequeno o suficiente para que seja vélida a aproximacéo sen ~ 0.
Encontre 0(t) sabendo-se que o péndulo é solto de um angulo 6.

Determine a frequéncia, o periodo e a amplitude de oscilagdo do péndulo.
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Vamos supor que uma forga externa periédica da forma Fox¢ = Fycos(wt), com
w > 0, seja aplicada a massa. Entdo a equacdo (2.42) para o movimento da massa é

mu" + yu' + ku = Fycos(wt)

Neste caso a equacdo diferencial para o movimento da massa é
mu" + ku = Fy cos(wt) (2.47)
Sabemos que as solugdes sdo da forma
u(t) = cq cos (wot) + cp sen (wot) + 1y (t)
em que, pelo método dos coeficientes a determinar,
up(t) = t°[Acos(wt) + Bsen(wt)]

é uma solugao particular e s é o menor inteiro ndo negativo que garanta que ne-
nhuma parcela de u,(t) seja solugao da equacdo homogénea correspondente e A e B
sdo coeficientes a serem determinados substituindo-se u,(t) na equagao diferencial
(2.47).

Temos dois casos a considerar:

Se w # wy. Neste caso s = 0, pois nenhuma das parcelas de u,(t) é solugdo da
equagdo homogénea correspondente. Entdo a solugdo particular é da forma

up(t) = Acos(wt) + Bsen(wt)
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e a solugdo geral da equagdo é da forma
u(t) = cq cos (wot) + ca sen (wpt) + A cos(wt) + Bsen(wt)

Deixamos como exercicio para o leitor verificar que substituindo-se u,(t) na
equagdo diferencial (2.47) encontramos

A= Rk e B=0.
m(w3 — w?)
Assim
u(t) = c1 cos (wot) + cp sen (wot) + m(w%FO ) cos(wt).
Neste caso a solugdo u(t) é oscilatéria e limitada.
Se w = wp. Neste caso s = 1, pois para s = 0 as parcelas, A cos(wyt)

e Bsen(wot), de u,(t), sdo solugdes da equagdo homogénea correspondente.
Entéo a solugdo particular é da forma

up(t) = t[Acos(wt) + Bsen(wt)]
e a solugdo geral da equagdo é da forma
u(t) = c1 cos (wot) + cz sen (wot) + £[A cos(wot) + B sen(wpt)]

Deixamos como exercicio para o leitor verificar que substituindo-se u,(t) na
equagdo diferencial (2.47) encontramos

A=0 e B= 10
2mawy
Assim E
_ 0
u(t) = cq cos (wot) + c sen (wot) + meotsen(wot).

Neste caso u(t) é oscilatéria, mas fica ilimitada quando t tende a +oo. Este
fendmeno é conhecido como ressonancia e a frequéncia w = wy é chamada
frequéncia de ressondncia.
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Figura2.21 — Sistema massa-mola
forcado sem amortecimento

F_ =F cos(wt)
ext o
=

F =-kx
r\/W\. |

Fot™ Focos(wt)

Wl

Fe = Focos(u)t)
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Vamos considerar o problema de valor inicial
{ mu" + ku = Fycos(wt),
u(0) =0,u4'(0) =0
Temos dois casos a considerar:
Se w # wy. A solugdo geral da equagdo é
Fo

2

u(t) =c wot c wot
(t) = c1cos (wot) + ca sen ( 0)+m(w0—a)2)

cos(wt)

Derivando e substituindo-se t = 0, u = 0 e 1/ = 0 obtemos que (verifique!)

Fo

———, =0
m(wf — w?) 2

1 = —

Assim a solucdo do problema de valor inicial é

F
u(t) = ———= (cos(wt) — cos(wot)) .
m(w§ — w?)
Como
cos(A — B) —cos(A+ B) =2sen Asen B
entdo oF
u(t) = 270 sen(w1t) sen(wot)
m(w§ — w?)
em que
wr — wy — w wr — wo + w
1— 2 ’ 2 — > .
Como w; = “0* é menor do que w, = w(’; ¢ entdo o movimento é uma
oscilacdo de frequéncia w; com uma amplitude também oscilatéria R(t) =
2F,

PR sen(wt) de frequéncia w;. Este movimento é chamado batimento.
2
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+R|

Batimento

u(t) = Rsen(wst) sen(wst),

2F
R= 0
m(wg— —w2)’
[ w wp+w
wy ==, wy = 2
VAR / Rsen(.olt) - /

Figura 2.22 — Solucdo do sistema massa-mola, para
= u'(0) = 0, no caso de batimento

1(0)

r
\/\/ E
/
\ /
\ //
—Rsen -, :

N

Ressonancia

u u(t) = Rtsen(wt) -

Figura 2.23 — Solucdo do sistema massa-mola, para
u(0) = u/(0) = 0, no caso de ressonancia

Julho 2011
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Se w = wy. A solugdo geral da equagdo é

Fy
t) = t t
u(t) = cq cos (wot) + ¢ sen (wot) + pT—

tsen(wot)

J& vimos que neste caso u(t) fica ilimitada quando t tende a +oo que é o
fendmeno da ressonancia. Derivando e substituindo-se t = 0, u = 0e 1’ =0

obtemos que (verifique!)
1 — 0, Cy) = 0

Assim a solucdo do problema de valor inicial é

F
u(t) = Zm(c)uo tsen(wot).

Este movimento é uma oscilacdo de frequéncia wy com uma amplitude

_ b
N meo

R(t)

que aumenta proporcionalmente a t.

Neste caso a equagdo diferencial para o movimento da massa é

mu" + yu' + ku = Fycos(wt)

(2.48)

Seja u(t) = ciuq(t) + couz(t) a solugdo da equagdo homogénea correspondente.

Entédo a solugdo geral desta equagdo é

u(t) = cuq(t) + coua(t) + up(t)
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em que u,(t) é uma solugao particular. Pelo método dos coeficientes a determinar
up(t) = Acos(wt) + Bsen(wt).

Deixamos como exercicio para o leitor verificar que substituindo-se u,(t) e suas de-
rivadas na equagdo diferencial (2.48) encontramos

Fom(wi — w?) B_ Foyw

A=
A ’ A

em que A = mz(wé — w?)? + y2w?. Podemos escrever

up(t) = Acos(wt) + Bsen(wt) = Rcos(wt —9)

emqueR = VA? 4+ B?edétalque A = Rcosd e B = Rsend. Neste caso a amplitude
da solugdo estaciondria é dada por

R:

S

Assim a solugdo geral da equacédo é
u(t) = cquy(t) + coup(t) + Rcos(wt — 9).

A solugdo geral da equagdo homogeénea correspondente, ciuj(t) + coun(t), é a
solugdo do problema de oscilagédo livre amortecida e ja mostramos que tende a zero
quando f tende a 400, por isso é chamada solucdo transiente, enquanto a solucdo
particular, R cos(wt — &), permanece e por isso é chamada solugdo estacionaria.

u(t) = cquy(t) + coun(t) + Rcos(wt — §) ~ Rcos(wt —6), para t suficientemente grande.

Vamos analisar como varia a amplitude da solugéo estaciondria, R, com a frequéncia
da forca externa, w.

Rlw)=0 & ANw =0 & wi-w?®=-_,
(@) (@) Wt =
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ou seja, R'(w) = 0 se, e somente se,

2
Assim se w(z) — 27? >0ouvy < ,/2m2w0 = V2km, entdo a amplitude da solugdo
estaciondria é maxima para
> 7

YTV g

Se v > y/2m?w} = /2km, entdo a amplitude da solugao estaciondria é decrescente
e portanto ndo tem maximo, pois estamos supondo w > 0.
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|:’ =-yv Fext = Focos(oot)
F =-kx
e
|:’ =-yv Fexl = Focos(t.ot)
F =-yv F et = FoCOS(wt)
-—— .
F =-kx
e
} -
0 X

Figura 2.24 — Sistema massa-mola forcado com amortecimento
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Oscilagao Forgada com Amortecimento
Ay
u(t) = cyuy (t) + couz () + Rcos(wt — 8)

Figura 2.25 — Soluc¢ao do sistema massa-mola forcado com amortecimento

Introdugdo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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R(w)
R(w) = fo
m2(w? — w?)? + Pw?
< V2km
— v
v > \V2km

1) v =V2km
k

2

w2

Figura 2.26 — Amplitude da solucdo estaciondria em fungdo da frequéncia da for¢a do sistema massa-mola

forcado com amortecimento

Julho 2011
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Considere um circuito elétrico formado por um capacitor, um resistor e um indutor

ligados em série a um gerador como mostrado na 2.27.

A queda de potencial num resistor de resisténcia R é igual a RI, num capacitor de
A . . . . . dl

capacitancia C é igual a % e em um indutor de indutancia L é igual a L——. Pela

dt

segunda lei de Kirchhoff (lei das malhas) a soma da forgas eletromotrizes (neste caso
apenas V(t)) é igual a soma das quedas de potencial (neste caso R I na resisténcia,

dl
Q/C no capacitor e LE no indutor), ou seja,

dI 1
L +RI+ ZQ=V(1) (2.49)

d
Substituindo-se I = Q obtemos uma equagdo diferencial de 2a. ordem para a carga

dt

elétrica no capacitor.

sz rQ
iz TR
com condigdes iniciais Q(0) = Qp e Q'(0) = Ip. Uma equacdo diferencial de 2a.
ordem para a corrente elétrica no circuito pode ser obtida derivando-se a equacao
(2.49), ou seja,

L—= + Q V(t) (2.50)

d?1 dl  1dQ dv
L tRatea =W
dQ

e substituindo-se I = I

d21 dar 1 av

V(0) — RIp — Qo/C
L

com condigdes iniciais I(0) = Iy e I'(0) = . A ultima condigdo é

obtida usando a equacéo (2.50).
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()
_/
70

Figura 2.27 — Circuito LRC
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Um circuito possui um capacitor de 0,5 x 10~! F, um resistor de 25 Q
e um indutor de 5 H, em série. O capacitor se encontra descarregado. No instante
t = 0 conecta-se esse circuito a uma bateria cuja tensdo é de 10e~1/4 V, e o circuito é
fechado.
Vamos determinar a carga no capacitor em qualquer instante t > 0. A equacéo
diferencial para a carga no capacitor é

5Q" +25Q" + =10e" /4.

1
0,5-1071 Q
Dividindo-se por 5 obtemos a equagdo

QI/ + SQ, + 4Q — ze—t/4.

Equacdo caracteristica é
P +5r+4=0

cujas raizes sdor = —1, —4.
Assim a solugdo geral da equagdo homogénea é

Q(t) = cre™F 4 cpe™.
Vamos procurar uma solucdo particular da equacdo ndo homogénea da forma

Qp(t) = Age~/4.

1 A
/ _ 1t —t/4 ey — 220 —t/4
Qy(t) = 4Aoe , Qp(h) 6¢

Substituindo-se na equagdo Qp(t), Qj(t) e Qy(t) obtemos

Ao _iya 5, _in —t/4 _ o —t/4
EE ZAOE + 4A0€ — 2@
45 32
=2 = A=g
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Portanto a solucao geral da equacéo diferencial é

Q(t) = cref + cpe™* + %e*t/‘l

Derivada da solugdo geral: Q'(t) = —cje~! —4epe 4 — fe~t/4
Substituindo-se t = 0, Q = 0, Q' = 0 obtemos
C1—|—C2—|—%:0 - c1=-8/9
*C1*4CQ*%:O ! C2:8/45

Portanto a solugdo do PVI formado pela equagdo diferencial e Q(0) = 0, Q'(0) =0¢é

88 w2
Q(t) = 9¢ ta¢ e
Observe que
lim Q(t) = 0.

t—oc0
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408

Uma mola, de um sistema massa-mola sem amortecimento, tem constante de elasticidade igual a 3 N/m.
Pendura-se na mola uma massa de 2 kg e o sistema sofre a agdo de uma forca externa de 3 cos(3t).
Determine a fungdo que descreve o movimento da massa em qualquer instante ¢, considerando a posigdo
inicial igual a ug e a velocidade inicial u,.

Uma massa de 100 gramas estica uma mola 10 centimetros. Suponha que nédo haja amortecimento e que
a aceleragio da gravidade seja de 10° centimetros por segundo ao quadrado. Se o sistema é colocado em
movimento com uma forga externa de 9600 cos(6t) dinas, determine a posi¢do da massa como fungdo do
tempo e faga um esbogo do seu grafico.

Uma massa de 100 gramas estica uma mola 10 centimetros. Suponha que ndo haja amortecimento e que
a aceleracio da gravidade seja de 10° centimetros por segundo ao quadrado. Se o sistema é colocado
em movimento na posicdo de equilibrio com uma forga externa de 1000 cos(wt) dinas, para w igual a
frequéncia de ressonancia, determine a posi¢do da massa como fungdo do tempo e faca um esbogo do
seu gréfico.

Uma massa de 100 gramas estica uma mola 10 centimetros. A massa esté presa a um amortecedor viscoso.
Suponha que a aceleracdo da gravidade seja de 103 centimetros por segundo ao quadrado. Suponha que
o amortecedor exerce uma forca de 4200 dinas quando a velocidade é de 1 centimetro por segundo. Se a
massa estd sob a agdo de uma forca externa de 26000 cos(6t) dinas, determine a posi¢do u em fun¢do do
tempo t e faca um esbogo do seu grafico, considerando somente a solucao estaciondria.

Considere um sistema massa-mola descrito pela equacao
u” +u' +2u = coswt, w >0, u(0) =0, u'(0) =2

Determine a solugdo estaciondria deste problema.
Encontre a amplitude da solugao estaciondria como fungdo de w.

Determine a frequéncia para a qual a amplitude é méxima.
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Considere a equagdo diferencial do sistema massa-mola for¢ado sem amortecimento
mu" + ku = Fy cos(wt)
Mostre que a solugdo geral:

Se w # wy é dada por

F
u(t) = cq cos (wot) + cz sen (wot) + 5 0 cos(wt);
m(w§ — w?)
Se w = wy é dada por
_ Fo
u(t) = cq cos (wot) + ¢ sen (wot) + 2mw0tsen(w0t).

Mostre que a solugdo do PVI
mu” +ku = Fycos(wt),
u(0) =0,u’(0) =0
Se w # wy é dada por
F

o (st —cosnt).

u(t) =

Se w = wy é dada por

F
u(t) = Zm(zugtsen(wot).

Encontre a solugédo estacionéria de

mu" + yu' + ku = Fy cos(wt).

Um circuito possui um capacitor de 0,125 x 10~! F, um resistor de 60 Q e um indutor de 10 H, em série.
A carga inicial no capacitor é zero. No instante ¢t = 0 conecta-se o circuito a uma bateria cuja tensdo é de
12 V e o circuito é fechado.
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(a) Determine a carga no capacitor em qualquer instante ¢t > 0.
(b) Determine a carga no capacitor quando t — +oo.

(c) Esboce o grafico da solugdo obtida.

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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2.6 Solugoes em Séries de Poténcias

Uma série de poténcias de x é uma expressdo da forma

(0]
Y anx" =ag+mx+ax* + ..,
n=0

em que 4o, 41, 4y, . . . sdo nimeros denominados coeficientes da série. Podemos defi-
nir uma fung¢do f(x) que associa a cada valor de x, para o qual existe o limite

N

. n__ 1; 2
lim ) a,x _I\lll_r)r}”(ao%—alx—l—azx +...+anx

M)
7
N—oco =0

o valor deste limite e escrevemos
. 2
f(x) =) apx = ag+ayx + axx* + ...

n=0
O maior valor de r para o qual o limite acima existe para |x| < r, ou seja, a série
converge é chamado raio de convergéncia da série.

Exemplo 2.19. A série geométrica
1 — xN+1

o
. 1
f(x)=1+x+x2+...=zx”:1%1§lo T 1% para |x| <1
n=0

tem raio de convergéncia r = 1.

Proposicao 2.8. Sdo vilidas as seguintes propriedades para as séries de poténcias:

Julho 2011 Reginaldo J. Santos



340 Equacdes Diferenciais Lineares de 22 Ordem

[e9) oo
(1) Se f(x) =Y anx" com raio de convergénciary e g(x) = Y _ byx", com raio de convergéncia r,, entio para todos
n=0 n=0
os niimeros a e f3,

af(x)+ pg(x —wzanx +ﬁZb iaanJrﬁb

n=0
com raio de convergéncia r = min{ry,rp}.

e

(b) Se f(x Z :a0+a1x+a2x2+a3x3+---,entﬁopamk:0,1,2,...
xkf(x) = xk Z apx" = aoxk +a1x1+k—|—a2x2+k—|—a3x3+k 4=
o [e9) , (e )
- Z apx" Tk = Z T L= Z a,_x".
n=0 n'=k n=k
(c) Se f Zan = ay+ a1 x + apx? + azx® + - - -, entdo
fl(x) = ap+2ax+3a3x*+--- = Znanx Z (n+1)a,41x"
= —
f(x) = 2a+2:3x+3-2x%+--- =Y (n—1)nayx"" Z(n+1)(n+2)an+2x"
n=2 n=0

[e9)
(d) Se Z apx" =0, para todo x, com |x| < rer > 0, entdo a, =0,paran =0,1,2,....
n=0
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Para uma equagdo diferencial da forma

P Y 1+ 0% 4 R(vy =0

em que P(x), Q(x) e R(x) sdo polindmios tais que P(0) # 0, a solugdo geral pode ser
escrita como uma série de poténcias de x como estabelecemos no préximo resultado
que sera demonstrado apenas ao final da segdo.

Teorema 2.9. Considere a equagio

2
P T+ 0 + Rx)y =0, @51)

em que P(x), Q(x) e R(x) sdo polindmios sem fatores comuns. Se P(0) # 0, entdo a equagdo tem solugdo geral em série
de poténcias

n=2 n=2

[ee] [ee] [ee]
= 2 a,x" = ag (1 + 2 bnx"> + a1y (x—i— Z cnx"> ,
n=0

em que y1(x) = 14 Y0, bux™ e yp(x) = x + Y505 cux"™ sdo solugdes fundamentais da equagdo que convergem (pelo
menos) para |x| < r, sendo r o raio do maior circulo no plano complexo com centro na origem tal que P(z) # 0, para todo
z€ Ccom|z| <.

Exemplo 2.20. Considere a equacao

(1—x3)y" —2xy +a(a+1)y =0,

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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em que & € R. Esta equagdo é chamada equacdo de Legendre. Pelo 29a
solugdo geral desta equacdo pode ser escrita como

y(x) = Y anx" = agy1 (x) + ary2(x),
n=0

em que y1 (x) e y2(x) sdo solugdes fundamentais em série que convergem pelo menos
para |x| < 1, pois P(z) # 0, para |z| < 1,z € C, j4d que P(z) = 0 se, e somente se,
z = =£1.

Considere a equagdo
(14 x?)y" — 4xy' + 6y =0,

Pelo 2.9 a solugdo geral desta equagdo pode ser escrita como
y(x) = Y anx" = agy1(x) + ary2(x),
n=0

em que y1(x) e y2(x) sdo solugdes fundamentais em série que convergem pelo menos
para |x| < 1, pois P(z) # 0, para |z| < 1,z € C, j4d que P(z) = 0 se, e somente se,
z = =+i.

Para encontrar a solugdo geral em série de poténcias de x, escrevemos a solugéo y(x)
como uma série de poténcias de x, com os coeficientes a determinar,

[ee]
y(x) = Zﬂnxn :610+611x+ﬂ2x2+a3x3+... ,
n=0

e substituimos na equagdo (2.51) esta série, a série da primeira derivada

y(x) = ay +2ax + 30332+ = Y (n+1)a, 1x"

=
Lre
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Figura 2.28 — Maior circulo no plano complexo com centro na origem onde P(z) # 0, para o Exemplo 2.20
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Figura 2.29 — Maior circulo no plano complexo com centro na origem onde P(z) # 0, para o Exemplo 2.21
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e a série da segunda derivada
Y'(x) =2ay+2 - 3a3x +3-dagx® + - = Y (n+1)(n+2)ayg0x".
n=0

Usamos as propriedades que apresentamos anteriormente de forma a escrever o lado
esquerdo da equacdo (2.51) como uma série de poténcias de x cujos coeficientes sao
expressdes dos coeficientes a ser determinados ag, a1, ... Usando estas expressdes
obtemos férmulas que dao os coeficientes 4, em termos dos coeficientes anteriores
Ayik—1,p+k—2, - - - Desta forma obtemos qualquer coeficiente em termos dos dois
primeiros coeficientes ndo nulos que serdo as constantes arbitrarias da solugdo geral.

Considere a equacao

y'—xy' —y=0.
Substituindo-se
y(x) =) anx", y'(x) =} (n+Dagx" e y'(x) =) (n+2)(n+1)ayx"
n=0 n=0 n=0

na equagdo, obtemos

Y (n+2)(n+Dagox" —x Y (n+1)a,qx" = ) apx" =0

n=0 n=0 n=0
Usando a propriedade 2.8

() (e ) (o)

Y (n+2)(n+1)aox" — Y (n+ 1)ay 2" — Y apx" =0
n=0 n=0 n=0
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Figura 2.30 — Somas parciais da solugdo y; (x) da equagdo do Exemplo 2.22
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Figura 2.31 — Somas parciais da solugdo y»(x) da equagdo do Exemplo 2.22
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Como Y% o(n+ 1)a, 1x"! = ¥, na,x", entao da equagdo acima obtemos

Z (n+2)(n+1)ayx" — Znanx — Zanx =0
n=0 n=1 n=0
Usando a propriedade 2.8

2ap —ag+ Y [(n+2)(n+1)ayo — nay —ay]x" =0

n=1

Como esta é a série nula, entdo pela propriedade 2.8 (d) os seus coefici-
entes tém que ser iguais a zero, ou seja,

2{12 —ap) = 0
(n+2)(n+1)ay, 2 —nay, —a, =0, n=1,2,3,...

De onde obtemos a férmula de recorréncia

a 1a
2 = 54p
2
n+1 1

M2 )+ )™ nt2

a,, n=1,2,3,...

1
ey Zan, a partir do ap podemos obter o a5,
a partir do a, podemos obter o0 a4 e assim por diante, ou seja,

Usando a férmula de recorréncia 4,4, =

{Il_lﬂ_iﬂ ll_lﬂ_ L a
4= = 00 6= 4= oho

Assim os coeficientes de indice par (multiplos de 2) sdo dados por

1 1

1
T2k = Gk T gk —2) 4 T akk—2) .2 K=
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a 1
Usando a férmula de recorréncia 4,y = . 211”, a partir do a; podemos obter o a3,

a partir do a3 podemos obter o a5 e assim por diante, ou seja,

1 1 1

a3 = -ay, ds= —a3= ——ay,
3= 30, 85 = z03= oM

Assim os coeficientes de indice impar (mdiltiplos de 2 mais 1) sdo dados por

1 1 1

M1 = T T D@k 1) 2 T @@k =13 kb2

Separando-se a série de y(x) em duas séries, uma que s6 contém termos de poténcia
par e outra que s6 contém termos de poténcia impar e substituindo-se os valores dos
coeficientes ay e a1 encontrados acima obtemos

y(x) = Y anx" =Y a4+ Y ag T =
n=0 k=0 k=0
_ . 1 2%
= qa <1+ ; (2k><2k_2).”2x ) +
i 1 L2k
S 2k 1)2k—1)---3

Portanto, a solucdo geral é

y(x) = aoy1(x) + arya(x),

em que
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_ 1 2%+1
ya(x) —x+k§ 2+ )2k—1). 3"

Pelo Teorema 2.9 na pagina 341 esta solugdo em série é vélida para todo t € R, pois
P(z) =1 # 0, paratodoz € C.

Exemplo 2.23. Considere a equagéo

(x+1)y" +y =
Substituindo-se
y(x) =Y apnx", y'(x) =) (n+Daqx" e y'(x) =) (n+2)(n+1)aox"
n=0 n=0 n=0

na equacdo (x + 1)y” + y = 0, obtemos

(x+1) Y (n+2)(n+ Dap2x" + ) apx =0
n=0 n=0
x Y (n+2)(n+1)ayx" + Z (n+2)(n+1)ax" + Zanx =0
n=0 n=0 n=0

o [e0]
(n+2)(n+ D)anx™ 1+ Y (n+2)(n+ 1)agpox" + Y apx™ =0
n=0 n=0

=
y,m

[ee)

o0 o
Y (n+Dnayax" + Y (n+2)(n+1agox" + Y ax" =0
n=1 n=0 n=0

20y +ag+ Y [(n+ D)nayq + (n+2)(n+ 1)ayo + ay)x" =0

n=1
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O que implica em

2ap 4+ a9 =0
(n+1)na, 1+ n+2)(n+1)ays0+a, =0, n=1,2,3,...

az = —349 .
— n _
Ap4+2 = _marH-] - mﬂn, n=123...

az = 1a ! a) = ! a ! a
3T 3 32 32 gt
1 1 1 1 1 1 1
Ay = —=03 — —50p = — ap + a + ag = — ap + ay
2 4.3 3.22 3.22 4.3-2 4.3-2 3.22

Substituindo-se os valores 4, encontrados acima, na série de y(x) obtemos
[09)
Y o
n=0
1

_ 1, 3
= a0<1 2x +3.2x 1.

y(x)

Q| =

Portanto a equacdo tem solucao geral

y(x) = aoy1(x) + arya(x),

em que
1, 01 5 1
() =1=3x" 4 72 = 2

1

x4+...

_ 1 3 4
ya(x) =x 3.Zx +3jx +

Pelo 29 341 as séries acima convergem pelo menos para |x| < 1.




352 Equacdes Diferenciais Lineares de 22 Ordem

0.8

0.6

N=2

0.4

0.2r

Figura 2.32 — Somas parciais da solucdo y; (x) da equagdo do Exemplo 2.24
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Figura 2.33 — Somas parciais da solugdo y»(x) da equagdo do Exemplo 2.24
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Considere a equagdo
xy' +y=0

Nao podemos aplicar o 2.9 diretamente pois P(x) = x é tal que P(0) = 0.
Mas podemos fazer uma transla¢do definindo, por exemplo, x’ = x — 1. Obtemos
que

dy dydx’ dy

dx — dx' dx — dx’

i =i (i)~ (26) 5~

dx2  dx \dx' ) dx' \dx' ) dx ~ dx'2’

Assim a equagdo se transforma em

dzy

dxrz

(' +1)—5+y=0

Esta equagdo tem uma solugdo em série de poténcias de x’ obtida no Exemplo 2.23.
Substituindo-se x’ = x — 1 na solugdo do exemplo anterior obtemos que a solugdo
geral da equacdo é

y(x) = agy1(x) + a1y2(x),

em que
) =1 2 (x =124 o (x =1 = e (x— 1)+
! 32 4.32
() = (x 1) = o (x = 1P+ (x—1)* +
V2 3-2 3-4
Pelo 29 341 as séries acima convergem pelo menos para |x — 1| <

loul < x <2
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2.6

Solucdes em Séries de Poténcias
2.6.1 Demonstracao do Teorema de Existéncia de Solugdes em Séries

Antes de demonstrar o teorema precisamos mostrar o resultado a seguir sobre

varidveis complexas.

Lema 2.10. Sejam f(x) e g(x) polindmios tais que g(0) # 0. Entdo f(x)/g(x) tem uma representagiio em série de

poténcias de x,
f(x) n
—— = ) anx",
s~ 5"

que converge para |x| < r, sendo r o raio do maior circulo no plano complexo com centro na origem tal que g(z) # 0,

para todo z € C com |z| < r.

Demonstracao. Sejam ay, ..., ax € C as raizes de g(x). Entdo g(x) se fatora como
8(x) = ao(x —ay)™ - (x —a)™.
Podemos supor que o grau de f(x) é menor do que o grau de g(x) (por que?). Entdo

decompondo f(x)/g(x) em fracdes parciais obtemos

Fx) gt
8(x) i=1j=1 (x—a;)]
Para a € C, usando a série geométrica, temos que
1 1 1 1 1°°(Z)" °°<—1)n
z—a a—z al-:2 a‘=\a =\ ant!
Reginaldo J. Santos
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que converge para | 2| < 1, ou seja, para |z| < |a|. Além disso, usando a derivada da
série anterior obtemos que

1 o d 1 __°° n_ il e [(—n—1Y\
(z—a)z__dz<za>_ ”;<a”+1>z _Z<a”+2 >Z

n=0

que também converge para |z| < |a]. Como

L= o (1)

(z—a)] dzi-1 \z—a

1 . . .
entdo ( ; tem uma representacdo em série de poténcias de z para j = 1,2,...
z—a

que converge para |z| < |a|.

Logo f(z)/g(z) tem uma representacdo em série de poténcias de z que converge
para todo z € C com |z| < r, em que r = min{|a;|,...,|a|}. Donde segue-se o
resultado. ]

2.9 341. Dividindo-se a equagao por P(x)
obtemos uma equagdo da forma

y'+p(x)y +aq(x)y =0.
Pelo Lema 2.10 os coeficientes podem ser escritos em série de poténcias de x

p(x) = %((x)) = épnx”, q(x) = I;((g = i qnx",

x n=0

que convergem para |x| < r, sendo r o raio do maior circulo no plano complexo com
centro na origem tal que P(z) # 0, para todo z € C com |z| < r. Suponhamos que a
solugdo da equacdo possa ser escrita em série de poténcias de x como

y(x) = Z anx".
n=0
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Vamos mostrar que os coeficientes satisfazem uma relacdo de recorréncia de tal
forma que a série converge para |x| < r. As derivadas, y'(x) e y”(x), sdo repre-
sentadas em série de poténcias como

[e0)

Z n+1)ay,1x", ¥ (x) =) (n+1)(n+2)au2x".
n=0 n=0
Substituindo-se na equagdo obtemos
[ee] n
Y | (D) (n+2)ansa+ ) [pu-i(k+ Dager + gurar] | " =0.
n=0 k=0

Esta é a série nula, o que implica que todos os coeficientes sdo iguais a zero. Assim

n

(m+1)(n+2)apo ==Y [Puoi(k 4+ Dagy1 + Gu_iar] - (2.52)
k=0

Por outro lado, da convergéncia das séries de p(x) e q(x) segue-se que existe M > 0
tal que |pu[t" < Me |gu|t" < M, para0 <t <ren=0,1,2... Usando isso

(n+ 1)+ Dlanal < 21 Y- [(k
k=0

a1 | + |ag]] £

+
M & K
< Z [(k+D)lagsa| + |ag|] £ + Mlaniq|t. (2.53)

Vamos considerar a série ., ; A,x", com os coeficientes definidos por

Ag = |ag|, A1 = |a1]

M n
(n+2)(n+ D) Anz = 5 Y [(k+1)Ager + Al K+ MA, 41t. (2.54)
k=0
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Usando (2.53) e (2.54), por indugdo, temos que |a,| < A,, paran =0,1,2,... Vamos
mostrar que a série Y, A,x" é convergente para |x| < r, 0 que implica que a série
de y(x) também é convergente. Usando (2.54) temos que

M n—1
(n+1)nApp = pry Y. [(k+1) A + Al £+ MA,t
k=0

n—2
n(n—1)An = Y [k +1)Agyr + Ap] 5+ MA,_1t.
k=0
Assim
1
(n+1nA,1 = n { [(k4+1) A1 + A 5+ M [nA, + A1) t} + MAut
1
= “{nn-1A,— MA, 1t+MnA,+ A, 1]t} + MA,t
t
An 2
- T{ (n—1) + Mnt + Mt }
Entao
n+1 _ 2
Apiqx n(n—1)+ Mnt 4+ Mt x| = m’ quando 1t — co.
Apx™ tn+1)n

Assim a série ), A,x" converge |x| < t, para todo t < r. Logo a série } 5o Apx"
converge para |x| < r. Como |a,| < A,, paran =0,1,2,..., entdo também converge
para |x| < r a série

[ee]
=) anx"
n=0

Agora, fazendo n = 0 em (2.52), obtemos a4 como combinacéo linear de gy e a;.
Substituindo-se este resultado em (2.52) para n = 1 obtemos também a3 como
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combinacdo linear de ag e a;. Continuando desta forma obtemos
ay = bpag+cyay, paran=2,3,...

Assim,

y(x) =ap <1 + i bnx”> + (x—i— i cnx”> .

n=2 n=2

[ee]
Deixamos como exercicio para o leitor a verificagdo de que y1(x) = 1+ Z byx" e
n=2

ya(x) = x+ ) _ cux" sdo solugdes fundamentais da equacéo. [ |
n=2
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419

Resolva a equagéo diferencial dada em série de poténcias de x (em torno de xo = 0). Escreva uma férmula
fechada para o termo geral de cada série que compde a solugdo. Dé um intervalo onde a solugéo é valida.

v +xy +2y=0,y(0) =4,4(0) = —1.

(1+x2)y" — 4xy’ + 6y = 0.

(422" +2y =0.

(3—x2)y" —3xy' —y =0.

(1=x)y" +xy' =y =0,y(0) = =3,y'(0) = 2.
2y +xy' +3y =0

y' —xy=0

Resolva a equacao diferencial dada em série de poténcias de x (em torno de xp = 0). Escreva os trés
primeiros termos ndo nulos (se existirem) de cada série que compde a solucdo. Dé um intervalo onde a
solucdo é valida.

¥ +k*x%y =0,em quek € R.

(1-x)y"+y=0
2+ x2)y" —xy' +4y =0,y(0) = =3,y/(0) = 2.

Mostre que se

y(x) =ag <1 +3Y bnx”> +m <x+ Y cnx”> .
n=2 n=2

é solugdo em série de poténcias da equagdo

d2
P T+ Q0% + R(x)y =0
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entdo

yi(x) =1+ Z bux" e yo(x)=x+ Z cpx
n=2 n=2

sdo solugdes fundamentais da equagéo.

Considere a equacdo de Legendre

(1—x2)y" —2xy' +a(a+1)y = 0.

Mostre que a solucdo geral da equagdo de Legendre é

y(x) = agy1(x) + a1y2(x),

em que
B 2 (2k—2—a) - (—a)2k—1+a)--- (1+a)
yi(x) =1 +k:21 (26! x%,
2 (2k—1—wa)) - (1—a)(2k— a)--- «
T

Mostre que se « = 2N, para N = 0,1,2,..., entdo y;(x) é um polindmio de grau 2N contendo
apenas poténcias pares de x. Mostre também que se « = 2N +1, para N = 0,1,2,. .., entdo yz(x) é
um polindmio de grau 2N + 1 contendo apenas poténcias impares de x.

O polinémio de Legendre é definido como a solugdo polinomial da equacdo de Legendre, para
a = N, que satisfaz Py (1) = 1. Determine os polindmios de Legendre para N =0, 1,2,3,4.

Considere a equacdo de Hermite

y'=2xy' + Ay =0
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Figura2.34 — Polinomios de Legendre P, (x), paran =1,...,6
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Mostre que a solugdo geral da equagdo de Hermite é

y(x) = aoy1(x) + arya(x),

em que
oy CDMA-2(2k—-2)) oA
yl(x) =1 +k221 (Zk)' kar
> (—1KA—=2(2k—1))---(A=2
”("):”k;( ) ( (<2k+1)>!> (A=2) o1

Mostre que se A = 4N, para N = 0,1,2,..., entdo y1(x) é um polinébmio de grau 2N contendo
apenas poténcias pares de x. Mostre também quese A = 2(2N + 1), paraN =0,1,2,..., entdo y»(x)
é um polindmio de grau 2N + 1 contendo apenas poténcias impares de x.

O polinémio de Hermite Hy(x) é definido como a solucgdo polinomial da equagdo de Hermite,
para A = 2N, tal que o coeficiente de xN é igual a 2. Determine os polindmios de Hermite para
N=0,1,23,4

Considere a equagdo de Chebyshev de primeiro tipo

(1—-x2)y" —xy +a’y = 0.

Mostre que a solugdo geral da equagdo de Chebyshev é

y(x) = agy1(x) + ary2(x),

em que
S (@22 ()
© (2k—1)2 — a2) -+ (] — a2
Y2(x) = x—l—k; (k1) (2k+)1)! ( )kaH.
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Figura 2.35 — Polinomios de Hermite H,, (x), paran = 1,...
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Mostre que se « = 2N, para N = 0,1,2,..., entdo y;(x) é um polindmio de grau 2N contendo
apenas poténcias pares de x. Mostre também que se « = 2N + 1, para N = 0,1,2,. .., entdo yz(x) é
um polindmio de grau 2N + 1 contendo apenas poténcias impares de x.

O polinémio de Chebyshev de primeiro tipo Ty(x) é definido como a solugdo polinomial da
equagio de Chebyshev de primeiro tipo, para « = N, tal que o coeficiente de x é igual a 1, se
N = 0 eigual a2V~1, se N > 0. Determine os polindmios de Chebyshev de primeiro tipo para
N=0,1,23,4
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Figura 2.36 — Polindmios de Chebyshev de primeiro tipo Ty, (x), paran =1,...,6
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2.7 Mudancas de Variaveis

2.7.1 Equagdes que ndo Contém y

Equagdes que podem ser escritas na forma

y' =1yt (2.55)

podem ser resolvidas fazendo-se a substitui¢do v(t) = y/(t). O que transforma a
equagdo (2.55) em

v — f(o,t) =0
Esta é uma equacdo de 1* ordem. Depois de resolvida esta equacdo, resolve-se a
equagao

y = o(t).

Exemplo 2.25. Vamos considerar a equagdo

Py’ +2ty' =1, t>0.

Substituindo-se ¥’ = v na equagdo obtemos

Dividindo-se por

20 +2tv =1

Multiplicando-se a equagao por ju(t) = e/ fat — g2

)

Julho 2011

Reginaldo J. Santos
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Integrando-se obtemos
Po(t) =t+c
Logo

_|_7

71 C1
Tt 2

Integrando-se
1
y(t) =Int+ -+

2.7.2 Equacdes que ndo Contém ¢

Equagdes que podem ser escritas na forma

v =fy) (2.56)
podem ser resolvidas fazendo-se a substitui¢do v(t) = y/(t). O que transforma a
equagao em

dv

FrampACA))

Se considerarmos v = v(y(t)), entdo

dv dv Y = @
dt dy dy

E a equacdo (2.56) se transforma em

4y == f(.y)

Depois de resolvida esta equagdo resolve-se a equagdo

y =0(y)

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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Considere a equacao

w'+ () =0

Substituindo-se
oy e g _dody i
VeV T w T ayar T Yy

na equagdo obtemos

Logo

Substituindo-se v = ' obtemos

que pode ser escrita como
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ou ainda )
d
i (%)
Assim a solucdo da equacdo inicial é dada implicitamente por

2
y? =1t +cp.

As equagdes de Euler sdo equacdes que podem ser escritas na forma

Xy 4 bxy' 4 cy = 0. (2.57)

em que b e c sdo constantes reais. Para x > 0, a substituicdo t = Inx transforma a
equagdo de Euler numa equagdo linear com coeficientes constantes.

dy _dydr_1dy

dx  dtdx  xdt

By 4 (dy\ Ay 1d (dy
dx2  dx \dx/)  x2dt  xdx \ dt

1 dy 1d(dy>dt_ ldy 1d%

x2dt | xdt

dt

dx  x2dt  x2de2

Substituindo-se na equacéo de Euler (2.57) obtemos a equagéo linear com coeficien-
tes constantes
d?y

d
W+(b—1)—y+cy:0.

dt




3N

Se y1(t) e y2(t) sdo solugdes fundamentais desta equacdo, entdo

y(x) = ciya(Inx) + c2y2(Inx)
é a solucdo geral da equacdo de Euler (2.57) para x > 0.
Vamos resolver as equagdes seguintes para x > 0.
x?y" —2xy' +2y =0
x%y" +5xy' +4y =0
x%y" — xy' +5y =0

Fazendo t = In x a equagdo x%y” — 2xy’ + 2y = 0 se transforma em
y' =3y +2y=0.
Equacdo caracteristica
rP=3r+2=0&r=21

Solugao geral:
y(x) = 12 4 e = 162 + opx
Fazendo t = In x a equagdo x%y” + 5xy’ + 4y = 0 se transforma em
v +4y +4y=0.
Equacéo caracteristica
rPtdr+4=0sr=-2

Solugéo geral:

y(x) = c1e 2 4 e 2 Inx = c;x 2 + cpx 2 Inx
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(c) Fazendo t = Inx a equagao x?y" — xy’ + 5y = 0 se transforma em
y' =2y +5y =0.
Equacdo caracteristica
rP—2r+5=0&r=1+2i
Solugao geral:

y(x) = ce™Fcos(2Inx) + coe™* sen(21n x)
= cjxcos(2Inx) 4 cpxsen(2Inx)

2.7.4  Outras Mudancas
Exemplo 2.28. Vamos encontrar a solucdo geral da equacao
ty" + (22 —1)y' + Py =0, parat>0
fazendo a mudanga de variaveis x = £2/2.

dx
2 —
x=t/2 = T t,

/_d]/di dy

N Y TR T
y”_d(tdy) _dl tidl_dl t@di_dl t2d2y

dt \dx ) dx  dtdx  dx  dx2dt  dx dx?
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Substituindo-se na equagdo obtemos
d d? d
Ho +27d h+ee-ni+fy=o

Simplificando-se e dividindo-se por 3 obtemos

dy | dy
ZJ 4022 =
72 + x +y=0
A solugdo geral desta equacgéo é

y(x) =cre”* + cpxe™”

Substituindo-se x = t2/2, temos que a solugio geral da equagao inicial é

y(t) = clrftz/2 + 22
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Exercicios (respostas na pagina 437)

7.1. Resolva as equagdes abaixo fazendo a substitui¢do v = v/

@y + ) =0
(b) ty” — y/
() (T4 22)y" +2xy =2x73

7.2. Resolva as equagdes abaixo fazendo a substituigdo v = /.

(@) ¥ +y(y') =0
(b) yzyu _ y/ -0
@y =W)P+y
7.3. Resolva as equagdes abaixo para x > 0 fazendo a substituicdo t = In x.
(a) x%y" +4xy’ +2y =0
(b) x2y" —3xy’' +4y =0
(¢) x*y" +3xy’ +5y =0

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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2.8 Respostas dos Exercicios

1. Equa¢cdes Homogéneas - Parte I (pagina 262)

1.1. (a)

Sejam 1 (t) = e (=) e y (1) = e (t=9),

y/1/<t) _ w2y1(t) — 2e—w(t=a) _ 2,—w(t—a) — (.

Yy (1) — w?ya(t) = w?e?(t=0) — 2ew(t=a) —

Logo y1(t) = e (=0 e yy(t) = e¥(t=%) sdo solucdes da equagio diferencial.

¢ t e*w(t*a) ew(tfa) 1 1
Wiy, ya) () = det[ gigt; %; } = det[ e @lt—0) (i) ] = det[ o w } = 2w #

Logo a solugdo geral da equacdo diferencial é

y(£) = 1y () + caya(t) = cre~ @) 4 cpelt=a),

—w(t—a) w(t—a) —w(t—a) _ ,w(t—a)

Sejam y1 () = cosh(w(f — a)) = & 2“ e ya(t) = senh(w(t —a)) = —
y{ (t) — w?yi(t) = w? cosh(w(t — a)) — w? cosh(w(t —a)) = 0.
vy (t) — w?ys(t) = w?senh(w(t — a)) — w? senh(w(t —a)) = 0.
Logo y1(t) = cosh(w(t —a)) e y2(t) = senh(w(t — a)) sdo solugdes da equacdo diferencial.

_ yi(t) ya(t) _ cosh(w(t —a)) senh(w(t —a)) _
Wiy pal(t) = det [ vi(t)  yh(t) = de wsenh(w(t—a)) wcosh(w(t—a)) a

cosh(w(t —a senh(w(t —a .

w det senh%a)%t _ a%% cosh((wét _ a;g ] = w # 0, pois cosh? x — senh? x = 1.
Logo, a solucdo geral da equacdo diferencial é

ao
y(t) = cya(t) + caya(t) = c1 cosh(w(t — a)) + cp senh(w(t — a)).

x2y} = 6xy} +10y1 = ¥2(2) — 6x(2x) +10(x?) = 0
x2y3 — 6y} + 10y, = ¥(200%) — 6x(5x4) + 10(x%) = 0

Logo, y1(x) = x? e y2(x) = x° sdo solucdes da equagio.

Julho 2011

Reginaldo J. Santos
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Como

yi(1) wa2(1) | _ L1 _
det [ V(1) (1) = det 2 5 =3#0
entdo a solugao geral é

y(x) = ey (x) + caya(x),
Agora, como y(1) = 3, entdo substituindo x = 1 ey = 3 na expressao de y(x) obtemos que ¢; + ¢, =
3. Como (1) = 3, substituindo-se x = 1 e ¥’ = 3 na expressado obtida derivando-se y(x):

y'(x) = 2c1x+5cx"
obtemos 2¢1 + 5¢; = 3. Resolvendo o sistema
c1+c =3, 2c1+5c=3
obtemos c; = 4 e c; = —1. Assim a solu¢do do problema de valor inicial é
y(x) = 4x2—2°

2

Substituindo-se y = x” &y _ i’ le Ty _ r(r —1)x"~2? em (2.11) obtemos

" dx dx?
X2r(r —1)x "2 4 bxrx™ 1 4 cx” = 0.

(r2+(b—1)r+c) ¥ =0.

Como x" # 0, entdo y = x” é solucgdo da equagdo (2.11) se, e somente se, r é solugdo da equagio

?+(b—1)r+c=0.

vi(x) wa(x) | _ X X'
de{yi(@ y(x) | det| g1 pypn-t
= xrllxrzldet[ X x}
n n

— (rz—rl)x'ﬁ’z’l 7&0’
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para todo x > 0.

Neste caso, para x > 0, pela férmula de Euler:

yl(x) — yf1 = p1lnx _ e(vé-‘riﬁ) Inx
= ¢*I"¥ (cos(BInx) +isen(Blnx))
= x"(cos(BInx)+isen(flnx)) e
y2<x) — x2 = erzlnx _ e(leiﬁ)hwc

= ¢*I"¥ (cos(—BInx) +isen(—pBInx))
= x*(cos(Blnx) —isen(Blnx))

sdo solugdes complexas da equagdo diferencial (2.11).

A solugdo geral complexa é

Cix™ + Cox'

C1x* (cos(BInx) +isen(fInx))

+ Cox" (cos(BInx) —isen(Blnx))
= (C;+Cy)x"cos(BInx)

+i(C; — Cp)x* sen(BInx)

y(x)

Tomando C; = C; = 1/2, temos que a solugdo

u(x) = x*cos(BInx)
e tomando C; = —é eCy = 1, temos a solucdo

2

v(x) = x"sen(Blnx).
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det{ u(x)  o(x) }:ﬁxw 20, Y0

Vamos mostrar que

yi(x) =x" e y(x) =x"Inx
sdo solugdes fundamentais da equagdo de Euler, em que r = 12;17
vh(x) =x""(rInx +1),
yy(x) = x"2((r2 —r)Inx +2r — 1))
X2y +bxyy + cyp =
=x"((PP+b-Dr+c)lnx+2r+b—1)=0.
yi(x) wa(x) | _ X" X" Inx
et [ n(x) ya(x) = det rx 1 (147 Inx)xn—!
_ 2r-1 1 Inx
= xN det{ r1 (1+rlnx) }

= x*171+£0, paratodox > 0.

Equacéo indicial:
rr—1)4+4r4+2=0sr=-2,-1

Solugéo geral:

y(x) = c1x 2 4 cox !

Equacéo indicial:
rr=1)=3r+4=0&r=2
Solucao geral:
y(x) = c1x* + 2’ Inx
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Equacéo indicial:
r(r—=1)+3r+5=0&r=—-1+2i

Solugdo geral:

y(x) = cx ! cos(2Inx) 4+ cox ! sen(21Inx)
p(t)=0
otz 2
(S I T P Y

t t
f)=p—= t—1)(t+1)

Como tp = 0, entdo o problema de valor inicial tem solugdo no intervalo —1 < t < 1.

1 1
PO =21 = oD
gt /
1= 21 = t=Da+ D

t2 t2

S =1 = e+

Como ty = 2, entdo o problema de valor inicial tem solugdo no intervalo ¢ > 1.

t+1 t+1
p(t)_t2—t_t(t—1)
1 t+1

1) =g = HE—1)
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et et
f(t) 22—t tt—1)
Como tp = —1, entdo o problema de valor inicial tem solugdo no intervalo ¢ < 0.
(d)
t+3 t+3
p() = 22—t tt—1)
2 t+3
t = =
9(t) 22—t  t(t—1)
cost cost

t) = = .
f(t) 22—t  t(t—1)
Como tp = 2, entdo o problema de valor inicial tem solugdo no intervalo ¢t > 1.

1.9.

1.10. Sejam y4 (t) a solugdo do PVI
e y2(t) a solugdo do PVI

entdo Wyy, y2](tp) =1 # 0.
111. (a)
Wiy, y2] () = y1(O)ya(t) — y2()yi (¢)

/

Wiy, yal () = yi(ya(t) +ya(t)ys (¢
— ya(Dyr (8) — ya(t)yy (t)
= (s (t) —ya(t)yf ()

Introdugao as Equacoes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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Como y; (t) e y2(t) sdo solugdes da equagio
v+ p(t)y' +q(t)y = 0, entdo

yi () + p()y () +q(t)yi(t) =0 (2.58)
yo (1) + p(H)ya(t) +q(H)ya(t) =0 (2.59)

Multiplicando-se a equacdo (2.59) por y; () e subtraindo-se da equagéo (2.58) multiplicada por y, ()
obtemos

y1(D)y (1) —y2 () ()"
+ ()W (Oya(t) —yi(Hy2(t) =0,
ou seja, pelo item anterior
Wiy, y2]' (t) + p() Wy, 2] (t) = 0

Pelo item anterior o wronskiano satisfaz a equagao diferencial W' + p(t)W = 0. A equagéo diferen-
cial pode ser escrita como uma equagado separdvel

]

Integrando-se em relagdo a t obtemos

/%dt - —/p(t)dt

/%dw — / p(b)dt
n[W()] =~ [ ple)at

Aplicando-se a exponencial a ambos os membros obtemos

W(t) = Wly1, y2](t) = ce— Jp()t.
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Pelo item anterior, se para algum ty € I, W[y1,y2](tg) = 0, entdo ¢ = 0 e W]yy, y2](f) = 0, para todo
tel
Por outro lado, se para algum ty € I, W[y, 12](tp) # 0, entdo ¢ # 0 e W[y, y2](t) # 0, para todo
tel

Substituindo-se y; (t) e y2(t) na equagdo diferencial " + p(t)y’ + q(t)y = 0 obtemos o sistema AX = B,
em que A = { :(t) yl(t)} X = {p(t)} e B = { :1; Assim, {p(t)] = X = AB =
ya(t) y2(B)]’ q(t) q(t)

Ao
(t)
(t)

(1) yl(f)}l [—J/f(t)} _ 1 {yz —3/1 } i }_ 1 {yZ(t)y’{(t)—yl(t)ylz/
o) w2t |=yz(H)] — Wl |—y(t v Wyl |1 (Hy; — ya(H)yy (8]

Observe a aplicagdo do Teorema de Abel (exerc1c1o anterlor)

278
2x2y] — xy) — 9y1 = 2x2(6x) — x(3x%) — 9x3 = 12x* —3x> —9x3 =0
Logo, y1(x) = x® é solugdo da equagio.

Seja y1(x) = x3. Vamos procurar uma segunda solucdo da equacédo da forma

y(x) = v(x)y1(x) = o(x)2’.
Como

¥ (x) =0/ (x)x® +30(x)x% e

¥ (x) = 0" (x)x® + 60 (x)x* + 60(x)x,

entdo y(x) é solugdo da equacéo se, e somente se,
222" —xy' =9y =0
2x2 (0" (x)x3 4+ 60/ (x)x? + 60(x)x) — x (v (x)x3 + 3v(x)x?) — 9v(x)x> =0
2x°0" (x) + 11x*/ (x) = 0.
Seja w(x) = v’(x). Entdo a equacdo acima pode ser escrita como

2xw’ + 11w = 0.
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Esta é uma equacdo de la. ordem separavel.

o 1

w X
d 11
— (21 =_——
= @mnu]) = -

2In|w| = —11In|x| + &

ln‘xll(w(x))z‘ =&

Resolvendo a equagdo para v(x):

' 2
v(x)=¢ / x 20y = —¢ §x_9/2 +c

= —9/2 obtemos v(x) = x~?/? e uma segunda solugdo da equagao é

Tomando-secy; =0ecy =
]/Z(X) _ v(x)y1(x) _ x—9/2x3 _ x—3/2

Vamos ver que y1(x) = x> e y»(x) = x~3/2 sdo solugdes fundamentais da equagio.
3 x—3/2
= —3x1/2 £ 0, para x # 0.

) =aa[ 469 0 | ~am] 2 35 |-

X2y +3xy +y1 =222 3) +3x(—x ) +x =20 —3x T4l =0
Logo, y1(x) = x~! é solugdo da equagio.

Seja y1(x) = x~. Vamos procurar uma segunda solucio da equacdo da forma

y(x) = v(x)y1(x) = o(x)x~".
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Como
-2

1 o(x)x e

y'(x) = 0/ (x)x
v (x) = 0" (x)x ! =20 (x)x 2 4 20(x)x 3,
entdo y(x) é solugdo da equagao se, e somente se,
xzy// + 3xy/ +y= 0
x2 (0" (x)x™t =20 (x)x 72 4+ 20(x)x3) + 3x (' (x)x 7t —v(x)x72) +v(x)x" 1 =0
xv"(x) +9'(x) = 0.
Seja w(x) = v'(x). Entdo a equacdo acima pode ser escrita como
xw' +w = 0.

Esta é uma equacdo de la. ordem separavel.

w__12
w X
d 1
%(ln|w|) i
Injw| = —In|x|+ &

Resolvendo a equacdo para v(x):
v(x) = cl/xfldx =cilnx+c
Tomando-se ¢; = 0 e ¢; = 1 obtemos v(x) = In x e uma segunda solugio da equagao é
y2(x) = v(x)y1(x) = x~'Inx
(x) = x~!In x sdo solugdes fundamentais da equagao.

2
x x1 x 1lnx _
Ex% } = det [ —x2 x2(1—Inx) | P70 parax £ 0

Vamos ver que y1(x) = x "l e

Wly1,y2](x) = det { y}gg 3};

2
!
L4 2
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Como

Substituindo na equagédo de Euler:

x2(v”(x)x1%b +(1- b)v’(x)x%fb - %v(x)x#) + bx(v’(x)xl;zb + %;bv(x)x%) + cv(x)be =0

x%bv”(x) + x%bv’(x) =0.
xv" (x) +9'(x) = 0.

Seja w(x) = v’(x). Entdo a equagdo acima pode ser escrita como
xw' +w = 0.

Esta é uma equacédo de la. ordem separavel.

/
1
9_0_7:0

w X

d
¥ (In|w|+In|x[) =0
In |xw(x)| = &

w(x) =v'(x) = c;x !
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Resolvendo a equagdo para v(x):
v(x) =0c1 /x‘ldx =clnx+oc
Tomando-se ¢; = 0 e ¢c; = 1 obtemos v(x) = In x e uma segunda solugdo da equagéo é
y2(x) = o(x)y1(x) = x 7' Inx

Vamos mostrar que

yi(x) =x" e yp(x) =x"Inx
sdo solugdes fundamentais da equagdo de Euler.
y1(x)  ya(x) B x" x"Inx
et { G IRACE P2 R GRS NS Mas
2r—1 1 Inx
: det[ r (I+rlnx)

= x¥ 140, paratodox > 0.

(x+3)z] + (x+2)z] —z1 = (x +3)2+ (x +2)2x — x> =3x> +6x+6 £ 0

(x+3)zy + (x +2)zh —zp = (x +3)6x + (x +2)3x2 — 2% = 2x% +12x2 + 18x # 0

(x+3)zf + (x+2)zf —z3 = (x+3)e ¥ —(x+2)e ¥ —e ¥ =0

Logo, z1(x) = x? e z(x) = x> ndo sdo solugdes da equagio e z3(x) = e * é solugdo da equacao.

Seja y1(x) = e~*. Vamos procurar uma segunda solugdo da equagdo da forma

y(x) = v(x)y1(x) = v(x)e".
Como

y'(x) = (@'(x) —o(x))e™ ey (x) = (v"(x) = 20'(x) +0(x))e ™™,

entdo y(x) é solugdo da equagéo se, e somente se,
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(x+3)y" +xy' —y =0
(x +3)(v"(x) = 20" (x) + v(x))e ™ + (x +2) (V' (x) —v(x))e ™ —v(x)e ™ =0
(x+3)0" (x) + (=2(x +3) + (x +2))0'(x) = 0
(x4+3)0"(x) — (x+4)0'(x) =0
ja w(

(x+3)w — (x +4)w = 0.
Esta é uma equacdo de la. ordem separavel.

w  x+4

w  x+3

x+4 1
:1
x+3 +x—i—3

In|w| =x+In(x+3)+¢

d
- (Inu]) =

w(x)
x+3
w(x) =0 (x) = c1e¥(x + 3)

11’1’ —x =0

Resolvendo a equacdo para v(x):
v(x) =c1 /ex(x +3)dx = c1(x +2)e" + 2

Tomando-se ¢; = 0 e ¢; = 1 obtemos v(x) = (x + 2)e* e uma segunda solucio da equacio
va(x) = v(x)y1(x) = (x +2)e*e™* = x+2

Vamos ver que y1(x) = e * e y2(x) = x + 2 sdo solucdes fundamentais da equagio.

Wly1,y2](x) = det { ﬁgg ]}Zg; } = det [ _e:x x—1|—2 ] =e¢ *(3+4x) #0,parax # —3
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Como y1(x) = e * e yp(x) = x + 2 sdo solugdes fundamentais da equacgdo a solugdo geral é
y(x) =cre” + (x4 2),

Agora, como y(1) = 1, entdo substituindo x = 1 e y = 1 na expressao de y(x) obtemos que cje~! +
3cy; = 1. Como y/(1) = 3, substituindo-se x = 1 e ¥’ = 3 na expressdo obtida derivando-se y(x):

y(x) = —qet+o
obtemos —cie~! + ¢ = 3. Resolvendo o sistema
cle_1 +3c, =1, —cle_l +cp =3
obtemos c; = —2¢ e cp = 1. Assim a solugdo do problema de valor inicial é

y(x) = -2t yx42

y" + 2y’ = 0 tem solugdo geral y(t) = kje % + k. Logo, k1 +ky = a,ky = —b/2eky = a+b/2e
y —a+b/2quando t — +oo.

Se 0 < b < 2 entdo as raizes da equagdo caracteristica sdo

—b/2+iv4—b2/2

e as solugdes sdo da forma

y(t) = Cle(_b/z)t coswt + Cze(_b/z)t sen wt,
onde w = V4 — b2/2. Logo, como 0 < b, entdo y — 0 quando t — +oo.
As raizes da equagio caracteristica sdo -2 e a solugao geral é y(t) = c1e?' + cpe™ 2. Entdoc; = —cp; = b/4
) b
¥t = 5 (@ ) =0

—2t

Como b # 0, entdo e* = e, ouseja, e =1et = 0.
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A equagdo caracteristica tem 1/2 como tnica raiz. Assim, a solugédo geral é da forma
y(t) = cret’? + cpte!/2.

y(0) = 2 implica que c; = 2.

t
y(t) = %etm +o(1+ E)et/z

y'(0) = b implica que ¢1/2+ ¢ = b. Assim, ¢c; = b — 1 e a solugdo do problema de valor inicial é
y(t) =eV2H2+ (b —1)1).
Logo,seb > 1, y(t) — 400 quando t — +o0.
A equacdo caracteristica é
rP+2b+1=0
A =4(b*—1)

e Se |b| > 1 entdo as raizes da equagdo caracteristica sdo —b £+ vb? — 1 e as solugdes da equagdo

diferencial sdo da forma
y(t) = Cle(—b—m)t _‘_Cze(—b-i-\/bzi—l)t.

Se b > 1, entdo y(t) — 0, quando t — +o0.

e Se b = %1 entdo a raiz da equagdo caracteristica é —b e as solugdes da equagdo diferencial sdo da
forma
y(t) = cre % 4 cpte ™,

Se b =1, entdo y(t) — 0, quando t — +o0.

e Se —1 < b < 1 entdo as raizes da equacdo caracteristica sdo —b £ iv/1 — b? e as solugdes da equagédo
diferencial sdo da forma

y(t) = cre™ " cos ( 1— b2 t) + cpe P sen ( 1— b2 t) :

Se0 < b < 1, entdo y(t) — 0, quando t — +o0.
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Logo, para b > 0, entdo y(t) — 0 quando t — +oo.

A equacdo caracteristica é

P4+2r+a=0
A=4—4n0=4(1—a)

Sea > 1, entdo A < 0, as raizes da equagdo caracteristica sdo 71, = —1 £iv/a — 1 e a solucao geral
da equacgdo é
y(t) = cre " cos(vVa — 1t) 4+ cpe Fsen(va — 1t)
Sea =1,entdo A = 0er = —1 é a inica raiz da equagdo caracteristica e a solugdo geral da equagdo
é
y(t) = cre ' +oote!
Sea < 1, entdo A > 0, as raizes da equagdo caracteristica sdo 1 = —1 £ v/1 — & e a solugdo geral

da equagdo é
(t) _ Cle(flfx/lﬂx)t +C26(71+\/17“)t

Yy
301
A equacgdo caracteristica é
r> 4+ 5r+6=0.
A=25-24=1
As rafzes da equagdo caracteristica sdo ry = —3 e 1, = —2 e a solucdo geral da equacdo homogénea

2

e

y(x) = cre 3 4 pe

yp(x) = (Ao + Arx)e ™,

yp(x) = A1e™> —5(Ag + Ajx)e ™ = (A} — 549 — 5A1x)e >,

yy(x) = =5A1e7" —=5(A; —5Ag — 5A1x)es* = (—10A; 4 25A¢ + 25A1x)e "
Substituindo-se yp(x), v, (x) e y, (x) na equagao obtemos
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(—10A1 +25A0 + 25A1x) + 5(A1 —5Ap — 5A1x) + 6(A0 + Alx) =X
Comparando os termos de mesmo grau obtemos o sistema linear

6A) — 5A; = 0
6A; = 1

que tem solucdo Ag = 5/36 e A} = 1/6. Assim uma solugdo particular da equagdo ndo homogénea

e
_ 5 1 —bx
yp(x) = (36 6x> ¢

e a solucdo geral da equagdo ndo homogénea é

5 1
y(x) = <36 + 6x) e 01673 4 ope

A equagdo caracterfstica é
r* —4r +6=0.

A=16—-24= -8
As raizes da equacdo caracteristica sdo r1p =2 i V2 e a solucdo geral da equacdo homogénea é
y(x) = c1e¥* cos(V2 x) 4 c2e®* sen(v/2 x)
Yp(x) = Ao+ A1x,y,(x) = A1,y (x) = 0. Substituindo-se y, (x), v, (x) e y, (x) na equagéo obtemos
—4A1+6(Ag+ Ajx) = 3x

Comparando os termos de mesmo grau obtemos o sistema linear

6A1 3

{6A0 — 4A; = 0
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que tem solugdo Ag = 1/3 e A; = 1/2. Assim uma solugéo particular da equacdo ndo homogénea
é

e a solucdo geral da equagdo ndo homogénea é

1 1
y(x) = 3T 3% T c1e%* cos(v/2x) + cr¢* sen(v/2 x)

Equagdo caracteristica: 72 +1 =0 < r = +i.
Solugdo geral da equacdo homogeénea: y(t) = c1 cost + c; sent.
Vamos procurar uma solugdo particular da forma

yp(t) = up(t) cost +uy(t)sent (2.60)

com a condigdo de que
yp(t) = —ug(t)sent 4 uy(t) cost

ou equivalentemente
(cost)uj(t) + (sent)uh(t) =0 (2.61)

Substituindo-se yp(t), y),(t) na equagdo obtemos
— (sent)u)(t) + (cost)ub(t) = cosect (2.62)

Resolvendo o sistema linear formado por (2.61) e (2.62) obtemos
b _ [
uf (1) cotant

uq(t) = —/1dt: —t+cy,

Assim
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t
ux(t) = / €5 gp = In|sent|+ ci.
sent
Tomando ¢; = 0 e c; = 0 e substituindo-se em (2.60) obtemos a solugdo particular
yp(t) = (In|sent|)sent — tcost.
Portanto a solucado geral da equacéo é

y(t) = (In|sent|)sent — tcost + c1 cost + cy sent.

Equagéo caracteristica: > —1 =0 < r = +1.
Solugéo geral da equagdo homogenea: y(t) = cye’ + cpe™".
Vamos procurar uma solugdo particular da forma

yp(t) = ur(t)e’ +up(t)e™ (2.63)

com a condigdo de que
yu(t) = uy(t)e' —up(t)e™
ou equivalentemente
ehuy () + e fup(t) = 0 (2.64)

Substituindo-se yp(t), ¥, (t) na equagdo obtemos
elul(t) —e fub(t) = (1 + e 1) 72 (2.65)

Resolvendo o sistema linear formado por (2.64) e (2.65) obtemos
/ et
[ u/l(t) } _ _1 (1_,_15@4)2

uy(t) 2 (1;,74)2

et 1
() = / 2(1 +e*t)2dt T 2(T+e )

Assim

+cq,
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et €3t
s (t) = 5/ ST et = f./ TEER Y

Fazendo u = ¢! + 1, entdo

1 (1—u)?
up(t) = —5/ 5 du
1 1 2
- _E (ﬁ—a‘i‘l)du
1 1+et
4 1n(1 £y _
2(1+et)+ n( +e) > +co

Tomando ¢; = 0 e c; = 0 e substituindo-se em (2.63) obtemos a solugéo particular

t —t

e e

wt) = aven Y aute
—t
+e 'In(1+e') — ! +2e :
Portanto a solucado geral da equacéo é
et et
t =
v = aren Taasd
—t
+e'In(1+e) — ! +28

+ cref +cpet.

Eq. caracteristica: > +4 = 0 < r = £2i.

Sol. geral da eq. homog.: y(t) = c1 cos(2t) + ¢ sen(2t)

yg,l) (t) = t[Acos(2t) + Bsen(2t)] é uma solugdo da equagdo y”" +4y = 2sen(2t) e

yéz)(t) = Ct+ D é uma solugdo da equagdo y” + 4y = t, pelo Principio da Superposigdo para
equagdes ndo homogeéneas:
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Sol. particular da forma y,(t) = yél) (t) + yéz) (t) = t[Acos(2t) + Bsen(2t)] + C + Dt.

yp(t) = Acos(2t) + Bsen(2t) + t[-2Asen(2t) + 2B cos(2t)] + D

yp(t) = (—4At +4B) cos(2t) + (—4Bt — 4A) sen(2t)

Substituindo-se na equagdo

(—4At +4B) cos(2t) + (—4Bt — 4A) sen(2t) + 4t[A cos(2t) + Bsen(2t)] + 4C + 4Dt = 2sen(2t) + ¢
[—4At + 4B + 4At] cos(2t) + [-4Bt — 4A + 4Bt] sen(2t) + 4C + 4Dt = 2sen(2t) + ¢

48 = 0
—4A = 2

4C + 4Dt t

Obtemos A = —1/2,B =0,C = 0,D = 1/4. Assim a solucdo geral da equacdo é
1
y(t) = c1 cos(2t) + cp sen(2t) — écos(Zt) + Et

Eq. caracteristica: P42=0&7r= j:ﬁi.
Sol. geral da eq. homog.: y(t) = c; cos(v/2t) + ¢y sen(v/2t)
Sol. particular da forma y,(t) = Ae' + B.
yp(t) = Ae!
yp(t) = A
Substituindo-se na equagao
Aet +2(Aet + B) = et +2
3Ael +2B =e' +2
3A =1
2B = 2
Obtemos A =1/3,B = 1. Assim a solugdo geral da equacgéo é

y(t) = c1 cos(V2t) + cr sen(vV/2t) + %et +1
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Solucéo geral da equacdo homogénea:
y(t) =cre 2 4 cpe
yp(f) = A2t2 + At + Ag

Yy Y, —2yp = (—2A)t2 + (2A; —2A1)t + (2A; + Ay — 2A))

24, -1
24, — 24 =0
2A) + A} — 24, = 3
1
Ar
Ao 3

yp(t) = —9/4—1/2t—1/2¢*

Solugéo geral:
y(t) =cre ' +cref —9/4—1/2¢—1/2#

Solugéo do PVI
y(t) =7/12¢ 2t +5/3¢! —9/4—1/2t—1/2£

Solucdo geral da equagdo homogénea:
y(t) =cret+cpte!

Solucao particular da equacdo ndo homogénea:

yp(t) = Acos2t + Bsen2t
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Substituindo-se na equagdo

Yp +2y, +Yyp = (—~3A+4B) cos2t + (—4A — 3B) sen2t = 3sen 2t

—-3A + 4B = 0
—4A — 3B = 3
A _12
5=
25
12 9
yp(t) = ~35 cos 2t — EsenZt

Solugéo geral:

12
ty=rcre! te! — = cos2t —
y(t) =cre  +pte” 55 €08

Derivada da solucéo geral:

Y(t)=—cret+cp(1—t)e” + 2 sen2t — 8 cos2t
Substituindo-set =0,y =0,y = 0:
12

6
Clzg/ szg

Solugdo do PVI:
y(t) = % et + g fte™" — ECOSZt 25 sen 2t

Solucdo geral da equacdo homogénea:

y(t) = c1*' + coe?'t

yp(t) =1/3¢7!

Solugéo geral:

y(t) =t +coe?tt +1/3e!
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Solugdo do PVI
y(t) = —1/3*" + 't +1/3¢7!

Solucdo geral da equacdo homogénea:
y(t) = cre” /2 cos(t/2) + cze”"/? sen(t/2)

Solucao particular:
yp(f) = A2t2 + At + Ag

Substituindo-se na equagao:
2y + 2y, +yp = (A28 + (44 + At + (442 + 241 + Ag) = 2

Ay =
4A, + A4 =

4A, + 2A1 + Ay =

OO =

Ay 1
A | =| -4
Ao 4

yp(t) =1 —4t+4 = (t —2)2
Solucao geral:
y(t) = cre % cos(t/2) + coe /% sen(t/2) + (t — 2)?
Derivada da solucéo geral:
Y (t) = cre™t/2(—(1/2) cos(t/2) — (1/2) sen(t/2)) + cze™t/2(—(1/2) sen(t/2) 4 (1/2) cos(t/2)) +
2(t—2)
Substituindo-se t =0,y =0,y = 0:
c1=-4 =4

Solugéo do PVL:

y(t) = —4e™ 2 cos(t/2) + 4e /2 sen(t/2) + (t — 2)?
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A equacdo caracteristica é

P 4+2r+a=0
A=4—4a=4(1-0)
i. Sea > 1, entdo A < 0, as raizes da equagdo caracteristica sdo rjp = —1+i Vo —1 e a solucio
geral da equacdo é
y(t) = cre”fcos(vVa — 1t) + cpe Fsen(va — 1t)
ii. Sea = 1,entdo A = 0 e r = —1 é a tnica raiz da equagdo caracteristica e a solucdo geral da

equagdo €
y(t) = cre” +cote!

iii. Sew < 1, entdo A > 0, as raizes da equagao caracteristica sdo r; o = —1 + /1 — a e a solugdo
geral da equacédo é

]/(t> _ Cle(flfx/lfuc)t + C2€(71+\/171x)t

yp(t) = t[(Ao + Art)e Fsen(v/a —1t) + (By + Bit)e fcos(vu —1t)], sea > 1.
319

A equacdo caracterfstica é
P +5=0
que tem como raizes r = 4/5i. Assim a solugdo geral da equagio é

y(t) = c1 cos (\/5 t) + cp sen (\/5 t)
Para resolver o problema de valor inicial precisamos calcular a derivada da solugdo geral
y'(t) = —V5¢;1 sen (\fS t) + /55 cos (\/5 t)
Substituindo-se t = 0,y = 1 ey’ = 0 obtemos ¢c; = 1 e c; = 0 e a solugdo do problema de valor
inicial é
y(t) = cos (\/5 t)

A amplitude é igual a 1, a frequéncia é igual a v/5, a fase é igual a zero e o periodo é igual a 27t/+/5.
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+1

4.2.  (a) Equacdo caracteristica: 212 4+3=0
Raizes: ¥ = £4/3/2 i

Solugdo geral: y(t) = ¢ cos <\/§ t) —+ cpsen (\/g t)

Derivada da solucao geral

y'(t) = —c1v/3/2sen (v/3/2 ) +c \/mCos (vV3/2t)

Substltulndo -set =0,y = 1 y =
1 = 1/ Cy) = 0

y(t) = cos (\/g t)

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011

Solugédo do PVIL:




2.8 Respostas dos Exercicios

401

A amplitude é igual a 1, a frequéncia é igual a \/g, a fase

2270 //3.
(b)

é igual a zero e o periodo é igual a

+1

4.3.

1
2u”+u’—|—§u:0 A=1—-4=-3

112 = —% + i?
—t/4 cos (% t) +cpe /% sen (% t)

u'(t) = ( t/4 cos (% t) V3e=t/4gen (@ t)) +c <

u(t) = cre

1,— 1 —
—z€ —z€

V3

t/4 sen (%t) —l—@cos( .

))

Julho 2011

Reginaldo J. Santos
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u(0) =ug=cq
/ 1 _ a3 _ dujtug
w(0) =uy=—F+Y5 = a=-z
Assim a solugdo do problema de valor inicial é

/
u(t) = uge~t*cos (? t) —+ 4%%6_”4 sen (? t)

A constante da mola é
mg  100-10°

L 10
A equacdo diferencial que descreve o movimento é

k= 10*
10%u” +10*u =0

Equacdo caracteristica:
rP4+100=0 < r=+10i

Solucdo geral:
u(t) = ¢ cos(10t) + cp sen(10¢)

k 10
@o =17, =\ 100 = 1Y

_om_2n
Cwp 10

A frequéncia natural é

O periodo é

segundos

A posigdo em fung¢do do tempo € a solugdo do problema de valor inicial

u” +100u = 0,
u(0) =0,
u'(0) = —4.




u'(t) = —10cq sen(10¢) + 10c; cos(10t)

M(O) =0= €1,
u'(0) = —4 = 10cy.
Assim a soluc¢do do problema de valor inicial é

u(t) = —%sen(lOt)
A amplitude é iguala 2/5.

25

2nfo /V

IAVARAV

A posigdo em fung¢do do tempo € a solugdo do problema de valor inicial

u” +100u =0,
u(0) =1,
' (0) = 10.

u'(t) = —10cq sen(10t) + 10c, cos(10¢)

M(O) =1= C1,
' (0) = 10 = 10c,.

403
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Logoc; =1ecpy = 1. Assim

€1 V2
R=\/d+c3= V2, 6= arccos - = arccos - = /4
e a solugdo do problema de valor inicial é
u(t) = cos(10t) + sen(10t) = v/2 cos(10t — 71/4)

A amplitude é igual a V2.

2712)F

(740 T40+21710

—2n12) F

(c) A posicdo em fungdo do tempo é a solugdo do problema de valor inicial

u” 4+100u = 0,
u(0) =2,
' (0) = 0.

u'(t) = —10cq sen(10t) + 10c, cos(10¢)

{ u(0) =2=c,
' (0) = 0 = 10c,.

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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Assim a solugdo do problema de valor inicial é
u(t) = 2cos(10t)

A amplitude éigual a 2.

A constante da mola é

mg _ 100-10°
L 10

A equacdo diferencial que descreve o movimento é

k= =10

10%u” 4+ yu' +10*u =0
Equacdo caracteristica:
10%% + yr +10* = 0
A=*—4-10°
e Sey > 2-10° o sistema é super-amortecido.
e Sey =2-103% 0 0 sistema tem um amortecimento critico.
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e Sey < 2-103 o sistema é sub-amortecido

Neste caso a constante de amortecimento é dada por

_F_ 10
o 10

A equagdo diferencial que descreve o movimento é
104" +10%u’ +10%u = 0
Equacéo caracteristica:
102 +10°r+10* =0 & r=-5£5V3i

Solugéo geral:
u(t) = cre > cos(5v/3t) + coe ' sen(5v/3¢)

A posic¢do em funcgdo do tempo é a solugdo do problema de valor inicial

u" +10u’ +100u = 0,
u(0) =2,
u'(0) = 0.

W' () = e 3((5v/3c; —5c1) cos(5V3t) +
+ (=5v/3 — 5¢5) sen(5V/3 1))

M(O) =2= C1,
u'(0) = 0 = 5v/3¢c; — 5¢y.
Logocy =2ecy; = 2/+/3. Assim

4
R:\/C%+C%=%,
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0 = arccos % = arccos ? =7m/6

e a solugdo do problema de valor inicial é

u(t) = 2e=5 cos(5v/31t) + %6_& sen(5v3t) = %e_St cos(5V3t—7/6)

A quase frequéncia é igual a 51/3 e 0 quase periodo é igual a 271 /5/3.

u

4137(1/2)
\

0 ——=—==———

= e

=
(03" —— e )iens3)

-413%(1/2)

Com a aproximacao sen  ~ 0 a equagao diferencial se torna

0" +30 =0,
que tem solugéo geral
6(t) = c¢q cos <\/€t> + cpsen ( % t)
90 = 9(0) =C
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Logo a solugdo do PVI é
6(t) = 6y cos < é;t)

(b) A frequéncia é \/% o periodo é 271'\/% e a amplitude é 6.
5. Oscilac¢des Forcadas (pagina 336)
5.1.

2u" 4 3u = 3cos(3t)

2%24+3=0 r=+i/3/2

Solugdo da equagdo homogénea

u(t) = cq cos (\/E’Wt) + cpsen (\/ﬁi)
up(t) = A cos(3t) + Bsen(3t)

uy(t) = —3Asen(3t) + 3B cos(3t)

u%(t) = —9A cos(3t) — 9B sen(3f)

Substituindo-se uy (t), uy,(t) e uy(t) na equagdo obtemos

—15A cos(3t) — 15B sen(3t) = 3 cos(3t)

—15A
—15B = 0

|
w

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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que tem solucdo A = —1/5 e B = 0. Assim uma solugdo particular da equacdo ndo homogénea é
1
up(t) = ~5 cos(3t)

e a solugdo geral da equagdo ndo homogénea é
u(t) = —% cos(3t) + ¢y cos (v/3/2t) + cpsen (v/3/2t)..
u'(t) = ¥sen(3t) — v/3/2c1 sen (V/3/2t) + v/3/2c5 cos (v/3/2t) .

ul0)=ug=-t+c1 = c=u+4

uW'(0) =uy=+v3/2c; = c3=2/3uj
Assim a solugdo do problema de valor inicial é

u(t) = —35 cos(3t) + (ug + 5) cos (v/3/2t) + v/2/3upsen (V3/2t) .

u(0) =0,u'(0) =0

A solugdo geral da equacdo homogénea é

{ 102" +10*u = 9600 cos(6t),

u(t) = cq cos (10t) + ¢ sen (10¢)

A solugéo particular pelo método dos coeficientes a determinar é da forma
uy(t) = Agcos(6t) + By sen(6t)

Pelo método das constantes a determinar encontramos Ag = 3/2 e By = 0.

A solugdo geral da equagéo é

u(f) = cq cos (10t) 4 ¢ sen (10t) + %COS(6t)
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Derivando e substituindo-se t = 0, u = 0 e u’ = 0 obtemos que
c1=-3/2, =0
Assim a solugdo do problema de valor inicial é
u(t) = ; (cos(6t) — cos(10t)).

Como
cos(A — B) — cos(A + B) = 2sen Asen B

entao
u(t) = 3sen(2t) sen(8t)

- . o - 1
7z N , \
AN , N , N AN
/ \ / \
/ \ / \
/ \ / \
/ \ ! \
v, /

v ‘\/

/

i \

0 /
\ ! n g t
\ I '

LAY
\ V P , /
\ / \ /
\ / \ /

\ ’ \ /
\ / \ ’
A\ . , NIV
=7 N ~t . 1

3l

5.3.

102" +10*u = 10° cos(10t),
1(0) = 0,1/(0) =0

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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A solugdo geral da equagdo homogénea é
u(t) = cq cos (10t) + ¢ sen (10¢)

A solugdo particular pelo método dos coeficientes a determinar é da forma
up(t) = t(Agcos(10t) + By sen(10t))

Pelo método das constantes a determinar encontramos Ag = 0e By = 1/2.

A solugéo geral da equacdo é
u(t) = c cos (10f) + cp sen (10t) + 5 sen(10t)

Derivando e substituindo-se t = 0, u = 0 e u’ = 0 obtemos que
c1=0, =0

Assim a soluc¢do do problema de valor inicial é
t
u(t) = Esen(lOt)
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Neste caso a constante de amortecimento é dada por

= E = —4200 = 4200
v 1

A equagdo diferencial que descreve o movimento é

10%u” + 4200u’ + 10*u = 26000 cos(6¢)

A solugdo estaciondria é a solugao particular da equagdo ndo homogénea
up(t) = Agcos(6t) + Bysen(6t)
Pelo método das constantes a determinar encontramos

Ag=16/65 By =63/65,

Ao 16
R=,/A3+B5=1, &= arccos R T Arecos = & 1,32.
16 63
up(t) = s cos(6t) + 5 sen(6t) = cos(6t —1,32)
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A solugao da equagdo homogénea correspondente é

ft \ft

Entéo a solugdo geral desta equagdo é

u(t) =cre” 2 cos + cpe” 2 sen

7t 7t
u(t) = c1e” 2 cos \fT + ez senfT +up(t)

em que u,(t) é uma solugao particular. Pelo método dos coeficientes a determinar
uy(t) = Acos(wt) + Bsen(wt).
uy(t) = w cos (wt) B—w sen (wt) A

uy(t) = —w? sen (wt) B—w” cos (wt) A

Substituindo-se u, (t), u},(t) e u}(t) na equagao diferencial obtemos
(wB—w?A+2A) coswt
— (w?B—2B+wA) enwt = cos wt

Substituindo-set =0et = obtemos o sistema
(2-w?) A+wB = 1
—wA+(2-w?)B = 0
encontramos
2
A= 27(‘), B—_ %Y
wr—3w?2+4 wt—3w?2+4

Logo, uma solugdo particular da equagdo diferencial que é a solugdo estaciondria é dada por

(2—w?)

up(t) = P cos(wt) + sen(wt).

v
wt—3w?2+4
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A amplitude é

R =R(w) = VA2 1 B2 = !

(wt—3w?2+4)/?
A amplitude méxima ocorre se
R(w)=0& £ (v -3 +4) =0 40’ - 6w =0 w = /3.
A solugdo geral da equagdo homogénea é dada por
u(t) =cycos(wpt)~+cpsen(wpt),

em que wy = vk/m.

Vamos procurar uma solugdo particular da forma
up(t) = Acos (wt)+ Bsen (wt).

Derivando-se:
/

P

uy(t) = —Bw? sen (wt) — Aw?* cos (wt).

Substituindo-se na equagao diferencial:

u,(t) = Bw cos (wt) — Bw sen (wt)

(k —m wz) (sen(wt) B+ cos(wt) A) = Fycos (wt)
Comparando-se 0s termos em cosseno e em seno obtemos

(k—mw?) A =FK
{(k—mwz)B =0

Assim E F
0 - 0 ___B=o.

A p—
k —m w? m(w(z) — w?)
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Logo a solugéo geral é

Fy

(@ — ) cos(wt).

u(t) = cq cos (wot) + cz sen (wot) +

Dividindo a equagéo diferencial por m e substituindo-se k/m = w3 obtemos:
F
u' 4 wiu = 0 cos (wot)
m
Vamos procurar uma solugdo particular da forma
up(t) = t[Acos(wot) + Bsen (wpt)].
Derivando-se:

u;(t) =
(wotB+ A)cos(wot)+ (B—wptA)sen (wyt)

wy(t) =

—pwo (wotB+2A) (sen (wpt) — (2B —wpt A))cos (wot).

Substituindo-se na equagao diferencial u” + w3u = % cos (wp t):
2wy (cos (wot) B—sen(wot) A) = Fycos (wot)
Comparando-se os termos em cosseno e em seno obtemos

Za)oB :Fo/m
—2(4]0A =0

Assim

E
A=0B=-—2"".
2mwy

Logo a solugéo geral é

F

tsen(wpt).
ey (wot)

u(t) = c1cos (wot) + casen (wot) +
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_ Rwsen(wt)

W) =——"o"""" _ (wycq sen (wyt) + wycy cos (wpt
() (G- m 0 (wot) +wp ez cos (wo t)

+ ¢z sen (wp t) + ¢1 cos (wot)

Derivando e substituindo-se t = 0, u = 0 e u’ = 0 obtemos que

fo +c
(WB—w?)m
wo C2
Fo
0= ——F—
! m(w — w?)’

Assim a solugdo do problema de valor inicial é

R
m(wf — w?)

u(t) =

(cos(wt) — cos(wopt)) .

Fy
2mwy

u(t) = c1 cos (wot) + ¢z sen (wot) + fsen(wot)

/ _ Fysen(wpt) Fy t cos(wq t)
u'(t) = Sogem— ——Tm

Derivando-se e substituindo-se t = 0, u = 0 e 4’ = 0 obtemos que

—wpcp sen (wot) + + wpcy cos (wot).

C1:O, cp =0

Assim a solugdo do problema de valor inicial é

F
u(t) = 2"1200 tsen(wot).
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Seja u(t) = cyuq(t) + cpun(t) a solugdo da equagdo homogénea correspondente. Entdo a solucdo geral
desta equagdo é
u(t) = cuq(t) + coua(t) +up(t)

em que uy(t) é uma solugao particular. Pelo método dos coeficientes a determinar
up(t) = Acos(wt) + Bsen(wt).

uy(t) = w cos (wt) B—w sen (wt) A

uy(t) = —w® sen (wt) B—w? cos (wt) A

Substituindo-se uy (t), u,(t) e uj (t) na equagao diferencial obtemos
(wBvy+ (w3 — w?)mA) coswt

+ ((w} — w?) mB — w A ) senwt = F cos wt

Substituindo-se t = 0 e t = 5. obtemos o sistema

(W3 — w?)mA+wyB = K
—wyA+ (wi—w?)mB = 0

que tem solucdo
Fom(w} — w?) p - forw
A ’ AN
em que A = m?(w3 — w?)? + y?w?. Logo, uma solucdo particular da equacdo diferencial que é a solugao
estaciondria é dada por

A:

E 2.2
up(t) = %w) cos(wt) +

F
Ozw sen(wt).

1

100" / _
0Q" +60Q" 0,125-101
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Dividindo-se por 10:
6
Q"+6Q"+8Q= ¢

Equagao caracteristica: %> + 6r + 8 = 0
Raizes: r = —2,—4

Solugdo geral da equagao homogénea: Q(t) = cre™ + cpe™*
Solugéo particular da forma Q,(t) = Ap.
Qy(t) = Qu(t) =0
Substituindo-se na equagéo:
6 3
8A0 = g = Ao = %

Solugéo geral:

3
t) = —2t —4t
Qt) =cre ™ + e + 20

t t

Derivada da solugdo geral: Q'(t) = —2cje? —dcye™

Substituindo-set =0, Q = 0, Q" = 0:

{c1+cz+2%:0 N {cl——3/10

D —46 =0 7 ¢ =3/20
Solugéo do PVL:
_ 3 o, 3 4,3
Q) =—15¢ " 55 " *12g
lim Q(t) = 3 C

t—o0 20




2.8 Respostas dos Exercicios
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(©)

-0.5 0 05 1 15 2 25 3

6. Solucdes em Séries de Poténcias (pagina 360)

6.1. (a)

Substituindo-se y(x) = Yoo anx", y' (x) = Yo g(n+ 1)a,1x" e

"(x) =Y o(n+2)(n+1)a, »x" naequacdo y” + xy’ + 2y = 0, obtemos
y n=0 q y yray
Lozo(n+2)(n+ D)aniox" + x Yo7 o(n + 1)apax" + 2352 g anx™ =0
nmo(n+2)(n+ 1)apox”" + Yo (n + 1)ay a1 + 2150 g anx =0
Yoo(m+2)(n+1)ayox" + Y00 g napx™ +2Y 5 na,x" =0
2ap 4+ 2a0+ Y o0 4 [(n+2)(n+ 1)a,42 + nay, + 2a,]x" =0
O que implica em

{ 2apy 4+2a9 =0

(n+2)(n+1)ayo +nay +2a, =0, n=1,2,3,...

ay = —dy
1
Apt2 = —57n, N = 1,2,3,...

_ (=12 _ — (-D* —
114— 3 {10,{16— 5.3 ao,"'azk—mao,k—l,z,...

Julho 2011

Reginaldo J. Santos
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_ 1 _ 1 _ (=1 _
a3 = —201,05 = 1301, """ 02k41 = py(2k-2)- 2% k=12,...

Substituindo-se os valores a, encontrados acima, na série de y(x) obtemos

Y = Tar = B e 3 =
n=0 k=0 k=0
- (—1)* 2%
— a1
% ( +k:21 Qk—n@2k-3)--3" )T

+a (x+ y (=" x2’<+1>
1 k=1 (2k)(2k —2)---2

Portanto, a solugao geral é

y(x) = agy1(x) +arya(x),
em que

B 00 (_1)1{
nx) = Hk; 2k —1)(2k —3) -- 3

(x) — x4+ i (_1)k x2k+1
2 &2k (2k—2) -2

Agora, como y(0) = 4, entdo substituindo x = 0 e y = 4 na expressado de y(x) obtemos que ap = 4

Como y'(0) = —1, substituindo-se x = 0 e ¥’ = —1 na expressdo obtida derivando-se y(x):
/ c- (—1)*2k 2k—1
(x) = ap X7+
Y ,g(zk—1)(2k—3)--~3

> (—1Dk2k+1)
+ ap (1 + Z (2K) (2 —2) - .2x2k>

k=1
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obtemos a; = —1. Assim a solucdo do problema de valor inicial é

y(x) = 4<1+i (-1)f x2k>
= (2k—1)(2k—3)---3

00 k
2k+1
<x+2 2k 2) 2% )

k 1

A série acima converge para todo x € R.

Substituindo-se y(x) = Yoo g anx", y' (x) = Yoo g(n+ 1)a,1x" e

y'(x) = X5 o(n+2)(n + 1)a,12x" na equagio (1 + x?)y” — 4xy’ + 6y = 0, obtemos

(1+x2) T2 s(n+2)(n+ 1)ay0x —4x Y g(n+1)a, 1x" +6 Y5 o anx™ =0

Toeo(n + 2)(n + Dagox” + L2 o(n + 2)(n + Dagox” — 4552000 + a2 +
61 o ayx =0

T (1 +2) (1 D22+ T (142) (14 1) 232 — 4T (14 1) 13 + 655 g a2 =
0

Y o +2)(n4 1) apox" + X5 o n(n —1)agx™ —4Y50  nagx™ +6Y o ganx” =0
2ay + 6azx — 4ayx + 6ag + 6a1x + Y o o [(n+2)(n+ 1Vayo +n(n —1)a, — 4na, + 6a,|x" =0
O que implica em

2ay +6ay =0

6asz +2a; =0

(n+2)(n+1)ay2+

+n(n —1)a, — 4na, + 6a, =0,

n=273...

a, = —3010
az = —%al
(n—3)(n—2)

Ap42 = — (n+2)(n+1)an, n = 2,3,. ..

a4 =0,a6=0, - ay =0,parak =2,3,...
a5 =0,a7 =0, agpy1 =0, parak =2,3,...
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Substituindo-se os valores a, encontrados acima, na série de y(x) obtemos

[e)

y(x) = ) anx"

n=0

- % v 2k+1
+

2 Ak X~ + 2 Agk41X

k=0 k=0

= a (1 —3x2> +aq (x — ;x3>

Portanto, a solugdo geral é
y(x) = aoy1(x) + arya(x),

em que

yi(x) =1-3x2ey(x) =x— 1x3

A solugdo acima é valida para todo x.

Substituindo-se y(x) = Y02 yanx™ e v (x) = Yoo o(n +2)(n + 1)a,42x" na equagdo (4 — x?)y” +
2y = 0, obtemos

(4= x%) Tio(n +2)(n + 1ayx" + 2152 g anx™ =0

4y o(n+ 2)(n + 1) apiox™ = x2 5o (n+2)(n + 1)ay0x" + 2 5 ganx" =0

4% o(n+2)(n+ D)ayx™ — Y00 o(n+2)(n + 1) a3 2 +255 ja,x" =0

4y o(n+2)(n+1Dagox™ =Y o on(n —1)apx™ +2Y 5 ya,x" =0

8ay+4-3-2-a3x +2a9+2mx+ Y o 5[4(n+2)(n+1)ay1p —n(n —1)a, + 2a,]x" =0

O que implica em

8ay +2a9 =0
4-3-2-a3+4+2a1 =0
4n+2)(n+1)ayp —n(n—1)a, +2a, =0, n=2,3,...
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1
ay = —aao
_ 1
a3 = —z3 1
a n2—n—2
n+2 = I(n12)(nt1)
_ —2
= 4( Tng2) s 1 =2,3,.
a4:O,a61:0,~~~aZkzl(),parak:Z,&... )
as = _42_5_3ﬂ], a7 = _43_7,5a1/ e ﬂ2k+1 - _4k(2k+l)(2k71) ai, k == 1/ o

Substituindo-se os valores 4, encontrados acima, na série de y(x) obtemos
oo
n
y(x) = Z anx

2k+1
Z{Jka + Z”zk 1X +
k=0 k=0

1
== a() (1 - 4x2> +

- 1 2%+1
a1 | x— X
( ];4k(2k+1)(2k—1)

Portanto, a solugdo geral é
y(x) = aoy1(x) + arya(x),

em que

nx)=1-1xeyp(x) =x -2, mx

A série acima converge pelo menos para |x| < 2.

2k+1

Substituindo-se y(x) = Yoo g anx", ' (x) = Yo o(n+ 1)a,1x" e
y'(x) = ¥ o(n+2)(n +1)a,.2x" na equagio (3 — x?)y” — 3xy’ — y = 0, obtemos
(3 = x%) Lo (n +2) (n 4 1)aps0x™ = 3x L5t o(n + 1)a, 115" — Y52 ganx =0
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300 + 2)(n + 1)ayyox" — x2 Yoon + 2)(n + Dayix™ — 3Y07 o(n + l)an+1x”+1 —

Yoo =0

3 o(n+2)(n+1)ayox™ — Y52 o(n +2) (1 +1)ay0x™ 2 =335 o (n+1)ay "™ = TP g apx” =
0
3 a—o(n+2)(n+ Danox" — Y2 on(n — )apx =332 ) napx — Y32 g anx” =0
6ay +32 -2 azx —3a1x —ag — a;x + Yoo 5 [3(n +2)(n + 1)a,p — n(n — 1)a, — 3na, — ay)x" =0
O que implica em
6612 —ag = 0
32.2-a3—4a; =0
3(n+2)(n+1)ay2
—n(n—1)a, —3na, —a, =0,
n=273,...
ay = ﬁﬂo
2
a3 = 31
— _n*4on4l
Ant2 = 3(n+2)1(1n+1)a”
_ (n+1)?
a 3(ﬂi12)(n+1)
— _n —
= 3(n+2)””' n=12,...
__3 53 . — (2k=1)(2k=3)--3 —
A4 = 37450, 86 = 3564390 " 0%k = 3E g (k—2)- 270 K =23,
_ 42 642 . — _ (2k)(2k= 2) —
5 = 3753M 97 = 357531 k1 = ks k1) 3 kK =1,2
Substituindo-se os valores a, encontrados acima, na série de y(x) obtemos
o) ) ) (2k—1)(2k—3)---3
y(x) = Tiomx" = YLRgaux® + IRoaynx® T = ag (1 + 1 W’ng +

(2k) (2k—2)-- 2k+1
a (x+2k 1Wx : )

Portanto, a solugdo geral é

y(x) = agy1(x) + a1y2(x),
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em que

& (k-1)(2k-3)--3
x)71+k§13k~(2k)(2k— Y e

© (k) (2k—2)--2
+Z3k2k+1)(2k—1) 3

ya(x) =

A série acima converge pelo menos para |x| < V3.
Substituindo-se y(x) = Yoo g anx", y'(x) = Yo g(n+ 1)a,1x" e
y'(x) =Y o(n+2)(n+ 1)a,12x" na equagdo (1 — x)y” + xy’ —y = 0, obtemos
(1—x) Elo(n +2)(n + Danpox" + x 157 (1 + D)ayqx™ = Y00 g anx™ =0
L0 (14 2) (1 4+ a2 — X K (14 2) (1 4+ Do + T (1 + Dty 127+
T o (14 2) (14 122" — T o(n+2) (1 + Va6 + 55 o(n + 1>an+1x"+1
Ynzo(n+2)(n+ D)ap2x™ — Y50 (n + 1)nayq X" + 02 napx™ — Y5 anx” =0
2ap —ag + Y [(n +2)(n + Dapia — n(n + 1)ayq + nay — aylx" =0
O que implica em

2[12 —ag = 0

(n+2)(n+1)ay42

—n(n+1)ayq +nay, —a, =0,

n=123...

1
1y = 549
An4+2 =
n
n+2fn+1 — an,
n=12,...

n—1
(n+2)(n+1)

I
=
AN
S
S

Zn
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Supondo que a; = %ao, para k < n, entdo
_ n=2 -3 —
an = nTan—l - h%sz =
n—2_ 1 _ _n—=3 1 _ 1 _
7 eI T (1) (o2 0 = pido, paran = 1,2,...

Substituindo-se os valores a, encontrados acima, na série de y(x) obtemos

|x”> + ax

y(x) = aoy1(x) + arya(x),

y(x) = ) anx"
n=0

(o)
= 4o <1+ Z
n=2

:‘;_\

Portanto, a solugdo geral é

em que
= 1
B =1+ Y 3" e pax) =x
n=2""
Agora, como y(0) = —3, entdo substituindo x = 0 e y = —3 na expressdo de y(x) obtemos que

/

ap = —3. Como y'(0) = 2, substituindo-se x = 0 e ¥’ = 2 na expresséo obtida derivando-se y(x):

! _ = 1 n—1
y(x) = aOnZ::z(n—l)!x +

obtemos a; = 2. Assim a solugdo do problema de valor inicial é

|
y(x) = -3 <1+n§n!x”>+2x

A série acima converge pelo menos para todo |x| < 1.
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Substituindo-se y(x) = Yo g a.x", ' (x) = Yo o(n+ 1)a,1x" e

y'(x) = T2 o(n+2)(n + 1)a,42x™ na equagio 2y” + xy’ + 3y = 0, obtemos
2 5 o(n+2)(n+ Dagox™ +x Y37 o (n + 1)agx" + 357 ganx" =0

2 0o (n+2)(n + D)agsox™ + L2 o(n + Va1 + 3157 ganx™ =0

2y o(n+2)(n+1)ayqox" + Yo napx" +3Y 5 ganx™ =0

4ay +3ag+ Yo 2(n +2)(n + 1)ayyo + na, + 3a,)x" =0

O que implica em

4a; +3ap =0
2(n+2)(n+1)aysp +na, +3a,=0,n=1,23,...
a) = —%ﬂo s
an+2 == —W{ln, n = 1,2,.. .
. 5 —1)k(2k+1)(2k—=1)---3
ay = 722133‘2510, ag = —%ao, cee gy = (DX 2k-(2)1£)! ) ap, k=1,2,...
. —1)%(2k+2) (2k)---4
az = —fﬁalfﬂS = #Af_}zﬂl/ Cr M2kl = %ﬂbk =1...
Substituindo-se os valores a, encontrados acima, na série de y(x) obtemos
(X) = T2 an" = Y,y 4y 2+l _ 14y (D@D (2k=1)-3 ok
y(x) = LaZoanX" = Yalo@okX™ + Lnlo@2n+1X = a0 (14X 2F-2K)1 )+
oo (=1)F(2k+2)(2k)--4 _2ki1
n (x+zk:1 : )2(k(2k+)1()! K it )

Portanto, a solugdo geral é
y(x) = agy1(x) + ary2(x),
em que
© (DK 1)(2k—-1) 3 ,
=1
n® =1+, 25~ (2K)! *
= (“DH2K+2)(2K) 4y
=1 2K(2k +1)!

n

e

ya(x) = x +
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A série acima converge para todo x € R.

Substituindo-se y(x) = Yo ganx" e y"(x) = Yo o(n+2)(n + 1)a,42x" na equagdo y”’ — xy = 0,

obtemos

Lizo(n+2)(n+ D)aniox" —x Yol ganx" =0

Yoo +2)(n+ D)apox" — Y5 apx™ ™ =0

Yo—o(n+2)(n+1)ayx" — Yl g ay1x" =0

200 + Y5 q[(n+2)(n+ 1apia — ayq]x" =0

O que implica em
2112 =0
(n+2)(n+1)an;2
—ay—1 =0,
n=123...

ap; = 0

— 1
In+2 = (ig2)(nrn) -1
n=123,...

|~

W

as 740

I AP |
A6 = 543 = @“0
43k = BR)(3k—1)(3k—3) 3k —4).-32 40

a4 = z3M

a7 = 750y = 75z

A3k+1 = (3k+l)(3k)(3k12)(3k73)-~4-3al

a5 = g4 = 0, 83545 = 0, parak = 0,1,2,....

Substituindo-se os valores a, encontrados acima, na série de y(x) obtemos

y(x) = Lol anx"

N 3k co 3k+1 co 3k+2 _ ] 1
- Zk:O azx™" + Zkzo Azk+1X + Zkzo Azk42X = 4o (1 + Zk:l (3k) (3k—1) (3k—3) (3k—4) --3-

aq (x + Lk GG (3k£2)(3k73)»--4-3 x3k+l)

3k
32% >+
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Portanto, a solugdo geral é
y(x) = agy1(x) + a1y2(x),
em que

= 1
nW) =14 Y G ek —d) 32

o 1
ya(x) = ”k; (3k +1)(3k)(3k —2)(3k —3) - - - 4- L

A série acima converge para todo x € R.

Substituindo-se y(x) = Y0y ayx" ey’ (x) = Y5 o(n +2)(n + 1)a,2x" na equacao y” + k?x?y = 0,
obtemos
Yoo(n+2) (1 + Dag2x" + K T3 g anx"t2 =0
Yoo(n +2)(n+ 1) ay2x" + k2 Y52 ay 2" =0
2ay + 6a3x + Yo (1 +2) (1 + 1)ay 4 + k2, o]x" = 0.
O que implica em
2a, =0
6613 =0
(n+2)(n+1)ay 2 +kay, =0, n=23,...

a2:a3:0 .
— s —
an+2 — —Wan_z, n = 2, 3,. ..

K2 Kt
a4 = — 713490, 48 = g743490, " -
k2 K
as = 5491, 99 = 555491, "
ag =0,a19 =0, agy4p = 0,paran =0,1,2,...
a7 =0,a11 =0, a4y43 =0,paran =0,1,2,...
Substituindo-se os valores a, encontrados acima, na série de y(x) obtemos
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_ _ 4 An+1 4n+2 4 _
y(x) = Tooanx” = oo @ X 4 T A1 X 4+ Y 0 aay x4 Y gy a2t =
00 4n 0 dn+1 _ K .4 K .8 K .5 K .9
Y0 Gan X" 4 Yo Aan1X —ﬂ0<1—ﬁx +g7g3X ) +a (X — 53X +ggEgX + -
Portanto, a solugdo geral é

y(x) = agy1(x) + a1y2(x),

elllque
k 4 k 8
k 5 k 9
yz(x) x_fx +7x +

A série acima converge para todo x € R.
Substituindo-se y(x) = Yo ganx" ey” (x) = Yo o(n+2)(n+ 1)a,2x" naequacdo (1 —x)y" +y =
0, obtemos
(1—x) Xalo(n+2)(n 4+ )apx" + Y32 g anx™ =0
Yozo(n+2)(n 4 Dap2x" — x Y52 o(n +2) (n 4 D)ap2x" + 3020 anx” =0
Yoo (n+2)(n + D)agsox™ — Y52 o(n+2) (n+ D)an2x™ 1 + 132 ganx™ =0
Yozo(n+2)(n+ D)apox™ — Y57 1 (n+ 1)nay 3" + 352 ganx™ =0
2y +ag+ Y, 1[(n+2)(n+1)ayio — (n+1)nay, 1 +ay|x” =0
O que implica em
2a5 + a9 =0
(n+2)(n+1)as2
—(n+1)nay+a, =0,
n=123...

1
ay = —jao
— n
An+2 = 7529 +1
1

RG-ICRE
n=123...
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— 1l 1, —_ 1, 1
= :14,012 3i2ﬂ1 _ 3'1201O 3’21011 1 1 1
a4 = 543 — 7302 = —ﬁﬂo — ﬁal + 1337340 = — 13300 — ﬁﬂl

Substituindo-se os valores 4, encontrados acima, na série de y(x) obtemos
y(x) = T anx" = ag (1 —Ix2— L3 — —4é~2x4+~~) + 1 (x— 2% — ﬁx4+~~)
Portanto, a solugdo geral é

y(x) = agy1(x) + ary2(x),

em que
— 12 = ..
yi(x) 2 T3 Taa ¢ T
1 3 1 4
yz(x)—x—ﬁx —ﬂx +

A série acima converge pelo menos para |x| < 1.
Substituindo-se y(x) = Yo g anx", ' (x) = Yo o(n+ 1)a,1x" e
y'(x) = Yo o(n+2)(n + 1)a,52x" na equagio (2 + x?)y” — xy’ + 4y = 0, obtemos
(24 32) T3 (1 +2) (14 D)o — X T+ Dty 137 + 455 2" = 0
2550 + 2)(n + Dageax’ + 2TEg(n + 21 + Dageax’ — Ep(n + Dagax™! +
4y qapx" =0
2 00 (n+2) (1 + D)agsox™ + Y52 o(n +2) (n+ 1)ay 42X — T3 napx” + 4352 g apx" = 0
2y 2 o(m+2)(n+Dayx + Y on(n—1)ayx™ — Y00 nayx™ +4Y . oa,x" =0
4ay +12a3x — ayx + 4ag + 4ax + Y 5[2(n +2)(n 4+ 1)ayio +n(n — 1)a, — na, + 4a,]x" =0
O que implica em
4ay +4ay =0
1245 +3a; = 0
2(n+2)(n+1ayio +n(n—1)ay,
—nay +4a, =0,
n=273,...
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a; = —4ap
_ 1
ﬂ3 - _Zﬂl
a _ —n(n-2)—4 a
n+2 = 2(2)(nr1) 1
n=273...
1 —1
a4 = 3540, 46 = 3540, " "
a5 = mall PR
Substituindo-se os valores 4, encontrados acima, na série de y(x) obtemos
— — o0 2k 0 2n+1 _
y(x> B 2;1.0:0 anX" = Yo A2X + Xyl A2n41X " - (1 —x%+ 2x + - ) +

a (x — 1P+ e+ )
Portanto, a solugdo geral é
y(x) = agy1(x) + ary2(x),

em que
1
_q1_ U
yi(x) =1-22+ 7= 375 T
1 7
yz(x):x—zlx3+5'42. X
Agora, como y(0) = —3, entdo substituindo x = 0 e y = —3 na expressdo de y(x) obtemos ap = —3.

Como y'(0) = 2, substituindo-se x = 0 e ¥’ = 2 na expressado obtida derivando-se y(x):
V) = a0 (<204 304 ) (1 32+ ot o)

obtemos a; = 2. Assim a solugdo do problema de valor inicial é
y(x):—3(1—x+ x4 )+2(x—13 72x5+~~~)

A série acima converge pelo menos para |x| < v/2.

y1(t) e y2(t) sdo solucdes da equagdo pois fazendo ap = 1 e a; = 0 obtemos y;(t) e fazendo ag = 0 e
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a1 = 1 obtemos y,(t). Além disso

Wly1,2)(0) = det[ 5’1583 55583 }
= det[(l) 2}:17&0

Como o wronskiano de y1(t) e y2(t) é diferente de zero para t = 0 e y1(t) e y2(t) sdo solugdes da equagdo,
entdo y1(t) e yo(t) sdo solugdes fundamentais da equagéo.

Substituindo-se y(x) = Yo g an,x", ' (x) = Yo o(n+ 1)a,1x" e
y'(x) = X5 o(n+2)(n+1)a,,2x" na equagio (1 — x?)y” — 2xy’ + a(a + 1)y = 0, obtemos
(1—=22) X2 o(n+2)(n+1)ayox™ —2x Y g(n+ 1)a,x" +a(a+1) 50 gax =0

Loo(n + 2)(n + Dagox" — 2 T2 o(n + 2)(n + Dagsox™ = 2) (0 + Dagnx™ + alw +
n=0

1)) anx" =0
n=0

Ynio(n + 2)(n + Dagax™ — T o(n + 2)(n + Dagax™2 = 2) (0 + Dagnx™ + ala +
n=0

)Y anx=0
n=0

Y5201 2) 1+ 1)angox" — Y5 (1 — Dana — 255 napd® + a(a +1) T2 g ax = 0
2ay + 6aszx — 2a1x + a(a + 1)ag + a(a + D)ayx + Y o[(n +2)(n + 1)ayyo — n(n — 1)a, — 2na, +
a(a+1)a,]x" =0
O que implica em
20y +a(a+1)ag =0
6a3— (2—a(a+1))a; =0
(n+2)(n+1)ayp —n(n —1)a, — 2nay,
+a(a+1)a, =0, n=2,3,...
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1
4 = GRS )a0
2~ afa+1)
B="""% M

n?+n—a(a+1)

any2 = (71+2)(Tl+1) n
(n—a)(n+1+a)

= ) A =23,
C(2k—2-a) - (—a)2k—1+a)- - (1+a) -
o (26! a0, k=23,...
C(2k—1-a))--(1—a)(2k—2+a) - (24a) -
Dk4+1 = 2k+1)! a,k=1,2,...

Substituindo-se os valores a, encontrados acima, na série de y(x) obtemos
2k—2—a)(—a)(2k—14a)--(1+
y(x) = Eolo anx™ = Y32 agex™ + Y2 g app 1 x5 = ag (1 + x| B ﬂz)zgc)! S ka) +

0 (x + 2;021 (Zkflftx))---(1(72£J)r(12)k;2+ac)---(2+0¢) kaH)

Portanto, a solugado geral é

y(x) = agy1(x) + a1ya(x),
em que

. k—2—a)-(—a)(2k—
y1(x) -1+ Zk:l (2k—2—a)--+( oE)zg(Z)' 14a) (1+zx)x2k
oo (2k—1—a))--(1—a)(2k—24a)---(2
(X)) =x+ Y2, ( ) ( (zﬁ(l)! ta)--(2+a) y2k+1
Da férmula de recorréncia segue-se que se &« = 2N, entdo ay, = 0, parak = N+1,N+2,...ese
« =2N+1,entdoayy1 =0, parak=N+1,N+2,...

Po(x) =L P(x) =x,P(x) =32 =L, P3(x) =323 = 3x, Py(x) = Pxt - L2+ 3

Substituindo-se y(x) = Yo g anx", ' (x) = Yo o(n+ 1)a,1x" e
y'(x) =Y o(n+2)(n+ 1)a,2x" naequagdo y’ — 2xy’ + Ay = 0, obtemos
Yozo(n+2)(n+ D)anox" — 2x Yo7 o(n + 1)apqx" + A0 g anx™ =0
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Yro(+2)(n 4+ D)agox™ =255 o (n+ 1)ay x4+ AT g anx™ =0
Yoo +2)(n+1)a,0x" =230 napx™ + Ay gapx™ =0

2ay + Aag+ Y 1[(n+2)(n+1)ays0 — 2na, + Aay|x" =0

O que implica em

A
{ 2ay + Aag =0 a2__550
(n+2)(n+1)ayo —2na, +Aay, =0, n=1,2,3,... 2n— A
= =1,23,...
Ap4+2 (Tl—i—l)(?’l—'—Z)an, n /2,3,
. (DA —2(2k—2)) - A
2k = ag
L k=12,...

(D -20k-1) (A -2)

2k+1 2k+ 1) 1
Substituindo-se os valores a, encontrados acima, na série de y(x) obtemos

o o o ) —1)k(A—2(2k—-2))---A
y(x) = T2 panx" = T2 apad + T2 ay 22t = g (1 +Ye (=1)k( (;15)2! 2)) ka) +
o (=DFA=2(2k—1))-+(A=2

0 (X+Ek:1( ) ( (2(k+1)!)) ( )x2k+1>

Portanto, a solugdo geral é
y(x) = agy1(x) + a1y2(x),

em que
e CDHA 202k -2)) A
yi(x) =1+ kzzl 2! x2k
> (—1)KA—2(2k—1))--- (A =2
]/Z(x) _ x_'_kzzl ( ) ( ((2k+ 1)),) ( )x2k+1

Da férmula de recorréncia segue-se que se &« = 4N, entdo ay, = 0, parak = N+1,N+2,...ese
a« =2(2N+1),entdo ap 1 =0, parak=N+1,N+2,...

Hy(x) =1, Hy(x) = x, Hy(x) = x*> — 1, H3(x) = x® — 3x, Hy(x) = x* — 6x% + 3.
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Substituindo-se y(x) = Yo g a.x", ' (x) = Yo o(n+ 1)a,1x" e
y'(x) = X5 o(n+2)(n +1)a,,2x" na equagio (1 — x?)y” — xy’ + a’y = 0, obtemos
(1= 32) T o1+ 2) (1 + ity 26" — x £+ Dty 1" + a2 T a2 = 0

[ee] [e¢]
Yoro(n+2)(n+1)ayox™ — x2 X5 o(n+2)(n + Daygox™ — Y (n+ Da, 2" + a2 Y apx" =0
n=0 n=0
[e0] o
Yo o(m+2)(n+ 1)ayox™ — Yoo g(n+2)(n+ 1)ay 3" = Y (n+ 1)a, 13" + a2 Y ax" =0
n=0 n=0

oo (n +2) (1 + 1)agi2x™ — T2y n(n — 1)anx” — Ty napx™ +a? 152 g anx” =0
2a; + 6a3x — a;x + a?ag + alayx + Yo ,[(n+2)(n + 1)ay o — n(n — 1)a, — nay + a?a,)x" =0
O que implica em

20y + aay =0
6a; — (1 —a?)a; =0
(n+2)(n+1ayp —n(n—1)ay, —na, +a?a, =0, n =2,3,...

a azll
2 — — 740

2
a 17“2&
3 = 1

6 1“12—062

= ’ :2,3,...

2= )y mr) "

((2k —2)* —a?) - (—a?)

A = 201 apg, k=1,2,3,...

((2k—1)2 —a?)--- (1 —a?)

Mk+1 = (2k+1)' ﬂl,k:].,z,...

Substituindo-se os valores a, encontrados acima, na série de y(x) obtemos




2.8 Respostas dos Exercicios

2k—2)2—a2)...(—a?
y(x) _ Z;o:()“nxn _ 2130:0 aszZk +Zlio:0“2k+1x2k+l = a (1_'_220:1 (( )(2;:)!) (—a%) 2k

C12—42) e (1—a2
m (x4 0, (B0 i)

Portanto, a solugdo geral é

y(x) = agy1(x) + ary2(x),

em que
& ((2k=2)* —a?) - (—a?)
y(x) = 1—|—k:Z;1 20! x2k
> ((2k—1)2 —a?)---(1—a?
yz(x) _ x+k§1 (( ) (2k+)1)g ( )x2k+1

(b) Da férmula de recorréncia segue-se que se & = 2N, entdo ayx = 0, parak = N+1,N+2,..

« =2N+1,entdoapy1 =0, parak =N+1,N+2,...
() To(x) =1, Ty(x) = x, To(x) = 2x2 — 1, T3(x) = 4x3 — 3x, Ty(x) = 8x* — 8x2 + 1

7. Mudanca de Variaveis (pagina 374)

71. @) ¥+ (W) =0
Fazendoy' = v

v +v? =0
L
?’U:—l

@ (1o,

do\v) dt
1
—-=t+0
v

Logo
= o(t) =
y= _t+C1

. ese

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Integrando-se
y(t) =Inft+al+e

(b) ty” — y/
Fazendoy' = v
to' = v
1y-1
v t
oo 5 =4
In|v| =In|t| + &
v —
F=o
Logo
Yy =o(t) = cqt

Integrando-se
12
y(t) = C1y T2

(c) Fazendoy =v

(14220 +2xv = 2x 73
Dividindo-se por 1 + x2
2x 2

/ _
vy’ T x3(1+x2)°

2x
Multiplicando-se a equagdo por u(x) = ol TR — 142

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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Integrando-se obtemos

1
(1+2)0(x) = -5 +a

Logo
% =olx) =- (1 —l—icz)x2 1 —T—lxz
1 A B  Cx+D
TUroe x et i
—1 = Ax(1+x2) + B(1 +x2) + (Cx + D)«?
Substituindo-se x = 0 obtemos B = —1. Comparando-se os termos de grau 2 obtemos 0 = B + D

ou D = 1. Comparando-se os termos de grau 1 obtemos 0 = A. Comparando-se ou termos de grau
3 obtemos 0 = A+ C ou C = 0. Assim,

/—71 dx = _/l+71

(14 x2)x2 B x2 1+x2
1

= ;—i—arctanx—f—cz

E a solucdo da equacgdo é

1
y(x) = po + cjarctan x + ¢.

y' +yy')? =0
0= //_dj_vdl
I TR
dov 3
U@erv =0

v=0 ou Z;—l—yvzzO
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v=0 = y{t)=0q
ou

ldov_
v2dy Y

a( 1\ _
it\ o)=Y

1y
027 a
2

y2+c1

Logo

Iy 2
v P4

VP +a)y =2

d (v ;L
TR

A solugdo é dada implicitamente por

]/3
?+Cly:2t+C2

(b) yZy// _ y/ -0

v:y y:E:U@
dv
2—— =
yvdy v=0

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias

Julho 2011
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dov

v=0 ou 2*—1:
ydy

v=0 = y{t)=0q
divil
dy — y?
U:—*“‘Cl

Logo

cg caqy—1

1 1
— (1 I —
Cl( +01y—1>y !

1
<y+ —Inlery — 1|> v =qc
€1

4
dy

A solugdo é dada implicitamente por

1
y+c—ln|c1y—1| =ct+o
1
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ou

dv_ 2
@—U +1
1 @_

v +1dy

d dou
— arctanv— =1

dv dy

d
— arctanv =1

dy
arctanv =y + ¢
v =tan(y +c1)
y =tan(y+ 1)
cotan(y +¢1)y’ =1

/cos(y+c1)d
sen(y +c¢1)
= In|sen(y+cy)|+C

/ cotan(y + c1)dy

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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d
a In|sen(y+c1)ly =1

d
Eln|sen(y+cl)| =1

Integrando-se
In|sen(y +c1)| =t+Co

sen(y +c1) = cpe!

A substituicdo t = In x transforma a equagdo de Euler

d? d
xzﬁ—l—bx%%—cyzo

numa equacao linear com coeficientes constantes.

(v)

dt

dy_ /ﬁ_l/
ix Jax T ¥
Py_d(dyy 1, 14
dx2  dx \dx) X2 x dx
1,14,
= ﬁy EE(ME
1 1
— _ﬁy/“’_PyH

Substituindo-se na equagdo de Euler obtemos a equacao linear com

y'+(-1)y +cy=0.

coeficientes constantes
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x?y"" + 4xy’ + 2y = 0 Fazendo t = In x a equagao se transforma em

v +3y +2y =0.

Equagéo caracteristica
P43r+2=0er=-2-1

Solugéo geral:
y(x) = cre 2% eI — ¢ x72 o gox !

x?y" — 3xy’ + 4y = 0 Fazendo t = In x a equagio se transforma em

y' =4y +4y =0.

Equacdo caracteristica
P drdd=0cr=2

Solugdo geral:

21nx

y(x) =cre + Czezlnxlnx = clx2 + czx2 In x

x?y" + 3xy’ + 5y = 0 Fazendo t = In x a equagao se transforma em
v +2y +5y=0.

Equacéo caracteristica
rP42r+5=0cr=—1+2i
Solugéo geral:
y(x) = cie ™ cos(2Inx) 4 cpe” ¥ sen(2Inx)

1

cix teos(2Inx) + cox ! sen(21Inx)
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Seja u(t) = cyuq(t) + cpun(t) a solugdo da equagdo homogénea correspondente. Entdo a solucdo geral
desta equagdo é
u(t) = cru(t) + coun(t) +up(t)

em que u(t) é uma solugao particular. Pelo método dos coeficientes a determinar
uy(t) = Acos(wt) + Bsen(wt).

uy(t) = w cos (wt) B—wsen(wt) A

uy(t) = —w? sen (wt) B—w” cos (wt) A

Substituindo-se u(t), u; (t) e u;; (t) na equagdo diferencial obtemos

(wB'y—i— (w%— wz)mA> cos wt + ((w%—wz)mB—wA'y) sen wt = Fycos wt

Substituindo-se t = 0 e t = 5= obtemos o sistema

(W3- w?)mA+wyB = K
—wyA+ (Wi—w?)mB = 0
encontramos ) )
4o Fym(wj — w ), B— Fo'yw’
A A

em que A = m?*(w} — w?)? + 7*w?. Logo, uma solugao particular da equagdo diferencial é

_ Fym(wj —w?)

up(t) = — cos(wt) +

FO% sen(wt).




A transformada de Laplace pode ser usada para resolver problemas de valor inicial
da forma

Ay" +By' +Cy=f(t), y(0)=wo, y'(0)=yy paraABCecR

Para isso, a equagdo diferencial é inicialmente transformada pela transformada de
Laplace numa equacdo algébrica. Depois resolve-se a equacao algébrica e finalmente
transforma-se de volta a solugdo da equacdo algébrica na solugdo da equagdo dife-
rencial inicial.

A transformada de Laplace pode ser entendida como a “caixa” da 3.1. Do

446



3.1 Introducao 447

—_— F(S)

Figura 3.1 — Transformada de Laplace como uma “caixa”

Julho 2011 Reginaldo J. Santos



448

lado esquerdo entram as fungdes originais e do lado direito saem as fungdes trans-
formadas pela transformada de Laplace.

A transformada de Laplace de uma funcdo f : [0,00) — R (ou C) é definida por

LA = F(s) = [ e f(opar

para todo s > 0 tal que a integral acima converge. Representaremos a fungdo ori-
ginal por uma letra mintiscula e a sua varidvel por t. Enquanto a transformada de
Laplace sera representada pela letra correspondente maitiscula e a sua varidvel por
s. Por exemplo, as transformadas de Laplace das fungdes f(t), g(t) e h(t) serdo re-
presentadas por F(s), G(s) e H(s), respectivamente.

Vamos calcular a transformada de Laplace de varias fun¢des e apresentar proprie-
dades da transformada de Laplace que possibilitardao que dadas a transformada de
Laplace de algumas fungdes, que serdo as fungdes elementares, poderemos calcular
muitas outras. A transformada de Laplace das func¢oes elementares estdo agrupadas
na tabela na pagina 510 e podem ser consultadas a qualquer momento.

A transformada de Laplace da fung¢do f : [0,00) — R definida por f(t) =
1 é dada por

—st | E_ST

. 1
= lim - =0- = —, paras > 0.
T—co —S —s -5 s

E(s) :/ et 1dt =&
Jo

—S
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Seja a uma constante real. A transformada de Laplace da funcao
f:[0,00) — R definida por f(t) = e é dada por

© © —(s—a)t e
F(s) = / e e dt :/ e-(e=atgr = ¢
0 0 a—s 0
e~ (s—a)T  ,—(s—a)0 1 1
= lim - =0- = , paras>a.
T—oco a—S a—s a—Ss S—a

Seja a uma constante real. Vamos determinar a transformada de Laplace
das fungdes f : [0,00) — R dada por f(t) = cosat e g : [0,00) — R dada por
¢(t) = senat. Para isso, vamos calcular a transformada de Laplace da fungao
h :[0,00) — C definida por h(t) = €.

"00 . ) . e—(s—iﬂ)t *©
H(s) = / e_Ste””dt:/ P Ly
0 0

—(s—ia) o
. eT(cosaT +isenaT) e (5-1)0 e~ (s=ia)0
= lim , — — =0-——
T—00 —(s—1ia) —(s—ia) ia—s

= 1 aras > 0
= s—w P ‘

Por outro lado

H(s) = L(h)(s) = /000 e S (cosat+isenat)dt = L(f)(s) +iL(g)(s) = F(s) +iG(s).
Assim a parte real de H(s) é iguala F(s), Re{H(s)} = F(s), e a parte imagindria de
H(s) éiguala G(s), Zm{H(s)} = G(s). Como

1 s+ia s+ia

H(s) = s—ia  (s—ia)(s+ia) s2+a2
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entdo a transformada de Laplace de f(t) = cosat é

1 S
F(s) = Re{s—ia}_sz—l—az’ paras >0
e a transformada de Laplace de g(t) = senat é
G(s) = Im{ L } = 2 aras >0
B s—in’ " 2+a2 P ‘

Seja n um inteiro positivo. Vamos calcular a transformada de Laplace da
fungao f, : [0,00) — R dada por f,(t) = t", paran = 0,1,2,... Usando integracdo
por partes temos que
1 est 0

—S

o i 0 efst tnfldt
—S

Fi(s) = /Oe*“t”dt:

no[e —st yn—1 n
= — e " dt = —F,_1(s).
S/O g n 1( )

Aplicando-se recursivamente a férmula obtida obtemos

n(n—1)

Fals) = =5 —Fuals) = nn=1)...1

T F()(S).

1
Mas Fy(s) é a transformada de Laplace da fungdo constante 1, ou seja, Fy(s) = -

Assim, a transformada de Laplace de f,(t) = t", paran =0,1,2,...¢é

!
Fi(s) = S:ﬁ, paras > 0.




3.1 Introducéo 451

Para calcular a transformada de Laplace de outras fun¢des vamos usar as proprieda-
des que apresentaremos a seguir.

Teorema 3.1 (Linearidade). Se a transformada de Laplace de f(t) é F(s), para s > ay, e a transformada de Laplace de g(t)
¢ G(s), para s > ap, entdo para quaisquer constantes a e

Llaf +Bg)(s) = aL(f)(s) + BL(Z)(s) = aF(s) + pG(s), paras > max{ay, az}.

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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f(#) _—
8(t) —
af(t) + pg(t) S

. F(s)
- G(s)
aF(s) + BG(s)

Figura 3.2 — Transformada de Laplace de uma combinacao linear

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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Laf+B9)E) = [ e af(e)+pg(t)dr

= a/owe*“f(t)dt+/3/0w6’“g(t)df
= aL(f)(s) + BL(S)(s)

A transformada de Laplace do polinémio f(t) = 2t? + 3t + 5 é pelo
3.1 e usando o resultado do 3.4

2 1 1
F(s) =2— — -.
(s) 3 —0—352 +SS

Seja a uma constante. Pelo Teorema anterior a transformada de Laplace

eat + e—at
do cosseno hiperbdlico de at, f(t) = cosh(at) = — é dada por

1 1 +1 1 S s>|a\
== = = , para .
2s—a 2s+a s2—a? P

F(s)

Seja a uma constante. Pelo Teorema anterior a transformada de Laplace

at __ ,—at
do seno hiperbolico de at, f(t) = senh(at) = ¢ 5 é dada por
1 1 11 a
F(s)zis—a_§s+a:sz—a2' paras > |a]
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Dizemos que uma fungao f () é seccionalmente continua ou continua por partes em
um intervalo [a, b] se f(t) é continua em |4, b] exceto possivelmente em um namero
finito de pontos, nos quais os limites laterais existem. Dizemos que uma funcéo f ()
é seccionalmente continua ou continua por partes em um intervalo [a, ) se f(t) é
seccionalmente continua para todo intervalo da forma [a, A], com A > a.

Se a fungdo f(t) crescer muito rdpido ela pode ndo ter transformada de Laplace,

como por exemplo f(t) = ef’. Isto ndo acontece para funcdes f(t), para as quais
existem M > 0 e k > 0 tais que,

|f(£)] < Mk, para todo t > 0. (3.1)

Chamamos fung¢des admissiveis as fun¢des seccionalmente continuas que satisfa-
zem (3.1).

Se duas fung¢des admissiveis tém a mesma transformada de Laplace entdo elas sao
iguais exceto possivelmente nos pontos de descontinuidade, como enunciado a se-
guir e demonstrado ao final desta segdo na pagina 463.
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Teorema 3.2 (Injetividade). Dadas duas fungdes f(t) e g(t) admissiveis se

L(f)(s) = L(g)(s), paras>a,

entdo f(t) = g(t), exceto possivelmente nos pontos de descontinuidade.

Portanto se F(s) é a transformada de Laplace de uma func¢do admissivel f(t), esta
fungdo esta determinada a menos dos pontos de descontinuidade e dizemos que
f(t) é a transformada de Laplace inversa de F(s) e escrevemos simplesmente

considerando duas fungdes iguais, se elas forem iguais em todos os pontos onde
ambas sdo continuas.

Exemplo 3.8. Se a transformada de Laplace de uma fungdo f(t) é

s+3
F(s) = s2—35+2

entdo vamos determinar a fungdo f(t). Para isso vamos decompor F(s) em fragdes
parciais. O denominador de F(s) tem duas raizes reais s = 1 e s = 2. Assim,

s+3 A B
Fls) = G-1)(s—2) s—1 1 s—2
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em que A e B sdo constantes a determinar. Multiplicando F(s) por (s — 1)(s — 2)
obtemos
s+3=A(s—2)+B(s—1)

Substituindo-se s = 1 e s = 2 obtemos
4=—-A e 5=8B

Assim,
s+3 1 1
F - - — = —4—
)=y - Hoi %0

e a func¢do cuja transformada é F(s) é

f(t) = —4el + 5¢,

Teorema 3.3 (19 Teorema de Deslocamento). Seja a uma constante. Se a transformada de Laplace da fungio
f:[0,00) = RéF(s), paras > c, entdo a transformada de Laplace da fungio

g(t) =" f(t)

[N

G(s)=F(s—a), paras>a+c

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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Figura 3.3 — 1° Teorema de Deslocamento
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Transformada de Laplace

Demonstracao.

Exemplo 3.9. Sejam a,b € R. Se g(t) = cos(at), entdo pelo Exemplo 3.3 na pagina 449

G(s)

s
s2 + a2’

Pelo 1° Teorema de Deslocamento
Lle"g(t)](s) = G(s — b).

Logo se f : [0,00) — R ¢ dada por f(t) = e cosat entdo a sua transformada de
Laplace é dada por
s—b

F(s) = (DT paras > a.

Exemplo 3.10. Sejam a,b € R. Pelo 1° Teorema de Deslocamento e o Exemplo 3.3 na
pagina 449 obtemos que a transformada de Laplace de f : [0,00) — R dada por
f(t) = e senat é dada por

a

Fo) = o

paras > a.

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias
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Sejaa € R e n um inteiro positivo. Pelo 1° Teorema de Deslocamento e o
Exemplo 3.4 na pagina 450 obtemos que a transformada de Laplace de f : [0,00) — R
dada por f(t) = e t" ¢ dada por

n!
F(s) = G paras > a.

Se a transformada de Laplace de uma funcgéo f(t) é

B s—3
244544

F(s)

entdo vamos determinar a fungdo f(t). Para isso vamos decompor F(s) em fragdes
parciais. O denominador de F(s) tem somente uma raiz real, s = —2. Assim,

s—3 A B

Fe) = (s+2)2 st2 (s+2)%’

em que A e B sdo constantes a determinar. Multiplicando F(s) por (s + 2)? obtemos

s—3=A(s+2)+B (3.2)
Substituindo-se s = —2 obtemos
-5 =B.
Derivando-se (3.2) obtemos
1= A.
Assim
5s—3 1 1
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Observando a Tabela na péagina 510, usando o 1° Teorema do deslocamento e o Te-
orema da Linearidade vemos que a fungdo cuja transformada de Laplace é F(s) é
dada por

f(t) = e 2 —5e7 2t

Se a transformada de Laplace de uma fungéo f(t) é
-2
F(s) = 5

T 2242512
entdo vamos determinar a fungdo f(t). Completando quadrados podemos reescre-
ver F(s) da seguinte forma

F(s) = s—2 _ s—2 _ s—2
252 4+2s4+2  2[s2+s+1]  2[(s+1/2)2+3/4]
_ s+1/2-5/2 s+1/2 5/2
T 2[(s+1/2)2+3/4]  2[(s+1/2)2+3/4] 2[(s+1/2)2+3/4]
1 s+1/2 5 1
T 2(s+1/2)2+3/4 4(s+1/2)2+3/4
1 s+1/2 52 V3/2

2(s+1/2)2+3/4 4.3(s+1/2)2+3/4

Observando a Tabela na pagina 510, usando o 1° Teorema do deslocamento e o Te-
orema da Linearidade vemos que a fun¢do cuja transformada de Laplace é F(s) é

dada por
_ 1 p 3\ _ 5 V3
f(t) = 5e cos( 5 t 2\66 sen | — t].

Explicacdo: Pelo 1° Teorema de Deslocamento

Lle"g(D)](s) = G(s —a) ou LTG(s—a)l(t) = e"g(1).
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s+1/2
(s+1/2)243/4’

SeG(s+1/2) = entdo G(s) e pela a Tabela na pdgina

o S
T s243/4

510
g(t) = cos (?t) .
Logo
£7[G(s +1/2))(5) = e/ 2g(t) = e cos <§t> |
O mesmo ocorre com o termo G 1\//3)/22+ 374 SeG(s+1/2) = G+ 1/21)2 1374

entao
1 2 _v3/2

C6)= 2532~ 52+3/4

e pela a Tabela na pagina 510
2 V3
t) = —=sen | —t].

L7YG(s+1/2)](t) = e g(t) = \%et/z sen (\ft> .

Logo




462 Transformada de Laplace

0.6

041

0.2

. . . . . .
-2 0 2 4 6 8 10 12

Figura 3.4 — f(t) = 1e=*/2 cos (‘/Tgt) - %e‘tﬂ sen (‘/Tgt)
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3.1.1  Demonstracao da Injetividade da Transformada de Laplace

Demonstracao do Teorema 3.2 na pagina 455. Pela linearidade da transformada
de Laplace, basta provarmos que se L(h)(s) = 0, para s > a, entdo h(t) = 0, para
todos os valores de t > 0 para os quais /(t) é continua. Vamos provar somente para
o0 caso em que h(t) seja continua. Sejan =1,2,...

0= L) (a+n) = / et aty (1) d,

0
Facamos a mudanca de varidveis t = —Inx e definamos v(x) = e*™*h(—Inx).
Entao 1
0= / e e Mh(t)dt = / x"o(x)dx. (3.3)
0 0

Seja € > 0. Existe um polindmio p(x) tal que

/01 |p(x) — o(x)[*dx < e.

2

A existéncia de tal polindbmio é uma conseqiiéncia imediata do Teorema de
aproximacédo de Weierstrass que serd demonstrado a seguir. De (3.3) segue-se que

/01 p(x)v(x)dx = 0.
Entdo 1 . .
| )=o) Pax = [ po)Pax+ [ o) Px < e
Logo
/01 lo(x)|?dx < e.

Como € é um numero positivo arbitrario, entdo v(x) = 0, para 0 < x < 1. Logo
h(t) =0, parat > 0. |
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Teorema 3.4 (Teorema da Aproximacao de Weierstrass). Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua. Para todo € > 0, existe
um polindmio p(t) tal que |f(t) — p(t)| < €, para todo t € [a, b].

Demonstracao. Seja t = (1 — x)a + xb. Entdo x = m(t —a)et € [ab] se e

somente se, x € [0,1]. Seja f : [0,1] — R definida por f(x) = f ((1— x)a + xb). Seja

P = YA ()ata-0rt e p=p (3 0-0).

Este polinémio é chamado de polinémio de Bernstein.
Vamos usar o fato de que

L (ta-ot< B (oo ey

keA

para qualquer A C {0,1,2...,n}.
Como f é continua existe 6 > 0 tal que

-yl <o = fE)-fwl <3 (35)

Sejam by = x —deby = x +5.SejaM = max |f(x)| = max |f(t)|. Sejan tal que
x€[0,1] te(a,b]

2 € . < :
4Me=2" < 5 Vamos usar o seguinte fato que serd demonstrado a seguir:

(1—2x)1"% < e 260 (1—b)1 0. (3.6)

k
n

b2§—§1ou0§ Sbl = X

I |
I =
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Entéo por (3.4), (3.5) e (3.6) temos que

. . L n _ k. (n _
76 = pol = | 12 70 ()=t = L 70 () -0 <
k=0 k=0
<Y 7 (M) k1 — ek <
<Y ) = FOI )1 =x)
=0 "
€ =k = n _
<5+ L UG -Fwi(})ta-omts
|5 —x|=
< §+2M (Z)xk(l koM Y ( ) k1 —x)m k<
E>b, k<t
< §+2Me*252” <k>b§(1—b2)" KipoMe 2 Y- (Z)b’l‘(l—bl)”k
k>p, k<p
< §+4Me_2‘52" <e.
k k .
Lema3.5.5e0§x<b§;§1 0§H§b<x§1,entao
i (1—x)t 7 < e 2V i (1 - b)
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Precisamos mostrar que

k _
(=)0 ey

bi(1—b)l-

S| 3

ou aplicando-se o logaritmo nesta desigualdade, que

Temos que H(b) = 0.

Se0 < x < b < — <1, vamos mostrar que H'(x) > 0. Como, para0 < x < 1,

S|

1
x(1—-x) < 7 entdo

k
a—X k k
/ =_n_ = —b)>4(= — — b =4(=—=b)>0.
H'(x) x(l—x)+4(x b)_4(n x)+4(x—b) 4(n b) >0
Se0§S§b<x<1,vam0smostrarqueH’(x)§0. Como, para0 < x < 1,
1
<
4_x(1— ),entao
k k k
2 —x S —x x—b i
/ =_n = —p) < 1 — _n < 0.
H(x) x(l—x)+4(x b)*x(l—x)+x(1—x) x(l—x)*o
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511
Determine a transformada de Laplace inversa da fungao

25 -5
F(s) = 22
(s) s(s2+s—12)°

ou seja, uma funcdo, f(t), cuja transformada de Laplace é a funcado dada, F(s).

Considere L(y)(s) = Y(s). Determine y(t):

2 1
YO = 26960 T 6+ 26-D
Y(s) = >

(s—1)(s2+4)

Seja @ uma constante. Sabendo-se que a transformada de Laplace de f(t) = senat é

F(S) = m, s>0
eade g(t) = tcosat é
s —a?

G(S) = m, s>0

mostre que a transformada de Laplace de h(t) = senat —atcosat é
243

H(S) == m, s > 0

Encontre a transformada de Laplace inversa de
2s—1

Y(s) =

(s2—1) (4s>+4s+5)°
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3.2 Problemas de Valor Inicial

O préximo resultado mostra o efeito de aplicar a transformada de Laplace na deri-
vada de uma funcéo.

: E(s)
< SE(s) - £(0)

s’F(s) —sf(0) — f'(0)

Figura 3.5 — Transformada de Laplace das Derivadas
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Teorema 3.6 (Derivacao). Seja f : [0, 00) — R uma fungio admissivel e continua.
(1) Se f'(t) é seccionalmente continua, entdo
L(f")(s) = sF(s) = £(0),
em que F(s) é a transformada de Laplace de f(t).
(b) Se f'(t) é admissivel e continua e " (t) é seccionalmente continua, entdo
L(f")(s) = sF(s) = s£(0) — f'(0),
em que F(s) é a transformada de Laplace de f(t).

Demonstracao. (a) Vamos provar para o caso em que f'(t) é continua.

L) = [Tt

0
|~ (=) [ e o
= —f(0)+sF(s),

pois como f(t) é admissivel, limr_,, e T f(T) = 0, para s > k.

(b) Vamos provar para o caso em que f”(t) é continua. Usando o item anterior:

L(f)(s) = —f(0)+sL(f)(s)
= —f(0) +5(=£(0) +sF(s))
= —f'(0) = sf(0) +s°F(s)

Julho 2011
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Seja 4 uma constante. Seja f(t) = tsenat. Vamos determinar F(s).
f'(t) = senat + at cos at
f"(t) = 2acosat — a’tsenat = 2acosat — a*f(t)
Assim, aplicando-se a transformada de Laplace e usando o Teorema anterior obte-

mos s
S2F(s) — sf(0) — £/(0) =2

2
" e

Assim,
2as

FO = oy

Seja 4 uma constante. Seja f(t) = tcosat. Deixamos como exercicio

mostrar que

2 2

Fo) = rap

Vamos resolver o seguinte problema de valor inicial
y'+y' =2y=2t,  y(0)=0 y(0)=1
Aplicando-se a transformada de Laplace a equacdo acima obtemos
1
(s2Y(5) =sy(0) =¥/ (0)) + (sY(5) —(0)) = 2Y(s) = 25

Substituindo-se os valores y(0) = 0 e y'(0) = 1 obtemos

<52+s—2)Y(s):S£2+1
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Assim,
2 1
Y _—
®) = Sev6e-D T 61261
p A B C D

- s2(s+2)(s—1) :;+572+s+2+s—1

Multiplicando-se por s%(s + 2)(s — 1) obtemos

24+2=As(s+2)(s—1)+B(s+2)(s—1)+Cs?’(s —1) + Ds*’(s +2)  (3.7)

Substituindo-se s = —2,0, 1 obtemos
6 = -—12C
2 = -2B
3 = 3D
que tem solugdo B = —1, C = f% e D = 1. Comparando os termos de grau 3 da

equagdo (3.7) obtemos

1
0=A+C+D=A+.

Logo A = —%.
Assim,

de onde obtemos , ,
PR s, ) Y
y(t) = 5 t 5e +é,

usando a Tabela na pagina 510.
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Resolva os problemas de valor inicial usando a transformada de Laplace:
y" +2y' + 5y = 4e "t cos2t,y(0) =1,y'(0) =0
y' +4y =1 +3¢,y(0) = 0,5(0) =2
y' =2y +y=te +4,y(0) =19 (0) =1
y" — 2y — 3y = 3te*, y(0) = 1,y'(0) =0
y" +4y =3sen2t,y(0) =2,y'(0) = —1
y'+4y =¢, y(0) =0, y'(0) =0.
y' =2y +y=e*, y(0) =0, y'(0) = 0.
y"+2y +2y =¢f, y(0) =0, y'(0) = 0.
Resolva o problema: iy’ — 6y’ + 8y =sen t, y(0) = y'(0) =0
sem usar transformada de Laplace

usando transformada de Laplace
Seja 2 uma constante. Seja f(f) = t cos at. Mostre que
2 _ 2
s°—a
F(s) = 55—,
(%) (s2 4+ a2)?

(Sugestdo: derive uma vez e use as transformadas de Laplace de cos at e de ¢ sen at.)

s>0

Resolva o problema de valor inicial

y' +4y' + 13y = e ? sen 3t,
y(0) =1,4'(0) =2,

usando a transformada de Laplace.
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Para resolver problemas de valor inicial da forma

ay" +by' +cy=f(t), y(0)=yo, y'(0)=yp paraabceR

em que f(t) é uma funcdo descontinua vamos escrever f(t) em termos da fungdo
que definiremos a seguir.

Seja 2 uma constante maior ou igual a zero. Definimos a fun¢do degrau (unitario)
ou fungio de Heaviside por

_J 0, parat<a
u”(t){ 1, parat>a

Observe que u,(t) = up(t — a). Em muitos sistemas computacionais a fungao u(t)
é uma fungéo pré-definida no sistema.

Vamos ver como podemos escrever uma func¢do descontinua dada por trés ex-
pressdes em termos da funcdo de Heaviside. Considere uma fungdo

fi(t), se0<t<a

f(t)y=1 fa(t), sea<t<b
f3(t), set>b

Esta fung¢do pode ser escrita como

f(8) = fu(t) = ua(t) f1(£) + ua () f2(£) — up () f2(8) + up(t) fo(8)-

Observe que para “zerar”fi(t) a partir de t = a, subtraimos u,(t)fi(t) e para
“acrescentar” f,(t) a partir de t = a somamos u,(t) f>(t). Para “zerar” f,(t) a partir
de t = b, subtraimos u;(t) fo(t) e para “acrescentar” f3(t) a partir de t = b somamos
up(t) f3(t). Esta idéia pode ser repetida para o caso em que existam mais pontos de
descontinuidade.
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y
0
X
Figura 3.6 — Solugdo do problema de valor
inicial do Exemplo 3.16 -1 . e : e )
|
T .
t
" -
a
Figura3.7 — Funcdo de

Heaviside
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Vamos calcular a transformada de Laplace da fun¢do de Heaviside f(t) = ug(t).

F(s) = /Oooe*Stuﬂ() —/

7SLZ

_0_ :e

Vamos calcular a transformada de Laplace da funcéo

)1, para0<t<2
f(t)_{ 0, parat>?2

Esta fungdo pode ser escrita em termos da funcdo de Heaviside como

£(5) =1 ua(t).

Assim usando a linearidade da Transformada de Laplace obtemos

Vamos calcular a transformada de Laplace da funcéo

0, para0<t<1
f(f)=4 2, paral <t<2
0, parat>2

Esta fungdo pode ser escrita em termos da funcdo de Heaviside como

F() = 2u1(t) — 2up(t).

Stdt—i—/ e Stdt = /e’“dt

o paras >0
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Assim usando a linearidade da Transformada de Laplace obtemos

e~ s e—ZS
F(s) =2— —2
(s) 5 5
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Teorema 3.7 (29 Teorema de Deslocamento). Seja a uma constante positiva. Se a transformada de Laplace da fungio f :

[0,00) — R é F(s), para s > c, entio a transformada de Laplace da funcio

8(t) = ua(t)f(t —a)

[N

G(s) =e ™F(s), paras>c

Demonstracao.

/0 " e St (D) f(t — a)dt = /0 " et () f(t — a)dt + / e Stug (1) f(t — a)dt
= /aooe*“f(t—a)dt:/Oooe*s(”“)f(t)dt

= ¢ ® /Ooo e Stf(t)dt = e ™F(s)

G(s)

Exemplo 3.19. Vamos calcular a transformada de Laplace da fun¢ao

|0, para0 <t <1
f(t)_{ (t—1)2, parat > 1

Esta funcdo pode ser escrita em termos da funcdo de Heaviside como

f6) =ur()(t=1)? = uy (H)g(t - 1),

em que ¢(t) = t2. Usando o Teorema 3.7
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Vamos calcular a transformada de Laplace da funcéo

| sent, para0<t<m
f(t)_{O, parat >

Esta funcdo pode ser escrita em termos da funcdo de Heaviside como
f(t) =sent — ux(t)sent.

Para usarmos o 3.7 precisamos escrever a segunda parcela em termos de
uma fungdo g(t — 7r). Para isso, somamos e subtraimos 77 a t no argumento da fungdo
seno, ou seja,

sent = sen[(t — 7r) + 71] = sen(t — 71) cos 7T + cos(t — 1) sen 7T = — sen(t — 7).
Aqui foi usado que sen(a + b) = senacosb + sen b cos a. Assim

f(t) =sent+ ur(t)sen(t — )

1 1
F(s) = e
Qe
Vamos resolver o seguinte problema de valor inicial
29" +2y' +2y = f(t),  y(0)=0, y(0)=0,
em que

0, para0<t<3
f(t) =< 2, para3<t<10
0, parat>10
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Figua3.8 - Uma funcio des- a b
continua dada por trés expressoes
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Figura 3.9 - Fungéo f(t) =1 — uy(t)
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<+
_._44444444444
\/

=
N
w
N
(6]

Figura 3.10 — Funcdo f(t) = 2uy(t) — 2uy(t)
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——= k@)

———— e—saP(S)

Figura 3.11 — 2° Teorema de Deslocamento
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Ay

—

y

Figura 3.12 — Fungao f(t) = uq (t)(t — 1)?
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Figura 3.13 — Fungdo f(f) = sent — ux(t) sent
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‘ y
N
2+ o ©
1+ t
| | | | ¢ | | | -
2 4 6 8 10 12 14 16

Figura 3.14 — f(t) = 2uy(t) — 2uq0(t)
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Esta funcdo pode ser escrita em termos da funcdo de Heaviside como

f(t) = 2u3(t) — 2uqo(t).

Aplicando-se a transformada de Laplace a equagdo acima obtemos

2(2Y(s) = sy(0) = ¥/ (0) ) +2(sY(5) ~ y(0)) +2¥(s) =2

Substituindo-se os valores y(0) = 0 e y'(0) = 0 obtemos

—3s _ ,—10s
(252 25+ 2) Y(s) = 2%
Assim,
y B 6735 _ eflOs
(s) = s(s2+s+1)

Para aplicarmos o 2° Teorema de Deslocamento vamos definir

1
Hs) = — .
(s) s(s2+s+1)
E assim
Y(s) = SO (e — e ) H(s) = e Hs) — e H(s)

Depois de encontrar a funcao (t) cuja transformada de Laplace é H(s), a solucdo do
problema de valor inicial é entdo, pelo 2° Teorema de Deslocamento, dada por

y(t) = us(D)h(t — 3) - uro(t)h(t - 10).
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Vamos a seguir encontrar a fungdo h(t) cuja transformada de Laplace é H(s). Como
s? + 5+ 1 tem raizes complexas, a decomposicao de H(s) em fragdes parciais é da

forma A Bs 4 C
s

H(s)= =+ —1 .

(s) s+s2+s+1

Multiplicando-se H(s) por s(s*> + s + 1) obtemos
1=A(s*+5s+1)+ (Bs+C)s

Substituindo-se s = 0 obtemos A = 1. Comparando-se os termos de grau 2 e de grau
1 obtemos

0 = A+B=1+8B
0 = A+C=1+C
que tem solugdo B = —1e C = —1. Assim,
1 s+1 1 s+1
H L N
®) s s2+s+1 s (s+1/2)243/4
_ 1 s+1/2 B 1/2
s (s+1/2)2+3/4 (s+1/2)2+3/4
_ 1 s41/2 1 V32
s (s+1/2)2+3/4 3(s+1/2)2+3/4

De onde obtemos que a fungdo cuja transformada de Laplace é H(s) é

h(t) =1—e "2 cos <\ft> - \1@6”2 sen <\ft>

e a solugdo do problema de valor inicial é dado por

y(t) = us(B)(t — 3) — urg (1)t — 10).
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Transformada de Laplace

R
3__
2__
1+ \ t
l I I I I . : —
2 4 6 8 10 12 14 16
Figura 3.15 — Solugdo do problema de valor inicial do Exemplo 3.21
Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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Exercicios (respostas na pagina 527)

25r

3.1. Seja f(t) a funcdo cujo gréfico é mostrado na fi-

gura ao lado s
(a) Expresse f(t) em termos da funcdo degrau.

(b) Calcule a transformada de Laplace de f(t).

05 L L L L L
-0.5 0 0.5 1 15 2 25 3

3.2. Considere
sent, 0<t<m

f(t):{ cos t, T <t<2m

e 10, t>2mr

(a) Expresse f em termos da funcdo degrau.
(b) Calcule a transformada de Laplace de f.

3.3. Considere | | y
cost|, 0<t<3mr/2
f(t>_{ 0, t>37/2

Calcule a transformada de Laplace de f.

3.4. Resolva os problemas de valor inicial:

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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M _ PP |1, para0<t< /2
vy = £, 50) = 0, (0) = Lemque i) = { g PP
0, para0<t<m
v ' +2y +2y=f(t),y(0)=0,y(0) =1, emque f(t) =< 2, paranm <t <27
0, parat>2m

1" _ o ’ B - sent, para0 <t <2m
'y = f(0),5(0) =0,/(0) =0 emque f(1) = { 57 PDS S

1" _ . / _ . sent, para0 <t<m
'ty = f(0),5(0) =0,/(0) =0 emque f(1) = { 7 PDS!

7 / _ _ oy |1, para0<t <10
'3y + 2y = £(0),500) = 0,5/(0) =0 emaque f(1) = { o PR D=

" / _ _ / . /0, para0<t<2
'3y 2y = £0),50) = 0,5/ (0) = Lemaque f(1) = { § 2D ]

_ _ _ _J 0, para0<t<3m
V'3 = £(0,3(0) =0,5/(0) = emque f(5) = { § PP =1

para0 <t <

sent,
y'+y' + 3y = f(1),y(0) = 0,5/ (0) = 0, em que f(t) { 0,  parat>n

0, para0<t<m

v +4y = f(t),y(0) =0,y'(0) =0, em que f(t) 2, paranmt <t<3m
O, parat > 37

. _ B f, se0<t<2

;o - - se0<t<1
y' =2y +y = f(t), y(0) = 0, y'(0) = 0.em que f(t) {o, set =1

el, 0<t<1
v +2y +2y = £(t), y(0) =0, ¥'(0) = 0. em que f(¢) —{ 0, 22t21
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o2

d <
(m) y" +4y' +13y = f(t), y(0) =1, ¥ (0) = 2.em que f(t) = { 0 sen3t, se0<t<m

set >t

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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3.4 Transformada de Laplace do Delta de Dirac

O delta de Dirac §(t) é uma fungdo generalizada definida pela seguinte propriedade

/ f(£)o(t—to)dt = f(to), paratoda funcdo f : [0,c0) — R seccionalmente continua

(3.8)
Pode-se mostrar que ndo existe uma fun¢do (usual) que satisfaga tal propriedade,
mas se tomamos a seqiiéncia de funcdes

_fn, oselt < 4
gnt) = { 0, caso contrério

‘ ‘ y
o 1 &10(t)
T 89 (1)
s i 8s(t)
%H% g7(t)
5 i 86 (t)
i 8s)
af el gy (t)
e 83(F)
—

L L L L L L L L
-1 -08 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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e calculamos a integral do produto f(t)g (t — fo), em que f(t) é uma fungdo continua
obtemos

1) t0+% to+%
t t—to)dt = Hndt = t)dt.
Jy st =yt = |77 fomar=n [ 77 50

Pelo Teorema do Valor Médio para integrais

/()Oof(t>gn(t —to)dt = f(Cn), comty— % <& <ty+ %

Portanto

tim [ F(gut — to)dt = lim £(81) = Fto).

n—oo

Observe que ndo podemos passar o limite para dentro da integral, pois enquanto

lim /Ooof(t)gn(t — to)dt = f(to),

n—o0

/wa(t)( lim gn(f — to))dt = 0,

n—oo
pois
lim gn(t —to) = 4 & Sef=1h
o &1 0= 0, caso contrério

Isto mostra que o delta de Dirac nédo € o limite da seqiiéncia g,, mas d4 uma idéia de
como podemos aproximar o delta de Dirac por fungdes.
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Transformada de Laplace

y
y=2f(1)
Zf(to)ijji{%ﬂi?‘"/,///
L 2@
fo*% foHé'z f0+% t

3f(t0) 1>

_ s — — 1
3
y y y=5f(t)"
v =4f(1) 5f(to) | =<7
#(0) [P : RN
I L ise)
A e
th—g f0H54 to+§ t to — % '0“55 o+ % t
— 411 — - % =
Figura 3.16 —y = f(£)gu(t —to) e [y~ f(t)gn(t — to)dt = f(to), n =2,3,4,5
Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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Podemos usar o delta de Dirac, por exemplo, para obter o torque em uma viga de-
vido a uma carga concentrada usando a mesma férmula que é usada para se obter o
torque devido a uma distribuicdo de carga.

O torque devido a uma distribui¢do de carga w(x) sobre um viga de comprimento !
em relagdo a um dos seus extremos é dada por

M= /Ol xw(x)dx.

Se uma carga F é concentrada em um ponto xy, entdo podemos descrever a
distribui¢do de carga usando o delta de Dirac como sendo w(x) = Fd(x — xg). Neste
caso o torque devido a esta carga concentrada pode ser calculado aplicando a pro-
priedade que define o delta de Dirac (3.8) obtendo

! ! !
M= / xw(x)dx = / xFé(x — xp)dx = F/O x6(x — xg)dx = xF.
0 0

A transformada de Laplace do delta de Dirac também pode ser calculada aplicando
a propriedade que o define (3.8) obtendo

L(5(t—1t0))(s) = /O'w eSS (E— to)dt = o105

Também temos que

LIRSt =10))(5) = [~ e F(6(t — to)dt = Fto)e ™

Vamos encontrar a solugdo do problema de valor inicial:

{

10y” — 3y' — 4y = 6(t — 71) cost,
y(0) =0, ¥'(0) =1/10,
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F(s)
—
— e_t(]s
f(to)e™'o®

Figura 3.17 — Transformada de Laplace do delta de Dirac

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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Aplicando-se a transformada de Laplace na equagdo obtemos

10 (521/(5) — sy(0) — y'(O)) —3(sY(s) — y(0)) —4Y(s) = e " cos T
Substituindo-se os valores y(0) = 0 e y'(0) = 1/10 obtemos

105> —3s —4) Y(s) = —e ™ +1
( )

Assim,
Y(s) = L " H(s)— e ™ H(s)
~ 10s2—3s—4 10s2—3s—4
1 1 A B
H = = =
(s) 10s2 —3s—4  10(s —4/5)(s+1/2) s—4/5+s+1/2

Multiplicando-se H(s) por 10(s —4/5)(s +1/2):

1 = 10A(s+1/2)+10B(s —4/5)
Substituindo-se s = —1/2,4/5
{ 1 = -13B
1 = 13A
Resolvendo-se o sistema obtemos a solu¢do A = 1/13e B = —1/13. Assim,
1 1 1 1

H) = 35—4/5  Bsri2

_Vws 1 up
h(t) = 136 136

y(t) = h(t) —uzn()h(t — )
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15-

05F

Figura 3.18 — Solugdo do problema de valor
inicial do Exemplo 3.22

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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Exercicios (respostas na pagina 548)

4.1. Resolva os problemas de valor inicial:

. Yy +y=96(t—2m)cost,
("{ ¥(0) =0, y'(0) = 1

y”+2y +2y—et(5(t—l)
) =0, ¥ (0)=0.
y”+4]/ = eté(t— 2),
) =0, y(0)=0.
Zy +y—62t(5(t—1)
)=0,y'(0)=0.
{ y”+2y +2y—5(t—1)+u3(t)t2
y(0) =0, y'(0) = 1.

4.2. (a) Determine a solugdo do problema
Y + 4y +20y = e 3 o(t — g) com y(0) = 0, ' (0) = 1

(b) Esboce o gréfico da solucdo encontrada

4.3. Resolva o seguinte problema de valor inicial

y'+y =wm(t)+6(t-2), y(0)=0y(0)=1

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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3.5 Convolugao

A convolugdo de duas fungdes f, g : [0,c0) — R é uma fung¢do definida por

t
(Fg)) = [ flt=T)g(r)ar

Introdugdo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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Figura 3.19 — Transformada de Laplace da Convolugdo
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Teorema 3.8. Seja F(s) a transformada de Laplace de f : [0,00) — R e G(s) a transformada de Laplace de
¢:[0,00) = R.

Entdo,

L(f+g)(s) = F(s)G(s)

Demonstracao. Por um lado,

_ /0 et /0 Lt D)g(r)drdt = /O ~ /O "ot F(t — 1) g () dTdt

Por outro lado,

FEIGE) = [Tetr@az [ e gty -
= [T et s@gpazy

Introdugdo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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503

Fazendo a mudanca de varidveis t = 57 + ¢ e T = 1 obtemos
FOGe) = [ [ et - nglnanar,
Trocando a ordem de integracdo obtemos

F(s)G(s) / / et (1 — 1)g(7)ddt

Logo,
L(f*g)(s) = F(s)G(s)

Julho 2011

Reginaldo J. Santos
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1

Exemplo 3.23. Considere L(h)(s) = H(s) = GoOGTI) Vamos determinar h(t)
usando convolugdo. Sejam
Fis) =~ e Gls)= ler1'
Entdo
t t 1 t oAt
h(t) = (f*g)(t) = /0 AT Tdr = e4t/0 e >tdt = e4t_—5e*5'f i ((275’f - 1)

Teorema 3.9. A convolugdo satisfaz as seguintes propriedades:
() fxg=gxf
W) fr(gr1+8)=frs1+f*g
() (fxg)xh=fx(gxh)
(d) f+0=0%xf=0

Demonstragao. (a)

(Fr)t) = [ ft-Dg()ar

Fazendo a mudanca de varidveis 7/ = t — T obtemos

()0 = ~ [ f&)gt—har = [ &)l — e = (g )

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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/Otf(f —7)(g1(7) + g2(7))dT

/Otf(t —7)g1(T)dT + /Otf(r)gz(r))dr
= (f*xg)(t) +(f*g)(t)

fx(g1+g2)()

Por um lado,
Frigen = [ fe-gen Tdf=/tf(t—r) ([ ste =t ar
//ft—T T —u)h(u)dudt 3.9

Por outro lado,
t t—x
(Fr0)=() = [ (Fr)t—Dhix dx—/(/ it~ x = gy ) hix)ix
t—x
= // ft—x—y)g(y)h(x)dydx
t=y
= /0/0 f(t = x—y)g(y)h(x)dxdy
Fazendo a mudanga de varidveis u = x e T = x 4y, obtemos
fxg)xh)( //ft—r T —u)h(u)dudt

Logo por (3.9)
(fxg)xh=fx(gxh)
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(f %0)(t /ft—TOdT—O_(O*f)()

Vimos acima que vérias das propriedades do produto de fung¢des sdo validas para a
convolugdo, mas duas propriedades do produto nao sdo vélidas para a convolugdo:

1% f # f, pois, por exemplo, para f(t) = t,

(1% F)(t /f dT—/TdT——‘

f* f 20, pois, por exemplo, para f(t) = cost,

(f=)t) = /ft*T dT—/ cos(t — T) cos TdT
0
= Cost/ cos TdTJrsent/ sen T cos TdT
0 0

1 1 1
= 3 cost(t + 3 sen2t) + 5 sen® ¢t

7T

(f+ () ==
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Vamos encontrar a solugdo do problema de valor inicial:

{ y' +ay = f(t),
y(0) =0, y'(0) =1,

em que f(t) é uma fun¢do qualquer que tem uma transformada de Laplace.

Aplicando-se a transformada de Laplace na equagdo obtemos

(s2Y(s) = s(0) = y/(0) ) +4Y(s) = F(s)

Substituindo-se os valores y(0) = 0 e y'(0) = 1 obtemos

(52 +4) Y(s) =F(s)+1

Assim,
F(s) 1
em que
1 1 2
H(s) = == .
(s) s24+4 25244
Assim,

h(t) = % sen 2f

e a solugdo do problema de valor inicial é

y(t) = h(t) + (hx f)(t)
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A equacao integral a seguir pode ser resolvida usando transformada de
Laplace.

t
1 +/ cos(t — T)y(t)dt = y(t)
0
Aplicando-se a transformada de Laplace na equagdo obtemos
LY = V()

s s24+1

Y(s) (1—52‘11) :%

2
1
Y(s) = %+

(s2—s+1)s
Decompondo Y (s) em fragdes parciais:
A Bs+C
Y(s)= 24 2T
(s) s T s +1
Multiplicando-se or (s> — s+ 1)s:
?+1=A(s*—s+1)+ (Bs+C)s

Substituindo-se s = 0 obtemos A = 1. Comparando-se os termos de grau 2 obtemos
1 = A+ Bou B = 0. Comparando-se os termos de grau 1 obtemos 0 = —A + C ou
C = 1. Assim

V3

1 1 1 1 1 2
Ys)=-4——— =" ——— 4 =2
(s) s s2—s+1 s (S_%)z+% S \@(s—%)2 %

Assim a solucdo da equacgdo integral é

NI~

y(t) =1+ \%e sen (?t) .




3.5  Convolucao

509

Exercicios (respostas na pagina 554)

5.1. Considere L(f)(s) = F(s) = s(si—l%) Determine f(t):

(a) Utilizando frag¢des parciais.
(b) Utilizando convolucao.

1

5.2. Considere L(f)(s) = F(s) = s(s2—4s+5)

. Determine f(#):
(a) Utilizando fragoes parciais.
(b) Utilizando convolucao.
5.3. Resolva o problema de valor inicial
Vit +dy = f(t), y(0)=2 y(0)=-3
para uma funcdo f(t) arbitréria.

5.4. Resolva a equacdo integral

1+t+AgHQU7TWﬁMT:y@

Julho 2011

Reginaldo J. Santos
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3.6 Tabela de Transformadas de Laplace

F(s) = L(f)(s)

1 at 1
1 s,paras>0 e S_a,pau'as>a
cos at T paras >0 senat T paras >0
|
t", paran =0,1,2,... S:ﬁ,paras>0 etf(t) F(s—a)
f'(t) sF(s) — £(0) fr(t) s*F(s)—sf(0)—f'(0)
t cos at ﬂ s>0 tsenat _2es s>0
(s2 +a2)?’ (s2 +a2)?’
2L13 —tps
senat — at cos at m,s>0 5(t—to) e '0%,5>0
0, 0<t<a e ™ _
ug(t) = { 1 t>a 5/ paras > 0 uq(t)f(t—a) e F(s)
F(£)6(t—to) et f(ty),s >0 fotf(t —1)g(t)dt F(s)G(s)

Introdugdo as Equagdes Diferenciais Ordinarias

Transformada de Laplace




3.7 Respostas dos Exercicios

511
3.7 Respostas dos Exercicios
1. Introdugao (pagina 467)
1.1.
25 -5
F(s) s(s=3)(s+4)
_ A B C
s s—3 s+4
Multiplicando por s(s — 3)(s + 4) obtemos
2s—5=A(s—3)(s+4)+Bs(s+4)+Cs(s —3)
Substituindo-se s = 0,3, —4 obtemos A = %, B = % eC= —%. Assim,
_ 5 1 18 4
=1+ 7% "2
_ 2 1
12. () Y() = gy T mrE
_ 2452
T s2(s+2)(s—1)
il heh
Multiplicando-se por s2(s + 2)(s — 1) obtemos
s242= (3.10)
=As(s+2)(s—1)+B(s+2)(s—1) + Cs?(s — 1) + Ds*(s + 2)
Substituindo-se s = —2,0, 1 obtemos
6 = -12C
2 = -—2B
3 = 3D

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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que tem solugdo B = —1,C = —% e D = 1. Comparando-se os termos de grau 3 em (3.10):

1
0=A+C+D=A—_+1

2
de onde obtemos A = —%.
Assim,
_=1/2 1 _1/2 1
Yis)= =2 -5 -5+

y() =~} —t- et 4o

— 3 _ A Bs+C
Y(s) = ooy = 1 T e

O numerador da segunda parcela é de 1° grau (Bs + C), pois o denominador tem raizes complexas.
Multiplicando-se a equagio pelo denominador (s — 1)(s* + 4) obtemos
3=A(s>+4)+(Bs+C)(s—1)

Substituindo-se s = 1 obtemos A = 3/5. Comparando-se os termos de grau 2 e os de grau 1
obtemos

0 = A+B=3/5+8B
0 = —-B+C

que tem solugdo B = —3/5e C = —3/5. Assim,

Y(S): 3 :%%7§s+1 1

-31 3. s 3 2
(s—1)(s2+4) -1 53244 5s5-1
y(t)

2+4 10244

[$1[¢8)

3t 3 3
se 5 cos 2t — 75 sen 2t
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Aplicando-se a linearidade da transformada de Laplace obtemos

H(s) = L(h)(s)
= L(f)(s) —aL(g)(s)
F(s) —aG(s)
a s —a?
2+ (21
243

_ 25-1 _ 25-1 _ A ., B , CsiD
Y(s) = D) @2 +5575) — G-It @15) — -1 T 541 T 3244s45"

Multiplicando-se a equagdo pelo denominador (s> — 1)(4s? + 4s + 5) obtemos

2s—1= A(s+1)(4s*> +4s+5) + B(s — 1)(4s*> + 45 + 5) + (Cs + D) (s> — 1)
Substituindo-se s = +1, —1 obtemos:

1=26Ae—-3=—10B. Logo A =1/26e B =3/10.

Comparando-se os coeficientes dos termos de graus 3 e 2 obtemos:
0:4A+4B+C—88/65+Ce0:8A—|—D =4/13+D. LogoC = —88/65e D = —20/65.

1 1 885420
Assim Y(s) = g7 + Ty 5H — & 42 +4s+5

_ 11 3.1 1 22545
Y(s) = 2651 T 10577 ~ 852 1e0572 =
S TR T R Ak 10
265—1 " 103 65 (s+1/2)2+1
;;Jrgi o S Ca. T NI S
26s-1 " 10s+1 65 (s+1/2)2+ 65 (s+1/2)2+
L

3 —t 22 —t/2 6 —t/2
+ g — ge cost+ ¢ sent.

ogoat ransformada de Laplace inversa de Y( s)é
y(t) =

472

(Y (s) = sy(0) — y'(0)) +2(sY(s) = y(0)) +5Y(s) = 4y
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Substituindo-se os valores y(0) = 1 e y'(0) = 0 obtemos

s+1

(52+25+5)Y(S) = m‘FS‘FZ
Assim,
4s +4 s+2
Y —
(s) (s2+2s+5)2  s2+2s+5
- s+1 + s+1+1
s+ 1)24+42 T (s+1)2+4
2-2(s+1 s+1
= (2 )2+ 2 +
[(s+1)2+4] (s+1)2+4

1 2

TG4
De onde obtemos
y(t) = te 'sen2t +e ' cos2t + %e_t sen 2t.
Aqui usamos a tabela da pagina 510 e o 1° Teorema de Deslocamento:
Lle"g(D)](s) = G(s — b),

onde G(s) = L[g(t)].
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y
1
\
08l \\
\
\
\\
06f \
\
\\
04r \
02f |
\
\
\
0 \ —
\ t
o0l \v/ ,
-0.4 s s s s s s
) 1 2 3 4 5 6

_ 2,3
=3+
Substituindo-se os valores y(0) = 0 e y'(0) = 2 obtemos
(s244)Y(s) = s% +

(Y (s) —sy(0) —y'(0)) +4Y(s)

3

o7 T2 Assim,

:é+g+%+m%

Y(s) =
— 2 3 2
=9 T e T 9
A primeira parcela de (3.11) pode ser decomposta como
2
s3(s2+4)

5244

Multiplicando-se a equacio acima por s°(s? + 4) obtemos

2:
= As?(s* +4) + Bs(s* +4) + C(s?> +4) + (Ds + E)s®

(3.11)

(3.12)
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Substituindo-se s = 0,2i em (3.12)

2 = 4C
2 (2iD + E)(—8i) = 16D — 8iE

De onde obtemos C = % e comparando-se as partes real e imaginaria da segunda equagdo do sistema

acima
2 = 16D
0 = -8E

De onde obtemos D = % e E = 0. Comparando-se os termos de grau 4 na equagéo (3.12) obtemos
0=A+D=A+}.

Logo A = — %. Comparando-se os termos de grau 3 na equacéo (3.12) obtemos 0 = B.
Assim,
2 _ _1/8,12 41
S = s tagtsen
A segunda parcela de (3.11) pode ser decomposta como
3 _ A + Bs+C
(s—1)(s2+4) s—1 s2+4

3=A(s*>+4)+ (Bs+C)(s—1)

Substituindo-se s = 1 obtemos A = 3/5. Comparando-se os termos de grau 2 e os de grau 1
obtemos
0 = A+B=3/5+B
{ 0 = -B+C

que tem solucdo B = —3/5e C = —3/5. Assim,
3

3 3 3 3
(s—1)(s2+4) s—1 55244 5s 55244 105244
— 11,12 , 1 s 31 _3.s _ 3 _2 _2
Y(s)=—gstigtsaga 551 523 Toga T o4
—_ 1,12 _ 19 3t 7
y(t) = g T at 10 Cos 2t + ze' + 1 sen 2t
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o5 o 05 1 15 2 25 3

(2Y(s) — sy(0) — ¥/ (0)) —2(sY(5) ~ y(0)) + ¥(s) = Ay + %
Substituindo-se os valores y(0) =1ey(0) =1 obtemos
(s2—25+1)Y(s) = (5_1)2 +34s5-1

Assim,
4 -1 _ 1 4 1
Y(s) == ) e i ter =y teye te
4 _ B
s(s—1)2 + -1t (s—1)2 1)

Multlphcando—se por s(s — 1) obtemos
4=A(s—1)2+B(s—1)s+Cs

Substituindo-se s = 0,1 obtemos

—
>
1
(@

(3.13)
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Transformada de Laplace

(d

~

Comparando-se os termos de grau 2 na equagéo (3.13) obtemos
0=A+B=A+4
Logo B = —4.
Assim,

_ 1 4 _ 4 4 1 _1_6 4 3 4
YO) = mm s~ satmm T T e s a1 T i

y(t) = L3t +4 — 3¢t + 4te!

° y

7t

6l

. . . .
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

(Y(5) — sy(0) — ¥'(0)) ~ 2(sY(s) ~ ¥(0)) ~3Y(s) =3y
Substituindo-se os valores y(0) = 1 e yy/(0) = 0 obtemos

(SZ—ZS—S)Y(S)—3(S_12)2+S—2

Assim,
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_ 1 s—2
Y(S) o 3(32—25—3)(5—2)2 + s2—25—3
=3 1 + s—2
(5—3)(s+1)(s—2)2 (s—3)(s+1)

3+(s—2)3
(s—3)(s+1)(s—2)2

_ A B C D
=ittt T o

Multiplicando-se Y (s) por (s — 3)(s + 1) (s — 2)? obtemos
34 (s—2)7 = (3.14)

=A(s+1)(5—2)2+B(s—3)(s—2)2+C(s—3)(s+1)(s —2) + D(s = 3)(s + 1)

Substituindo-se s = —1,2 e 3 na equagdo acima obtemos A =1, B = % e D = —1. Comparando-se
os termos de grau 3 em (3.14) obtemos

1:A+B+C=1+§+c

que tem solugdo C = —

QIN

Assim,

y(t) — 3t + %eft _ %e2t — te2t




520

Transformada de Laplace

. . . .
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

(Y (s) = sy(0) — y'(0)) +4Y(s) = 3%
Substituindo-se os valores y(0) = 2 e y'(0) = —1 obtemos
(s2+4) Y(s) = 32— 425~ 1
s+4
Assim,
6 25 —1
‘Y —
(s) (s2+4)2 T
_ 6 16 s 1
16 (s2+4)2  Ts24+4 244
16 s 1 2

3
2 2 =
8(52—|—4)2+ s2+4 2s2+4
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(f)

y(t) = 3(sen2t — 2t cos2t) +2cos2t — 5 sen2t
=2cos2t — %senZt — %tcosZt

20—

y

1.5
1+

0.5

0 |
X
—05F 4

S o 1 2 s 4 5 s
(Y (s) —sy(0) — ¥'(0)) +4Y(s) = 5
Substituindo-se os valores y(0) = 0 e ¥/(0) = 0 obtemos

(2+4) ¥(s) = Sil
Assim,
1
Y(s) = (5—1) (s +4)
(s) = A Bs+C
s—1 s2+4
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Multiplicando-se Y (s) por (s — 1)(s* + 4):
1 = A(S*+4)+(Bs+C)(s—1)

Substituindo-se s = 1 obtemos A = 1/5. Comparando-se os termos de grau 2 e os de grau 0
obtemos o sistema

1/5 + B =0
4/5 - C =1
Resolvendo-se o sistema obtemos a solu¢do B = —1/5e C = —1/5. Assim,

1 1 1s+1
55—1 582+4
1 1 1 s 1 1
55—1 5s2+4 55244

Y(s) =

1 1 1
t) = —ef — = cos 2t — — sen 2t
y(t) 5¢ — 5 Cos i

(s2Y(s) = sy(0) = ¥'(0)) —2(sY(s) —y(0)) + Y(s) = 35

Substituindo-se os valores y(0) = 0 e y'(0) = 0 obtemos

(sz — 25+ 1) Y(s) = s—%
Assim,
% B 1

(5) (5—2)(2—25+1)

1
T (5-2)(s 1)
A B C

+




523

Multiplicando-se por (s — 2)(s — 1)? obtemos
1 = A(s—1)>+B(s—1)(s —2)+C(s —2)

Substituindo-se s = 1 e s = 2 obtemos C = —1 e A = 1. Comparando-se os termos de grau 2
obtemos

0=A+B=1+B.LogoB = —1. Assim,

(21 (s) = sy(0) =¥/ (0)) +

+2(sY(s) —y(0)) +2Y(s) =

Substituindo-se os valores y(0) = 0 e y'(0) = 0 obtemos

1

(s2+2s+2) Y(s) = )

Assim,

1
(s —1)(s>+2s+2)
A + Bs+C
s—1 s§2425+2

Y(s) =

Multiplicando-se Y (s) por (s — 1)(s? + 2s + 2) obtemos

1=A(s>+25+2)+ (Bs+C)(s—1)
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Substituindo-se s = 1 obtemos A = 1/5. Comparando-se os termos de grau 2 e os de grau 0

obtemos
1/5 + B = 0
2/5 - C =1
que tem solucdo B = —1/5e C = —3/5. Assim,
1 1 1 s+3
Y = = - =
(s) 55— 1 552+25+2
_ 11 1 s+3
 5s—1 5(s+1)2+1
11 1 s+1 2 1
~ 5s—1 5(s+1)24+1 5(s+1)2+1

De onde obtemos que a solugdo do problema de valor inicial é dado por

1 1 2
y(t) = get - ge_tcost - ge_t sent.

A equagdo caracterfstica é > —6r+8=0, que tem raizes | =2 ery, = 4.
A equacdo homogénea correspondente tem solucio geral

y(t) = cre? + cpet.

Uma solucdo particular da equacdo ndo homogénea é da forma y,(t) = Acost+ Bsent.

Substituindo-se yp(t), ¥, (t) e ¥, (t) na equagao:

(7A — 6B) cost + (6A +7B)sent = sent

De onde obtemos A = 6/85 e B = 7/85. A solugdo geral da equagdo ndo homogénea é

y(t) = & cost+ & sent + cre? + cpett

7
y(0)=0= 35 +2c1 +4cp
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6
y(O):O:§+cl+cz

¢ =—1/10ecy = 1/34.

y(t) = & cost+ gz sent — e + Lot

(Y (s) = sy(0) = ¥'(0)) — 6 (sY(s) —y(0)) +8Y(s) = 7y
Substituindo-se os valores y(0) = 0 e y'(0) = 0 obtemos

1
s2+1

(52 — 65+ 8) Y(s) =

Assim,

1

Yo = Toere @ D

1 _ A, B CstD
(s2—6s+8)(s2+1) ~— s—2 tigt 241

Multiplicando-se por (s — 2)(s — 4)(s? + 1) obtemos
1=A(s—4)(s>+1)+B(s—2)(s>+1)+ (Cs+ D)(s —2)(s — 4)
Substituindo-se s = 2,4, i obtemos

1 = —10A
1 = 34B
1+i0 = (iC+D)(i—4)

— (—C—4D)+i(—4C+D)

que tem solugdo A = —1/10, B =1/34,C =6/85e D =7/85. Assim,

— 11 4,1 1 , 6 _s 7 1
Y(s)=—fsatasatTsag T2

y(t) = —f5e* + et + & cost + Z sent
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f'(t) = cosat —atsenat

Aplicando-se a transformada de Laplace obtemos

() = £(0) = iy 0

Isolando-se F(s)

2 2

Fo) = vy

(Y (s) —sy(0) — y'(0)) +4(sY(s) —y(0)) +13Y(s) = (5

Substituindo-se os valores y(0) = 1 e y'(0) = 2 obtemos

3
<Sz+45+13>Y(S) = m+5+6

Assim,

3 n s+6
(s2+4s+13)2  s2+4s+13
1 2.3.32 s+2+4
2-3[(s+2)2+972  (s+2)2+9
1 2.33 s+2
18[(s+2)24+9> (s+2)2+9
4 3

3(s+2)2+9
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De onde obtemos que a solugdo do PVI é
y(t) = 15e 2 (sen3t — 3tcos3t) + e~ cos 3t + e~ sen3t.
Aqui usamos a tabela da pagina 510 e o 1° Teorema de Deslocamento:

Lle"g(1)](s) = G(s —b),

onde G(s) = L[g(t)].

3. Equagdes com Termo nao Homogéneo Descontinuo (pdgina 489)

3.1. (a)
t, 0<t<1
f(t):{ —(t=2), 1<t<2
0, t>2
f(8) =t —tuy () — (t = 2)ua () + (£ = 2)ua(t)
(b)
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528 Transformada de Laplace

15r

05f —

-15F

-2

3.2, (a) () =sent — ux(t)sent + 1y (t) cost — sy (t) cos t + tpy (e 10

(b) f(t) =sent + uy(t)(sen(t — 7r) — cos(t — 7)) + Uz (t)(— cos(t — 2m) + e_%e*%)
F<S) - HLS2 +e_ﬂs(lis2 o 1j52) _‘_6—2715(_& +e*% s+%)
3.3.
cost, 0<t<m/2
ft) = —cost, /2 <t<3m/2
0, t>3m/2
f(t) = cost—uy(t)cost —uy n(t)cost + usy o(t)cost

= cost—2u(t)cos[(t—m/2)+ /2]
+ g2 (t) cos[(t —37/2) + 37/2]
= cost+2uy(t)sen(t —w/2) + uzq/o(t) sen(t —37/2)
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+2€7%S 1 _'_6737rs/2 1

s
F(s)= — L
(s) 1+s2 1+s2 1+s2

(s>Y(s) —sy(0) —y'(0)) + Y(s) = L — 377;5/2 Substituindo-se os valores y(0) = 0 e y'(0) = 1 obte-
mos

efns/Z
(sz—l—l) Y(s) = 5T s +1

Assim,

_ 1 1 /2
Y(S) T s(s241) + 241 se(s2+1)
= 25+ H(s) —e ™/2H(s),
em que

1
H =
(s) s(s2+1)

y(t) = sent + h(t) — h(t — 71/2)1u ().

_ 1 _ A Bs+C
H(s) = s(s241) ~ s + s§+1 :

Multiplicando-se H(s) por s(s?> 4 1) obtemos

1=A(s*+1)+ (Bs+C)s
Substituindo-ses = 0es =1

1 = A
1 = (Bi+C)i=—B+Ci

De onde obtemos A = 1. Comparando-se as partes real e imagindria da segunda equagdo obtemos
B=-1eC=0.

Assim,




530 Transformada de Laplace

De onde obtemos que a fungdo cuja transformada de Laplace é H(s) é
h(t) =1— cost
e a solucdo do problema de valor inicial é dado por

y(t) =sent+h(t) —h(t —m/2)uy/n(t) =1 —cost+sent —u,n(t)(1 —sent).

25

y
15+
osf \
, \ ,
/
/
-0.5
(b) (s2Y(s) = 5y(0) — ¥/ (0)) +2(sY(s) — y(0)) +2¥(s) = 2&° —2¢"
Substituindo-se os valores y(0) = 0 e y/(0) = 1 obtemos
—7s _ ,—27S
(524—254—2) Y(s) = 2%4—1
Assim,
o —7s __ ,—271s 1
Y(s) = 2 et T e

_ (e—ns _ e—ZHS)H(S) + m,
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em que

2
H(s) = s(s? 425 +2)

y(t) = h(t — m)uz(t) — h(t — 2m)up(t) + e 'sent.

_ A Bs+C
H(S) =57t s242s+2°

Multiplicando-se H(s) por s(s? + 2s + 2) obtemos
2=A(s*+25+2)+ (Bs+C)s
Substituindo-se s = 0 obtemos A = 1. Comparando-se os termos de grau 2 e os de grau 1 obtemos

0 A+B=1+8B
0 = 2A+C=2+4C

que tem solugdo B = —1e C = —2. Assim,
—1_ _s+2 _1_ _ s+2

H(s) =5 - #5e5 = 5 G+1)241

_ 1 s+1

1 _ 1
s (s+1)241 (s+1)2+1

De onde obtemos que a fung¢do cuja transformada de Laplace é H(s) é
h(t) =1—e'cost —e 'sent

e a solucdo do problema de valor inicial é dado por
y(t) = h(t — m)uz(t) — h(t — 27)up(t) + e 'sent.
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Transformada de Laplace

(©) (s*Y(s) —sy(0) —y'(0)) +4Y(s) = 515 —e 2™,

12—

0.8

0.6

0.4+

0.2

0.2+ . . . . . L
-2 0 2 4 6 8 10 12

241 s2+1
Substituindo-se os valores y(0) = 0 e y'(0) = 0 obtemos

—27s
(S +4)Y(s) = 77 — o
Assim,

o 1 —27s
Y(s) = RSy EEvy I ey
=H(s) — e 2 H(s)
em que
1
HE) = mrne+a
y(t) = h(t) — ua(t)h(t —27r)

H(S) = (52+1)1(52+4) = 1225113 + igif

Multiplicando-se por (s2 + 1)(s? + 4):
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1= (As+B)(s>+4) + (Cs+ D)(s® + 1)

Substituindo-se s = i, 2i
1 = (iIA+ B)3
1 (2iC+ D)(-3)

Como A, B, C e D sdo reais, comparando-se as partes real e imagindria obtemos

0 = 34 °© 0 = —6C

De onde obtemos a solu¢dgo A =0,B=1/3,C=0e D = —1/3.

Assim,
1/3 -1/3
H =
O=2rita
h(t) = Lsent — %sen2t
y(t) = h(t) — up()h(t — 2m) = S sent — L sen2t — up.(t)(3 sent — ¢ sen2t)
0.5 T y T T T T T T T T T

0.4r

0.3r

0.2r

0.1r

0

-0.11

0.2

-0.3}

-0.4r

-05
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(s2Y(s) — sy(0) — y'(0)) +4Y(s) = ﬁ + e~ 41 Substituindo-se os valores y(0) = 0 e y'(0) =0

5241
obtemos
2 _ 1 —T7Ts
(S +4) Y(S) =21 Sez-‘,-l
Assim,
_ 1 —T7Ts
Y(s) = e T meD

= H(s) +e ™H(s)

em que

1

HO = ey

y(t) = h(t) + ux(t)h(t — )

Do exercicio anterior temos que

1/3 -1/3
H =
O =2rito
Assim,
1 1
h(t) = 3 sent — A sen 2t
e portanto

y(t) = h(t) + uz(t)h(t — ) = Jsent — I sen2t —ur(t)(3sent+ L sen2t)
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0.5

0.4
0.31
0.2

0.1r

X
-0.11 1
—0.2} 4
-0.31 1

-05

. . . . . . . . . .
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

(e) (s2Y(s) —sy(0) —y'(0)) + 3 (sY(s) —y(0)) +2Y(s) = 1 — @
Substituindo-se os valores y(0) = 0 e y'(0) = 0 obtemos
» B 1 B 67105
(2 +3s+2) Y(s) = - -
Assim,
o 1 6—105 o ~10
Y(s) = s(s243s5+2)  s(s243s5+2) H(s) —e”""H(s)
em que
1
He) = sorm e
y(t) = h(t) — u1o(t)h(t — 10).
— — _ A C
H(s) = s(s2+l3s+2) = s(s+1§(s+2) =4{+ditis
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Multiplicando H(s) por s (s? 4+ 3s + 2) obtemos
1=A(s+1)(s+2)+Bs(s+2)+Cs(s+1)

Substituindo-se s = 0, —1, —2 obtemos

1 = 2A
1 = -B
1 = 2C
que tem solugdo A =1/2,B=—-1eC=1/2.
Assim,
111, 1.1
H(s) = 35— st 252

0.4

0.3

0.2

0.1

-0.1
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(82Y(5) = sy(0) — ' (0)) +3 (sY(s) — y(0)) +2¥(s) = &

Substituindo-se os valores y(0) = 0 e y'(0) = 1 obtemos

—2s

(52+3s+2> Y(s) = es +1
Assim,
Y(s) = sz+és+2 + s(szi_Bz;rZ) =Yi(s) + 6_25H(S)
em que
H(s) = m eYi(s) = m

y(t) = y1(t) +uz(t)h(t —2).

S _ 1 A B
1(8) = oz = 0) = ey = 1t
Multiplicando Y;(s) por (s +1)(s +2):

1=A(s+2)+B(s+1)

Substituindo-se s = —1, —2 obtemos A =1 e B = —1. Assim,

1 1
Y, = —
18) = ¢ +1 s+2
yi(t) =ef —e .
Do exercicio anterior
_ 11 1 1.1
H(s) = 35— 51+t 2592
1 1
h(t) = 3 et + Ee*%
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0.4

0.3

0.2r

0.1

() (2Y(s) —sy(0) —y/(0)) + Y(s) = =22

Substituindo-se os valores y(0) = 0 e y'(0) = 1 obtemos

—37ms
2 e
1)Y(s) = 1
(2+1) Y(s) = —+
Assim,
o —37s 1
Y(s) = Sy +
= e 3 H(s) + ﬁ,
em que
1
H(s) =
() s(s2+1)
y(t) = sent + h(t — 37 )uz,(t).
_ _ 1 _ A BstC
H(s) = oy = 5+ &
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Multiplicando-se H(s) por s(s*> + 1) obtemos
1=A(s®>+1)+ (Bs+C)s
Substituindo-ses =0es =i

1 = A
1 = (Bi+C)i=—-B+Ci

De onde obtemos A = 1. Comparando-se as partes real e imaginaria da segunda equagdo obtemos

B=—-1eC =0. Assim,
1 S
H = -
(s) s s241

De onde obtemos que a fungdo cuja transformada de Laplace é H(s) é

h(t) =1—cost

y(t) = sent + h(t — 37m)us,(t) = sent + us(t)[1 — cos(t — 37)]
' /\\ /A\ /’N

AN

// | // \\ / | / \ / \
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(Y (s) = sy(0) = y'(0)) + (sY(s) = y(0)) + §Y(5) = oy + e ™ iy

Substituindo-se os valores y(0) = 0 e y'(0) = 0 obtemos
(24+s5+3)Y(s) = o= +e ™5

241 s2+1
Assim,
— 1 — 1
Y(s) = (s2+1)(s2+s+3) te ™ (24+1)(s2+s+3)
= H(s) + e ™H(s)
em que
1
H(s) =
(%) (s2+1) (s2+s+3)
y(t) = h(t) + uzn(t)h(t — 1)
_ 1 _ 4 _ As+B Cs+D
H(s) = D (F1s13) D@7 E5) — 9+ | Bist]
Multiplicando-se H(s) por (s> 4 1) (4s> 4 4s + 5):
4= (As+ B)(4s*> +4s +5) + (Cs + D)(s* +1) (3.15)
Substituindo-se s = i obtemos
4 = (Ai+B)(—4+4i+5)

(—4A + B) + (A + 4B)i

Comparando-se as partes real e imagindria da equacdo acima obtemos

4 = —4A+B
0 = A+4B
Resolvendo-se os sistemas acima obtemos a solugdo A = —16/17, B = 4/17. Comparando os

termos de grau 3 e de grau zero de (3.15) obtemos
0=4C+4A,4=4D +5B,




3.7 Respostas dos Exercicios
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de onde obtemos
C=-A=16/17eD =1-5B/4=12/17.
Assim,
_ 4 —4s5+1 4s5+3
H(s) = 1 <52+1 t 21ei3 )
1 4543
(*4ﬁ Tea T (s+1s/2)2+1)

_A4_S_ 1 _ s+3/4
452+1 + s24+1 +4(s+1/2)2+1)

_ 1 s+1/2 1
4s2 + s2+1 +4(s+1/2)2+1 + (s+1/2)2+1>

SEISAES

s
+1

SN
~~
—~—
|| NN

—4cost+sent+4e t/2cost+ e /2sen t)

y(t) = h(t) + uzn(t)h(t — )

N

-0.51

X
1+

-15

L L L L L L L L L L
-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
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s =37

(s?Y(s) —sy(0) — y'(0)) +4Y(s) = 24— —2

S S

Substituindo-se os valores y(0) = 0 e y'(0) = 0 obtemos

TS _p 3ms
S

(s24+4)Y(s) =25—4—
Assim,

Y(s) = ZE_S(STAI)
— (e—ns _ e—37rs)H(s)’
em que
H(s) =

7S 76—2715

2
s(s2+4)

_ 2 _ A Bs+C
H(s) = iy = 5 + g

Multiplicando-se H(s) por s(s* + 4) obtemos
2=A(s>+4)+ (Bs+C)s
Substituindo-se s = 0, 2i obtemos

2 = 4A
{2+i0 = (2iB+4C)2i = (—4B) +i(2C)

que tem solugdo A =1/2,B = —-1/2e C = 0. Assim,

11 1
H(s) = jg—zsst

De onde obtemos que a fungdo cuja transformada de Laplace é H(s) é

1 1
h(t) = 573 cos 2t

y(t) = un(Hh(t — 70) — ush(t - 37)
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0.4

0.3

0.2r

0.1

2 _ o _ L ne
(s Y(s) —sy(0) —y (0)) +4Y(s) o
Substituindo-se os valores y(0) = 0 e y'(0) = 0 obtemos
) e—Zs
s—1

(52+4) Y(s) = %—e

Assim,

y B 1 ) e %
OB P Y Py Bl ey ey

= H(s) —e*e H(s)
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em que
1
HE) = oo+
A Bs+C
H(s) = | +752+4
Multiplicando-se H(s) por (s — 1)(s? + 4):
1 = A(s>+4)+ (Bs+C)(s—1)

Substituindo-se s = 1 obtemos A = 1/5. Comparando-se os termos de grau 2 e os termos de grau 0
obtemos o sistema

1/5 + B =0
4/5 - C =1
Resolvendo-se o sistema obtemos a solu¢dgo A =1/5,B= —1/5e C = —1/5. Assim,

H(S)_1 1 1s4+1 1.1 1 s 1 1
" 5s—1 58244 5s5s—1 55244 55244

1 1 1
h(t) = get oG cos 2t — 0 sen 2.

Assim a solugdo do problema de valor inicial é

y(t) = h(t) = Cua(t)h(t - 2)

ft) = (1= () = & — 2 Vg (1)
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(2Y(s) = sy(0) /' (0))

_ 1 5 e °
—2(sY(s) —y(0))+Y(s) = 5 ¢
Substituindo-se os valores y(0) = 0 e y'(0) = 0 obtemos
1 e
2 _ _ 2
(s 25+1)Y(5) i Sl
Assim,
1 e’
Y(s) = —é
R ) I e e
= H(s) —e®e °H(s)
em que
1
H j—
O 1262
1 _ A, B C
(s—2)(s—1)2 s—-2 s—1 (s—1)2
Multiplicando-se por (s — 2)(s — 1) obtemos
1 = A(s—12+B(s—1)(s—2)+C(s —2)
Substituindo-se s = 1 e s = 2 obtemos C = —1 e A = 1. Comparando-se os termos de grau 2

obtemos 0 = A+ B =1+ B, de onde obtemos B = —1.
Assim,
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h(t) = e — et — te!

Assim a solugdo do problema de valor inicial é

y(t) = h(t) — Eur (t)h(t — 1)

f(t) = (1 —uy(t)) = e —ee'Tuy (t)
1 e s
F(s) = s—1 _es—l

(Y(5) = s(0) = ¥/ (0))

1 e—?
+2(sY(s) —y(0)) +2Y(s) = pp
Substituindo-se os valores y(0) = 0 e y'(0) = 0 obtemos
1 e’
2 — _
(s +Zs+2) Y(s) = o1 %1
Assim,
1
Y =
(s) (s—1)(s2+2s+2)
e—S
_e(sz+25+2) (s—1)
= H(s) —ee *H(s)
em que
1
H j—
(s) GG-1)(s2+25+2)
A Bs+C

s—1+52+25—|—2
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Multiplicando-se H(s) por (s — 1)(s? + 2s + 2) obtemos
1=A(s*+25+2)+ (Bs+C)(s—1)
Substituindo-se s = 1 obtemos A = 1/5. Comparando-se os termos de grau 2 e os de grau 0

obtemos
1/5 + B =0
2/5 - C =1

que tem solugdo B = —1/5e C = —3/5. Assim,

11 1 s+43

55s—1 582+25+2

11 1 s+3

55—1 5(s+1)2+1

11 1 s+1 2 1
55—1 5(s+1)2+1 5(s+1)2+1

H(s) =

Pelo item anterior temos que
1 1 2
h(t) = get - ge*tcost — g

Assim a solucdo do problema de valor inicial é
y(t) = h(t) — e (Hh(t —1)

f(t) = e 2sen3t — uy(t)e 2 sen3t = e 2 sen 2t + uy(t)e 2e 2= sen 3(t — 7).
(s2Y(s) —sy(0) =/ (0)) +4(sY(s) = y(0)) +13Y(s) = (1 +e e "™) (g
Substituindo-se os valores y(0) = 1 e y'(0) = 2 obtemos

Fsent.

(52+45+13)Y(s) = (1+4e 27 ™) +s5+6

(s+2)2+9
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Assim,
Y(S) _ (1 + e—27re—7rs> 3
(s> +4s +13)2
= (14 ?"e ™)H(s) + G(s).
_ 3 _ 1 2.3.3
em que H(s) = mrgimy = 722 [mroteop
PHas+13 T (542249~ (542249 T 3 (s+2)2+9

Logo

h(t) = {ge % (sen3t — 3t cos 3t)
g(t) = e cos3t + 3¢ sen3t
De onde obtemos que a solugdo do PVI
y(t) = h(t) + e ux(t)h(t - ) 8(t)
fe 2 (sen3t —3tcos3t) + Y St
%E_Zt

sen 3t.

4. Transformada de Laplace do Delta de Dirac (pagina 499)

41 (a) (s*Y(s) —sy(0) —y'(0)) + Y(s) = e~ 2™ cos(27)
Substituindo-se os valores y(0) = 0 e y'(0) = 1 obtemos

(s2 + 1) Y(s) =e 2™ 41

Assim,

o 3—2715 1
Y(s) =57 + o

e a solugdo do problema de valor inicial é dado por
y(t) = up(t) sen(t — 27) +sent = (up(t) +1)sent.

é
)(sen3(t—m) —3(t—m

s2 +4s5s+13

Jcos3(t—m)) + e cos3t +

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias
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y(0)) +2Y(s) =ee™*
0) = 0 obtemos

(Y (s) = sy(0) — y'(0)) +2(sY(s

) —
Substituindo-se os valores y(0) =0 e

y'(
(s + 2s —1—2) =ee?

Assim,

Y(s) =

—S

ee _ ee”’ — ,p—S
s242s+2 ~ (s+1)2+1 ce G(S)’

G(s) = m = g(t) =e'sent
Assim a solugdo do problema de valor inicial é
y(t) = euy(t)e Hlsen(t — 1) = e " 2sen(t — 1)uy(t)
(SZY(S) —sy(0) — y’(O)) +4Y(s) = e2e 2
Substituindo-se os valores y(0) = 0 e y'(0) = 0 obtemos

(52 + 4) Y(s) = e?e™

Assim,

G(s) =

Assim a solugdo do problema de valor inicial é

s24+4

2
y(t) = Sua(t) sen(2(t - 2))
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(2Y(s) = sy(0) = ' (0) ) =2(sY(5) = y(0)) + Y(5) = e%e™*

Substituindo-se os valores y(0) = 0 e yy'(0) = 0 obtemos
(52 — 25+ 1) Y(s) = e%e "

Assim,

G(s) = t

G172 = g(t)=te

Assim a solugdo do problema de valor inicial é

y(t) = up(H)(t = 1)e' ™ = (t =1 uy (1)

f(t) = 6(t=1)+us(t)
= 5(t—1)4uz(t)((t—3)+3)?
= 0(t—1)+uz(t)((t—3)2+6(t—3)+9)

F(S) = e_s +6’_35(*3 + 57 + g)
s?Y(s) — sy(0) — /' (0)+
+2(sY(s) —y(0)) +2Y(s) = e °+
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Substituindo-se os valores y(0) = 0 e y'(0) = 1 obtemos

2 6 9
2 —s —3s
25 +2)Y(s) = S22+ +1
(s +25+2)Y(s) e +te (S3+52+S)+
2
S et e w200
s
Assim,
a 1 _as 24654952
Y — 1 S 3s
(s) (1+e )52+2s+2 ¢ s3(s2 +25+2)
1
— 1 —S —3SH
(1+e )7(S+1)2+1+e (s)
2 + 65 4 952
H = —
(s) s3(s2+25+2)
A B C Ds+E

T STt e T arst2

2+65+9s% = As*(s>+25+2)+ Bs(s* +25+2) +
+ C(s* +25+2) + (Ds + E)s®
= (As? 4+ Bs+C)(s* +25+2)
+ (Ds + E)s® (3.16)

Substituindo-se s = 0 obtemos C = 1.

Comparando-se os termos de grau 1 obtemos 6 = 2C + 2B = 2 + 2B, de onde obtemos B = 2.
Comparando-se os termos de grau 2 obtemos 9 = C + 2B +2A =5+ 2A, de onde obtemos A = 2.
Comparando-se os termos de grau 3 obtemos 0 = E + B+ 2A = E + 6, de onde obtemos E = —6.
Comparando-se os termos de grau 4 obtemos 0 = D + A = D + 2, de onde obtemos D = —2.
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Assim
2 2 1 —25s—6
H(s) = “+5 424 27°%
(s) s+32+s3+sz+25+2
_ 2,2 1, -2-6
s 8208 (s+1)241
_ 2,2 12
s g2 2483
s+1 n 2
(s+1)2+1  (s+1)2+1
1, —t —t
h(t) = 2+2t—|—§t —2(e""cost+2e "sent)
Como
1
Y(s) = (14e°)——5—+e¢ *H
(s) (1+e )(S+1)2+1+e (s)
entao

y(t) = e Fsent+up(t)e "V sen(t — 1) + ug(t)h(t — 3)

Aplicando-se a transformada de Laplace na equagdo obtemos
(s2¥(s) — sy(0) — ' (0)) +4(sY(s) — y(0)) +20¥(s) = e~ Fe~3*
Substituindo-se y(0) = 0 e y'(0) = 1 obtemos
(s2+4s+20)Y(s) =e Ze 4 +1

Y(s)me Tt f L o B ISH(s) 4+ H(s)
- s24+45+20 ' s24+4s+20
em que
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3.7 Respostas dos Exercicios
_ 1 _ 1
H(s) = a2 = (5+2)2116
Assim,
h(t)
y(t) =€ 2u
b) y(t) = e_%u%(t)%e’z(t i)sen(4t — 1) +
lo=2tgendt, 0<t< I
0, t>%
0.14 T T
y
0.12 /‘A\
| \
. [
/ \
0.08 /
|
0.06 -
0.04F \
0.02- \
0 ‘ t
-0.021
*0.‘5 0 0.‘5 i 1‘.5 2‘.5 é

4.3. Aplicando-se a transformada de Laplace na equacdo obtemos
(s*Y(s) = sy(0) = ¥'(0)) + (sY(s) — y(0)) = &+
Substituindo-se y(0) = 0 e y'(0) = 1 obtemos
(s> +5)Y(s) =1+ ? +e7%
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Y(s) = iy + wirm + sy = (147 2)Hi(s) + e~ Ha(s)
em que

Hy(s) =

e Hy(s) =

1
(s+1) s2(s+1)

Hl(s) = (s+1) A + s+l

Multiplicando-se por s(s + 1) obtemos

1=A(s+1)+Bs

Substituindo-se s = 0, —1 obtemos A=1eB= -1

HZ(S) = sz(sl+1) - A + 52 + S+l

Multiplicando-se por s2(s + 1) obtemos

1= As(s+1) + B(s + 1) + Cs?

Substituindo-se s = 0, —1 obtemos C = 1 e B = 1. Comparando-se os termos de grau 2 obtemos A = —1.

Assim,
]’l1(t) =1—¢"

hy(t) = —1+t+e !
y(t) = hi(t) +ua()h(t = 1) +ug (H)ha(t —2)
509

Multiplicando F(s) por s (s + 3) obtemos
1=A(s+3)+Bs
Substituindo-se s = 0, —3 obtemos A = 1/3 e B = —1/3. Assim,

T35 35+3
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t
ti - —
f(t) = JyeTdt = —Je 3T0:_%e 341
1 A Bs+C
He - L _ A Bs+C_
= FmTs s tE-was

Multiplicando-se H(s) por s(s* — 4s + 5):
1 = A(s*>—4s+5)+ (Bs+C)s

Substituindo-se s = 0 obtemos A = 1/5. Comparando-se os termos de grau 2 e de grau 1 obtemos
0 sistema

A + B =0
—4A + C =0
Resolvendo-se o sistema obtemos a solu¢do B = —1/5e C = 4/5. Assim,
11 1 s—4

HE) = 55 59—%+5
11 1 s—4

55 5(s—2)2+1

11 1 s—2 1 -2
55 5(s—2)2+1 5(s—2)2+1

1 1 2
h(t) = 5 geZt cost+ geZt sen t

t
h(t) :/ sen Te?TdT
0
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/sen 1e?Tdt = ¥ (—cosT) -2 / e?T(—cosT)dT
= —e*TcosT+
+2 (eZT sentT — 2 / ¢*T sen TdT)

(—327 cos T + 2¢*T sen T)

Q| =

/sen e¥Tdt =

2 2 t
(—e TcosT+ 2e Tsenr) ‘
0

gl =

h(t)

1 1 2
= —geZt cost+ 5 + ge% sent

(2Y(s) = sy(0) =¥/ (0) ) +

+4(sY(s) —y(0))+4Y(s) = F(s),
em que F(s) é a transformada de Laplace de f(t). Substituindo-se os valores y(0) = 2 e y'(0) = —3
obtemos

<52 +4s +4> Y(s) =F(s) +5+2s
Assim,
F(s) 54 2s
Y =
(s) sz—|—4s+4+52+4s—|—4
F(s) 5+2s

(s+2)2  (s+2)2
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5+2s A B

5122 st2 ' 5r27
Multiplicando-se por (s + 2)? obtemos

5425 = A(s+2)+8B
Substituindo-se s = —2 obtemos 1 = B. Comparando-se os termos de grau zero obtemos 5 = 2A + B =

2A + 1, de onde obtemos 2 = A. Assim,

F(s) 2 1
G122 512 (5127

Y(s) =

y(t) = (e 2txf)(t) + 202 472t
t
= / e 2D (f— 1) f(T)dT 4+ 2672 4 ot
0

Aplicando-se a transformada de Laplace na equacdo obtemos

1 1 2
St YY) =Y
s + s2 + s2 44 () (s)

(s+1)(s>+4)
s2(s2+2)
A B Cs+D

s 2 242

Y(s) =
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Multiplicando-se por s?(s? + 2) obtemos
(s+1)(s® +4) = As(s? +2) + B(s* +2) + (Cs + D)s?
Substituindo-se s = 0 obtemos B = 2. Comparando-se os termos de grau 1 obtemos
4 =2A.
Logo A = 2. Comparando-se os termos de grau 2 e de grau 3 obtemos
1=B+D=2+D,
1=A+C=2+C.

LogoC = —1eD = —1. Assim

y(t) = 2 + 2t — [cos(V/2t) + \}E sen(v/2t)]
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Sistemas de Equacoes Diferenciais Lineares

Exemplo 4.1. Considere o sistema de equagdes diferenciais lineares
{ X = Ax()
x(t) = Apxa(t)

em que Aj, Ay € R. Temos aqui um sistema de equagdes que envolvem derivadas
das fung¢des que sdo incégnitas. Neste caso as duas equagdes sdo desacopladas, isto

é, podem ser resolvidas independentemente. A solugdo do sistema é
ME e xy(t) = cpe™t.

x1(t) = cre
ou escrito na forma matricial
x(t) | _ [ aeMt
() | | e |

559
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Considere, agora, o sistema

{le(t) = An(t) +  xff)
() = Axa(t)

Este sistema nédo é desacoplado, mas podemos resolver a segunda equagdo indepen-
dentemente da primeira. A segunda equagdo tem solucdo

xo(t) = coeM.
Substituindo x;(t) na primeira equac¢do obtemos a equagdo
X (1) = Axg(t) +cpeM

que tem solucdo
— At At
x1(t) = cre™ + oo e
Assim a solugdo do sistema acima é

[ xq(t) ] _ { creM + coteM ]

xo(t) creM

Os sistemas anteriores foram resolvidos porque pelo menos uma das equagdes pode

ser resolvida independentemente das outras.
Considere o sistema de equagdes diferenciais lineares

() = an(®)xr(t) + - +a(t)xa(t) + fi(t)

() = @ (Ox1(E) + -+ aun(B)xn(t) + fo(t)
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que pode ser escrito na forma de uma equacéo diferencial matricial
x(f) app(t) - a(t) ] xa(t) f)
: : : : + :
X (1) an (£) - ann(t) ][ xa(t) fu(t)

ou
X'(t) = A(t)X(t) + F(t), (4.1)

em que

ap () - a1u(t) x1(t) fi(t)

A(t) = : : , X(t) = : e F(t)= :

ani(t) - ann(t) X (t) fu(t)

Observe que o sistema do 4.1 pode ser escrito na forma matricial como
[y’l(f)]:{?u 0} {yl(f)}
ya(t) 0 A2 || v2(t)

eodo 4.2, como

~——

0 1=10 2 ][00

Para sistemas lineares é valido o seguinte teorema sobre existéncia e unicidade de
solugdes que serd demonstrado somente ao final deste capitulo.
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Teorema 4.1 (Existéncia e Unicidade). Comsidere o problema de valor inicial

{X’(t) = A(H)X(t) +F(t) (4.2)

X(ty) = x(0)

Suponha que a;j(t), f;(t) sejam fungdes continuas num intervalo I = [a, b] contendo t. Entdo o problema (4.2) tem uma
tinica solugdo no intervalo 1.

Para os sistemas de equacdes lineares homogéneos, isto é, sistemas da forma (4.1)
com F(t) =0,
X'(t) = A(t)X(¢), (4.3)
é valido o principio da superposicdo que diz que se Xi(t) e X»(t) sdo solugdes de
(4.3), entao
X(t) = aXi(t) + BXa(t) (4.4)
também o é, para todas as constantes « e B. Uma expressado da forma (4.4) é chamada

combinacio linear de X; (t) e Xp(#).
Vamos verificar que realmente X (t) dado por (4.4) é solucdo de (4.3).

X(t) = aXi(t)+BXh(H) = aA() Xy (1) + BAD)Xa(t)
= A (@Xa(t) + BXa(1) = A(DX(2),

pois como X;(t) e X5(t) sdo solugdes de (4.3), entdo Xi(t) = A()X;(t) e X)(t) =
A(t)X5(t). Provamos o seguinte teorema.
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Teorema 4.2 (Principio da Superposicao). Se X1 (t) e Xa(t) sdo solugdes do sistema homogéneo

X'(t) = A(t)X(t)

entdo, X(t) = aXq(t) + BXa(t), para w e B niimeros, também o é.

Vamos considerar o problema de valor inicial

X'(t) = A()X
{ e 2 o 43)

Vamos determinar condi¢des sobre n solugdes Xj(t),..., X,(t) para que existam
constantes cy,...,c, tais que X(t) = c1X1(t) + -+ + cn Xn(t) seja solugdo do pro-
blema de valor inicial (4.5).

Substituindo-se t = tj na solugdo

X(t) = 1 X1 (t) + - - + cnXn(t)
obtemos o sistema de equagdes lineares algébricas

c1X1(tg) + - - - + cnXn(to) = X©
que pode ser escrito na forma
MC = x0)
em que
€1
M= Xi(to) -+ Xu(ty) | e C=

Cn
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Se a matriz do sistema M é invertivel, entdo para toda condicdo inicial X () e R" o
sistema MC = X(© tem uma tnica soluco (c1,...,¢,) (A solugdo é C = M~ 1X(0),
Mas uma matriz quadrada é invertivel se, e somente se, o seu determinante é dife-
rente de zero

Portanto, se

det[ Xi(to) -+ Xu(to) ] #0,

entdo para toda condigdo inicial X (0) existem constantes c1,...,Cp tais que
X(t) =1 Xq(t) + -+ cn X (t)

é solugdo do problema de valor inicial (4.5).
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Teorema 4.3. Sejam Xq(t), ..., Xn(t) solugdes do sistema X' = A(t)X tais que
det[X;(0) ... X,(0)] #0
Entdo para toda condicdo inicial X(©) € R" o problema de valor inicial

X'(t) = A(t)X(t)
{X<o> = x©

tem uma tinica solugdo da forma
X(t) = c1 X1 (t) + - -+ cnXn(t). (4.6)

Definicao 4.1, (a) Sejam X3 : R — R",..., X, : R = R" fungdes vetoriais. O determinante
W[Xl,...,Xn](to) = det [ Xl(tO) Xn(to) ]
é chamado wronskiano das fung¢des vetoriais Xj (t), ..., X, (f) em t.

(b) Se n solugdes X;(t),..., Xu(t) do sistema X' = A(t)X sdo tais que o seu wronskiano é diferente de zero
em um ponto ty dizemos que elas sdo solu¢des fundamentais do sistema homogéneo

X' = A(HX.
(c) Se X1 (t), ..., Xu(t) sdo solugdes fundamentais do sistema X’ = A(t)X, entdo a familia de solucdes
X(t) =X (t) +-+ Can(t)/ (4.7)

para constantes ¢y, . . ., ¢, € chamada solugdo geral de X' = A(t)X.

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Assim para encontrar a solugdo geral de um sistema homogéneo X’ = A(t)X, preci-
samos encontrar n solugdes fundamentais, ou seja, solucdes X; £),..., Xn (t) tais que
em um ponto fp € R

WIXy,..., Xal(t) = det[ Xy(to) --- Xulto) ] #0.

Exemplo 4.3. A solugdo encontrada do sistema do Exemplo 4.1 é a solugdo geral pois
ela pode ser escrita como

X(t) = [ e/(\)lt ] + { e)?zt ]

Xy (t) = [ egt ] Xp(t) = [ eﬂt }

sdo tais que det[X7(0) X2(0)] = det(l) =1 # 0.

Exemplo 4.4. A solugdo encontrada do sistema do Exemplo 4.2 é a solugdo geral pois
ela pode ser escrita como

At At
e te
X(t)=01[ 0 }+Cz[ oA ]

=[], o= [5]

sdo tais que det[X;(0) X(0)] = det(l) =1 #0.
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Os sistemas dos Exemplos 4.1 e 4.2 foram resolvidos porque pelo menos uma das
equagdes pode ser resolvida independentemente das outras. O sistema do Exemplo
4.1 pode ser escrito na forma matricial como

) ] _[ A 0 x1(t)
x5 (t) 0 A || x(t)
e odo Exemplo 4.2, como
aE | A 1] x)
xh()) | L0 A xp(t) |°
Enquanto a matriz do primeiro sistema é diagonal a do segundo é “quase” diagonal.

O estudo que faremos, a seguir, de sistemas de equagdes diferenciais se baseia em
transformar o sistema em um no qual a sua matriz é diagonal ou “quase” diagonal.

4.1 A Matriz A é Diagonalizavel em R

411 Sistema com 2 Equacodes e 2 Incégnitas

Vamos supor que existam matrizes P = oW e p o= A0 , com
Uy Wy 0 /\2
A1, Ay € R, tais que
A=PDP. (4.8)
Substituindo-se (4.8) em (4.3) obtemos
X'(t) = PDP1X(¢).

Multiplicando-se a esquerda por P!, obtemos

P7IX'(t) = DP1X(¢). (4.9)

Julho 2011

Reginaldo J. Santos



568

Fazendo a mudanca de varidvel
Y(t) = P71X(¢t), (4.10)
a equacgao (4.9) pode ser escrita como
Y/(t) = DY (1),

que pode ser escrita na forma de um sistema de equagdes desacopladas

{ y:l () = My(t)
y(t) = Aaya(t)
as equagOes podem ser resolvidas independentemente. Este sistema foi resolvido no
4.1 559 e sua solugédo é
yi(t) = cie™t e yp(t) = e,

ou escrito na forma matricial
t) ¢y eMt
vy = | )| Z]a .
(t) [ ya(t) } [ ey M2t
Assim, da mudanga de variadveis (4.10), a solugdo da equagdo (4.3) é

At
N _ c1e™
X(t) = PY(t) =P l: Cze/\zt :| .

v w ~ . . .
Como P = [ vl wl } , entdo a solugdo do sistema pode ser escrita como
2 W2
x1(t) B v Wy cieMt ] [ vper eMt +wicp et
xo(t) vy Wy cpelet vacq eME  wycn M2t

_ At | U1 At | W1
= (e { - } + coe [ w, } . (4.11)
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Pelo 4.3 565 esta é a solugdo geral do sistema, pois para as
solucdes

_ooME] D1 Mt | W1
Xl(t>_e |:Z)2:|/ Xz(t)_e |:w2:|/

det[ X;(0) X»(0) | =det(P) #0

e assim a solucdo de qualquer problema de valor inicial

X'(t) = AX(t)
{X(O) = X

pode ser obtida desta solucdo atribuindo-se valores adequados as constantes c; e ¢
como mostraremos a seguir.

(0) (0)

Se sdo dadas as condigdes iniciais x1(0) = x; ' e x2(0) = x, ', entdo para determi-
narmos cj e ¢ substituimos ¢t = 0 na solugdo, ou seja,

(0)
x(0) | 1 wy || xq
20 )-a[n e ] ]
que é equivalente ao sistema linear

0
U1 + Wi = x% )
UpC1 + Wty = Xy

O que fizemos anteriormente pode ser estendido para uma sistema com n equagdes
e n incégnitas.
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Supondo que existam matrizes

A0

0 A
P:[Vl V2 Vn]eD: .

0

emque V;éa coluna jde P,com Aq,...,A; € R, tais que
A=PDP!.
Substituindo-se (4.12) em (4.3) obtemos
X'(t) = PDP71X(t).
Multiplicando-se a esquerda por P~!, obtemos
P~ 1X'(t) = DP1X(t).
Fazendo a mudanga de varidvel
Y(t) = P71X(b),
a equacdo (4.13) pode ser escrita como

Y'(t) = DY(t),

(4.12)

(4.13)

(4.14)

que pode ser escrita na forma de um sistema de equagdes desacopladas

vi(t) = My(t)

B = Aa®)
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as equagdes podem ser resolvidas independentemente. A solugdo deste sistema é

At Ant
y1(t) = e, ., yn(t) = cpe’.
ou escrito na forma matricial

ya(t) o eM!t
Y(t) = : = :

Yn(t) cp Mt

Assim, da mudanca de varidveis (4.14), a solugdo da equacdo (4.3) é

creht
X(H)=PY()=P|
cy €Mt
ComoP=[V, V, ... V], entdoasolucdo geral do sistema é
x1(t) creMt
X(t)=| R N Rl B
xn(t) cpetnt

= MV ey,

pois pelo 4.3 565, para as solugdes
Xi(t) =My, L, X(t) = M,

det[ X;(0) --- Xu(0) | =det(P) #0.
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Sistemas de Equacoes Diferenciais Lineares

4.1.3 Como Encontrar as Matrizes P e D

Vamos, agora, mostrar como determinar matrizes

A0 0

0 A ... 0
P:[Vl |7 Vn]eDz . . . ’

0 ... 0 Ay

emque V;éa coluna jde P,com Aq,...,A; € R, tais que
A =PDP ! (4.15)

Multiplicando a direita por P ambos os membros da equagdo anterior, obtemos

AP = PD. (4.16)
Por um lado
AP:A[V1 Vo, ... Vn}:[AV1 AVy ... AVn]
e por outro lado
A1 0 0
0 A ... O
PD:[Vl Vo ... Vn} : . : :[/\1V1 AV L. /\nVn]
0 ... 0 Ay

Assim, (4.16) pode ser reescrita como,

[AVi AVa .. AVy ] =MV Ve oo AnVa |

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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Logo,

AV} = AV,
paraj = 1,...n. Ou seja, as colunas de P, Vj, e os elementos da diagonal de D, Aj,
satisfazem a equagdo

AV = AV.

Isto motiva a seguinte definigdo.

Definicao 4.2. Seja A uma matriz n x n. Um escalar A é chamado autovalor de A, se existe um vetor ndo nulo
01

V=| : | eR" talque

Un
AV = AV. (4.17)

Um vetor ndo nulo que satisfaga (4.17), é chamado de autovetor de A.

AV = \V \%4 \%4
\%4 AV = AV
/ / AV/\\/

0 0
A>1 0<A<1 A <0
Observe que, usando o fato de que a matriz identidade
10 ... 0
01 ... 0
In = .
0 0 1

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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étal que I,V =V, a equagdo (4.17) pode ser escrita como
AV = ALV,

ou
(A—AL)V =0. (4.18)

Como os autovetores sdo vetores ndo nulos, os autovalores sdo os valores de A, para
os quais o sistema (A — AL,)V = 0 tem solugdo ndo trivial. Mas, este sistema ho-
mogéneo tem solugdo ndo trivial se, e somente se, det(A — AL,) = 0. Assim temos
um método para encontrar os autovalores e os autovetores de uma matriz A.

Proposicao 4.4. Seja A uma matriz n x n.

(1) Os autovalores de A siio as raizes do polindmio

p(t) = det(A — t1,) (4.19)

(b) Para cada autovalor A, os autovetores associados a A sdo os vetores nio nulos da solugdo do sistema

(A= AL)X =0. (4.20)

Definicao 4.3. Seja A uma matriz n x n. O polinémio
p(t) = det(A —t1,) (4.21)

é chamado polindmio caracteristico de A.

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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Ja vimos que se uma matriz A é diagonalizavel, entdo as colunas da matriz P, que
faz a diagonalizagdo, sdo autovetores associados a autovalores, que por sua vez sao
elementos da matriz diagonal D. Como a matriz P é invertivel, estes n autovetores
sdo L.I. Vamos mostrar, a seguir, que se a matriz A tem n autovetores L., entdo ela
é diagonalizavel.

Teorema 4.5. Seja A uma matriz n X n que tem n autovetores L.I. V,...,V, associados a Ay, ..., Ay, respectivamente.
Entdo as matrizes

Ay 0 L0 0
0 A ... O
P=[Vi Vo, ... Vu ] e D= . ) )
0 0 Ay
sdo tais que
A=PDP},

ou seja, A é diagonalizivel.

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Suponha que Vj,...,V, sdo n autovetores linearmente indepen-
dentes associados a Ay, ..., Ay, respectivamente. Vamos definir as matrizes

A0 ... 0
0 A, ... O
P:[Vl |7 Vn] e D= . . .
0 0 Ay
ComoAVj:/\jVj,parajzl,...,n,entéo
AP = A[V1 Vo ... Vn}:[AVl AVy ... AVn}
A O 0
0 A, ... O
= [/\1V1 AV L. /\nVn]:[Vl V, ... Vn] : . : = PD.
0 ... 0 Ay

Como Vi, ..., V, sdo LI, a matriz P é invertivel. Assim, multiplicando a equagdo
anterior por P~! a direita obtemos

A =PDpP L.

Ou seja, a matriz A é diagonalizavel. [ |

Assim, se uma matriz A é diagonalizdvel e A = PDP~1, entdo os autovalores de A
formam a diagonal de D e n autovetores linearmente independentes associados aos
autovalores formam as colunas de P.

O resultado que vem a seguir, cuja demonstra¢do pode ser encontrada por exemplo
em [10], garante que se conseguirmos para cada autovalor, autovetores L.I., entdo ao
juntarmos todos os autovetores obtidos, eles continuardo sendo L.I
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Proposicao 4.6. Seja A uma matriz n x n. Se Vl(l), . ..,Vn(ll) sdo autovetores L.I. associados a M1, V1(2),. .., V,§22) sdo
autovetores L.I. associados a A,, . . ., Vl(k),. .., V,Ef) sdo autovetores L.I. associados a Ay, com A1, ..., Ay distintos, entdo

{Vl(l),. .., V,ﬁ),. .., Vl(k),. .., Vn(llf)} é um conjunto L.I

Exemplo 4.5. Considere o sistema

{xﬁ(t) = xi(t) — xo(t)
() = —4x(t) + xft)

Este sistema pode ser escrito na forma matricial como
X'(t) = AX(t), (4.22)
iy - | () _ 1 -1 _ | @)
emqueX(t)—{xé(t) S A= 4 e X(t) = oK

Vamos determinar os autovalores e autovetores da matriz
1 -1
A =

Para esta matriz o polindmio caracteristico é

1—-¢t -1

p(t) = det(A —thp) :det[ 41—t

]z(l—t)2—4:t2—2t—3.

Como os autovalores de A sdo as raizes de p(t), temos que os autovalores de A sdo
/\1 =3e /\2 =—1

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Agora, vamos determinar os autovetores associados aos autovalores Ay = 3 e Ay =
—1. Para isto vamos resolver os sistemas (A — A )Z =0e (A — Ay1r)Z = 0. Como

-2 -1
A_/\llz_|:_4 _2:|/

entdao
A -2 -1 x| |0 -2x — y = 0
(A-MDL)Z=0 < {_4 —2“3,}_[0} & {_4x ~ oy 0

cuja solugdo geral é

Wi = {(a, —2a) | « € R} = {a(1, -2) | « € R}.

que é o conjunto de todos os autovetores associados a A1 = 3 acrescentado o vetor
nulo. Agora,

= 2 -1 X
A-M2h)Z=0 & =
A=k [ 4 2} {y} [
cuja solugdo geral é
Wy = {(a,20) |« € R} = {a(1,2) |« € R},

que é o conjunto de todos os autovetores associados a A; = —1 acrescentado o vetor

nulo.
1 -1
=[]
é diagonalizavel e as matrizes

Assim, a matriz
_ 1 1 A 0] |3 0
P—[—z z} eD_{O/\Z}_[O —1]
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sdo tais que
A=PDP L

Portanto a solugdo geral do sistema é

x(t) | _ . a| 1 | 1
{ (1) = 1€ 9 + cpe 2 |-
Um grafico mostrando diversas solugdes aparecem na 4.1. Este tipo de
grafico, em que desenhamos no plano cartesiano curvas (x1(f),x2(f)) solugdes
do sistema, é chamado retrato de fase. As curvas sdo chamadas trajetérias. A
disposicdo das trajetérias é tipica de um sistema linear X’ = AX, em que os au-

tovalores de A sdo reais ndo nulos com sinais contrdrios. Neste caso, dizemos que a
origem é um ponto de sela.

Considere o sistema

{xﬂ(f) = 3n() - x)
xh(t) = —2x1(t) + 2xo(t)

Vamos determinar os autovalores e autovetores da matriz
3 -1
A p—
-2 2
Para esta matriz o polindmio caracteristico é

=B-t)(Q2—t)—2=1—5t+4.

3—t -1
p(t) = det(A—th) :det[ o oy ]

Como os autovalores de A sdo as raizes de p(t), temos que os autovalores de A sdo
/\1 =1le /\2 =4
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\
! =
Vi

AN

Figura 4.1 — Trajetorias do sistema do Exemplo 4.5
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Figura 4.2 — Trajetorias do sistema do Exemplo 4.6

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Agora, vamos determinar os autovetores associados aos autovalores A = 1e Ay = 4.
Para isto vamos resolver os sistemas (A — A1L)Z =0e (A — Ay)Z = 0.

(A—ML)Z=0 < {_g —}HH_H} - {_;i X 5 - 0

cuja solugdo geral é

o

Wi = {(a,2a) |« € R} = {a(1,2) | « € R}.

Este é o conjunto de todos os autovetores associados a A1 = 1 acrescentado o vetor
nulo. Podemos tomar o autovetor V = (1,2).
Agora,

[©N

cuja solugdo geral é
Wy = {(—a,a) |a € R} = {a(—1,1) | « € R}.

Este é o conjunto de todos os autovetores associados a Ay = 4 acrescentado o vetor
nulo. Podemos tomar o autovetor W = (—1,1).
Assim, a matriz A é diagonalizavel e as matrizes

- (1 -1 [Aa 0] 10
P[VW]{z 1} ¢ D{ 0 )\2}{0 4}
sdo tais que
A= PDpP L.

Portanto a solucdo do sistema pode ser escrita como
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] =aela] e[ ]

O plano de fase com vdrias trajetérias € mostrado na 4.2. A disposi¢do das
trajetorias € tipica de um sistema linear X’ = AX, em que os autovalores de A sdo
reais e positivos. Neste caso, dizemos que a origem é um né instavel ou fonte. No
caso em que os autovalores de A reais e negativos as trajetdrias sdo semelhantes, mas
percorridas no sentido contrério as da 4.2. Neste caso, dizemos que a origem
é um né atrator ou sumidouro.

Considere o seguinte problema de valor inicial

-3 0 2 0
X=|-2 -12]X X0=]1
-4 0 3 0
-3 0 2
Este sistema pode ser escrito como X' = AX,emque A = | =2 -1 2 O
-4 0 3
polindmio caracteristico de A é
-3t 0 2
p(t) = det(A —tI3) = det -2 —1-t 2
—4 0 3—t

Desenvolvendo o determinante em termos da 2? coluna obtemos que

—t 2

)= (0D -nae | P2

} = (-1-[(-3-1)3—t)+8 = —(1+H)(*-1)

cujas raizes sdo Ay = —1 e A, = 1 que sdo os autovalores de A.
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Os autovetores associados ao autovalor Ay = —1sdo os vetores Z # 0 que satisfazem
AZ = MZ, ouseja,

-2 0 2 X 0 —2x + 2z
(A—MB)Z=0 < -2 0 2 y|l=10 = —2x + 2z
z 0 —4x + 4z

cuja matriz aumentada é

-2 0 2}0

-2 0 2i0

—4 0 4:0
-2 0 20
—1x12 linha + 22 linha — 22 linha 0 0 050
—2x1? linha + 32 linha — 3? linha 0 0 050

Assim a solugdo geral do sistema que é o conjunto dos autovetores associados a
A1 = —1 acrescentado o vetor nulo é

Wi ={(B,«,8) =a(0,1,0) + 5(1,0,1) | &, € R}.
Portanto V; = (1,0,1) e V, = (0,1,0) sdo autovetores linearmente independentes
associadosa A = —1.

Os autovetores associados ao autovalor Ay = 1 sdo os vetores Z # 0 que satisfazem
AZ = AyZ,ouseja,

-4 0 2 x 0 —4x + 2z
(A-MB)Z=0< | -2 -2 2 y|=10]| &< —2x — 2y + 2z
-4 0 2 z 0 —4x + 2z
cuja matriz aumentada é _
-4 0 2.0
-2 -2 20
-4 0 20

o o
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-4 0 2.
f% x1? linha + 2% linha — 2? linha 0 -2 1 } 0
—1x12 linha + 3?2 linha — 32 linha 0 0 0 ‘ 0

Assim a solugdo geral do sistema que é o conjunto dos autovetores associados a
Ay = 1 acrescentado o vetor nulo é

Wy, = {(a,a2a)=0a(1,1,2) | a € R}

Assim, W = (1,1,2) é um autovetor associado a A, = 1.
Assim, a matriz A é diagonalizavel em R e as matrizes

1 01
P=ViV,W]=|0 1 1
1 0 2
e
Ay 0 O -1 00
D=| 0 A& 0 |= 0 -1 0
0 0 A 0 01
sdo tais que
A=PDP L

Portanto a solugao geral do sistema de equagdes diferenciais é dada por

1 0 1
X(t) = cet| 0|+t | 1| +cze |1
1 0 2

Substituindo ¢ = 0 na solugéo, ou seja,

O = O

1
:X(O) =0 0 +co
1

O = O
+
()
w
—
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que é equivalente ao sistema linear

1 + 3 =0
¢ + g =1
c1 4+ 2c3 = 0

Resolvendo obtemos ¢; = 0, c; = 1 e c3 = 0. Assim a solu¢do do problema de valor
inicial é

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

644
Ache a solugdo geral do sistema de equagdes e desenhe o retrato de fase:
(a) { x(t) = x(t) + xf) (b) { () = x(t) —  x()
xh(t) = x(t) + xa(t) xh(t) = 2x1(t) + 4x(t)
;121 ;| -1 8
(C)X—|:34:|X d) X' = 111X
;|2 =3 ;| -1 =2
(e)X_[1 _2})( (f)X_[ 0 Z}X
Encontre a solugédo geral do sistema
xj(t) = 2axi(t) +  x(t)
() = x(t) + 4daxy(t)
Considere o seguinte problema de valor inicial
[ dL ] [ —k 0 L L(0) Lo
‘{Tl? k  —k D D(0) Dy

em que L é o teor de material organico que pode ser aproveitado pelas bactérias como alimento e D é o
déficit de oxigénio.
(a) Encontre a solugdo do problema de valor inicial dado para k =2 ek, = 3.

(b) Encontre a solugdo do problema de valor inicial dado para k # k, ntimeros arbitrrios.

Dois tanques interligados nos leva ao problema de valor inicial.

HEREINaEEN

em que x e y sdo o desvios dos niveis de sal Q; e Q, dos seus respectivos pontos de equilibrio.
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(a) Encontre a solugdo do problema de valor inicial dado.

(b) Faca um esbogo das trajetorias.

1.5. (a) Resolva o problema X' = AX em que

[ ) exo[ 4]

(b) No plano de fase, esboce a curva solugdo X(t) encontrada no item (a).

1.6. Resolva o seguinte problema de valor inicial

1 1 0 1
X=111 0]X e X(0)= 1
0 0 -1 -1
1.7. Resolva o seguinte sistema
0 -3 3
X'=|-3 03]|X
-3 -3 6
Comando do pacote GAAL:

>>fluxlin(A) desenha algumas trajetérias que sdo solugdes do sistema de equagdes diferenciais X'(t) =
AX(t).
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4.2 A Matriz A é Diagonalizavel em C

4.2.1 Sistema com 2 Equacoes e 2 Incognitas

Considere, novamente, um sistema de equagdes diferenciais lineares

{x’l(t) = axi(t) + bxa(t)
xh(t) = cxp(t) +dxa(t)

em quea,b,c,d € R com b ou c ndo nulos. Neste caso a solu¢do de uma equagdo de-
pende da outra. Podemos escrever este sistema na forma de uma equagéo diferencial

matricial
X'(t) = AX(t), (4.23)

em que

xw=[30] a=[ 5] ¢ x0=[29]

Vamos supor, agora, que existam matrizes

P:|:?)1+1:7/U1 011:w1] o D:[awLi‘B 0 ]/
Uy + 1wy Uy —1Wp

tais que
A= PDp L. (4.24)

Substituindo-se (4.24) em (4.23) obtemos
X'(t) = PDP1X(t).
Multiplicando-se a esquerda por P~!, obtemos

PIX'(t) = DP1X(¢).

Julho 2011

Reginaldo J. Santos
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Fazendo a mudanca de varidvel Y (t) = P~1X(t), obtemos o sistema
Y'(t) = DY(t),
que pode ser escrito na forma

{yi(f) = (a+if)yi(t)

y(t) = (e —iB)y(t)
Este sistema foi resolvido no 41 559 e sua solugdo é
yl(t) = G e(zx+iﬁ)t
il = G ela—ip)t,

Assim a solucdo complexa da equacgao (4.23) é

C1 elatip)t ]

x =py()=p| 6 G

|+ iw, v —iwg - ~ 2
Como P = { B i } , entdo a solucdo geral complexa é dada por
X(t) _ U1+ iw1 01 — iw1 C1 E(IH_iﬁ)t _
- Uy + 1wy Uy — iWp @) ela—ip)t
— Cl e(liriﬁ)t |: (4] + l:wl :| + C2 e(afiﬁ)t |: (% B l:ZU1 :| (425)
Uy + 1wy U — 1w

As constantes C; e Cy sdo complexas. Estamos interessados em encontrar a solucdo
1 2

geral real. Para isto vamos escrever a solugdo complexa em termos de solugdes reais.

Defina

- (atip)t | U1+ iw _ (atip)t | U1+ 1wy
X1(t) = Re {e [ 99 -+ i10 ]} e Xa(t) —Im{e { 95 -+ it
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x1(t)
xz(t)

entdo X(t) pode ser escrita como

X(H) = Ci(Xy(t) +iXa(t)) + Co(Xy(t) — iX,(t))
= (C1+C)Xq1(t) +i(Cr — C)Xo(t)

Logo a solucdo geral complexa pode ser escrita em termos de solugdes reais. To-

1 1
mando C; = C; = 3 obtemos a solugido X; (¢) e tomando C; = —C, = x obtemos a
solucdo X (f).
_ vp wy | _ 1
det[ X1(0) X,(0) | det[ on } = Ldet(p) £ 0,
pois
det(P) = det[ 01wy o ity ] :det[ o1 01— fwy } +i[ w0y iy
Uy + 1wy Uy — 1Wy Uy U —1W7 wy Uy —1Wyp
(2 a)ea 2)eln ez o)
U2 U3 (% 20%) wy U2 wy Wy
= —2idet [ o1 @ ] .
Uy Wp
Logo pelo 4.3 565 a solugdo geral (real) do sistema é

c1X1(t) +c2Xa(t)

(a+ip)t | U1+ iwy (atip)t | U1+ iws
c1Re {e [ vy + i } } + cZm {e [ vy + iy

oy et (cosﬁt{ z; } — sen Bt { z; D +cp e <cosﬁt[ z; ] —i—senﬁt{ z; D

|
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4.2.2 Sistema com n Equacdes e n Incognitas

Supondo que existam matrizes

PZ[Zl 71 Zk Zk V2k+1 Vn] e
A _0 0
0 A
A O
D= 0 Xk 4
Agkt1
0
0 0 An |

comAy,..., Ay € CeAgryq, ... Ay € R, tais que

A= PDp 1. (4.26)
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A solugdo geral complexa é

Cle/\lt
X)) = [Zt Zv o Zt Zx Vg - Vu ]|
Cpelnt
= M7+ M T 4 Cox_16™ 71 + CZkethzl +
+ Copp1 241V, + - o Cue™'V,
= (C1+Co)Re{eM'Z;} +i(C1 — Co)Tm{eM! 2}
4 -+ (Copeq + Cop)Re{eM Zi} +i(Copq — Cop)Im{eM 7} +
+ o 1€V 4 eV,

A solugdo geral real é

X(t) = cRe{eM'Zy} +caIm{eMZ) + -+ cpp_1Re{eM Zi} + cpZm{eMt 7} +

+ Co 1€ % Vg + -+ + eV

pois pelo 4.3 565, para
Xi(t) = Re{eMtZ1}, Xp(t) = Im{eM'Zy}, ...,

Xop_1 = Re{e™ 72}, Xop = Im{eM 2}, Xopiq = "0 Vo1, oo, Xu(t) = €M1V,

det[ X1(0) -+ X,(0)] = det[ Re{Zi} Tm{Zi}- Re(Z} Tm{Zi} Van

= (3)tdet(P) #0
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4.2.3 Como Encontrar as Matrizes P e D

Vamos, agora, mostrar como determinar matrizes

P:[Zl 71 Zk Zk V2k+1 Vn] e
[ A 9 0
0 A
Ay 0
D= 0 Xk 4
Mgkt
0
| 0 0 Ay |

comAy, ..., Ay € CeAyyq, ... Ay € R, tais que
A =pPDP 1 (4.27)

Vamos fazer exatamente a mesma coisa que fizemos para o caso em que a matriz A é
diagonalizdvel em R. Multiplicando a direita por P ambos os membros da equacio
anterior, obtemos

AP =PD. (4.28)
Por um lado
AP = Al Zy Zv ... Zy Zp Vyyr oo Vi |
= [ AZy AZy ... AZy AZy AVyyq ... AVy |
e por outro lado
PD = [ /\121 X]Zl Aka ijk /\2k+1V2k+l /\YIVVI ]

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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Assim, (4.28) pode ser reescrita como,

[ AZy AZy ... AZy AZy AVayyq ... AVy ] =
[ MZy MZy oo MZe MZx AgksVarsr - AaVa

Comparando coluna a coluna obtemos que

AZ]- = /\]-Zj, (4.29)

AZ- = X]-?j, (4.30)
paraj=1,...,ke

AV = AV,

paraj=2k+1,...n.
Ou seja, as colunas de P e os elementos da diagonal de D satisfazem a equagdo

AZ =M\Z. (4.31)

em que o escalar complexo A e o vetor complexo Z sdo incégnitas.

O escalar complexo A é chamado autovalor (complexo) da matriz A e o vetor ndo
nulo Z que satisfaga (4.31), é chamado de autovetor (complexo) de A.

Observe que a equagdo (4.31) pode ser escrita como

AZ = A1, Z

ou
(A=AL)Z =0. (4.32)

Como os autovetores sdo vetores ndo nulos, os autovalores sdo os valores de A, para
os quais o sistema (A — Al,)Z = 0 tem solugdo ndo trivial. Mas, este sistema ho-
mogeéneo tem solugdo ndo trivial se, e somente se, det(A — AL,) = 0.
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Observe que a equacdo (4.30) é o conjugado da equagdo (4.29). Assim temos um
método para encontrar os autovalores e os autovetores complexos de uma matriz A.

Os autovalores de A sdo as raizes do polindmio
p(t) = det(A —t1I,) (4.33)

Para cada autovalor A, os autovetores associados a A sdo os vetores ndo nulos
da solucgao do sistema

(A= AL)Z =0. (4.34)

Os autovetores associados ao autovalor conjugado A = a — if sdo os conjuga-
dos dos autovetores associados a A = a + 1.

Considere o sistema

() = —x(t) + 2x(t)
Bt = —x) +  x)

Este sistema pode ser escrito na forma X'(t) = AX(t), em que

O polindmio caracteristico da matriz A é p(t)
2 =+ +1 cujas raizes sdo Ay = ie Ay =
os autovetores associados ao autovalor A =
(A-MD)Z =

(A*/\llz)zz(_) ~ |:

=det(A—th) = (-1-t)(1-1)>2+
A = —i. Agora, vamos determinar
i Para isto vamos resolver o sistema

EREEY ] B L R B T A

I
o
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cuja solugdo geral é
Wy ={((1—-i)a,a) |la € C} ={a(l—1i,1)|acC}.

Este € o conjunto de todos os autovetores associados a A; = i acrescentado o vetor
nulo. Assim, Z = (1 —i,1) é um autovetor associadoa Ay =i. EZ = (1+4,1) é um
autovetor associadoa Ap = A = —i.

Assim, a matriz
-1 2
=[]

é diagonalizavel em C e as matrizes

P_[ZZ}_[l_f 1+” o D_[Al 0}_[1' 0']

sdo tais que
A=PDP L

Portanto a solugdo do sistema de equagdes diferenciais é dada por
x1(t) it| 1—1i it| 1—1
{xz(t) } clRe{e [ 1 +cZIm<e 1
1 -1 -1 1
1 <cost [ 1 ] —sent { 0 ]) + (cost [ 0 ] +sent [ 1 ])
Os graficos de diversas solugdes aparecem na 4.3. A disposicado das trajetorias

é tipica de um sistema linear X’ = AX, em que os autovalores de A sdo complexos
com a parte real igual a zero. Neste caso, dizemos que a origem é um centro.

Considere o sistema

{x’l(t) = =3x1(t) + 2x(t)
() = —dx(t) +  xl(t)
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s
——

Figura 4.3 — Trajetorias do sistema do Exemplo 4.8
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Figura 4.4 — Trajetorias do sistema do Exemplo 4.9

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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-3 2
=3

O polinémio caracteristico de A é p(t) = det(A —tDh) = (-3 —t)(1—1t)+8 =
2 4+2t+5 cujas raizes sdo Ay = —1+2ie Ay = Ay = —1—2i. Agora, vamos
determinar os autovetores associados ao autovalor Ay = —1 + 2i. Para isto vamos
resolver o sistema (A — A11;)Z = 0.

= —2—-2i 2 x| |0 (=2—-2i)x + 2y
(A=Mb)Z =01 221'][;/]_[0] < { 4+ (2-2i)y

cuja solugdo geral é
Wy = {(a,(1+1i)a) |a € C}.

que é o conjunto de todos os autovetores associados a A; = —1 + 2i acrescentado o
vetor nulo. Assim, Z = (1,14 i) é um autovetor associado a A; = —1 4 2i. Temos
também que Z = (1,1 — i) é um autovetor associadoa A = Ay = —1 — 2i.

Assim, a matriz A é diagonalizdvel em C e as matrizes
s 1 1 A0 ] 1426 0
P_[ZZ]_LH 1—1'}‘”3_[0 )\1}_{ 0 —1—21'}

sdo tais que
A=PDP L

Portanto a solugdo do sistema de equagdes diferenciais é dada por
x1(t) (—1+20)t | 1 (—1+20)t | 1
[xz(t) } clRe{e 14i +cpIm<e 14i

= et (cosZt { 1 } — sen 2t { (1) }) +cpet (cosZt { (1) } + sen 2t { } })

Plano de fase contendo diversas trajetdrias aparecem na 4.4. A disposicao das
trajetorias € tipica de um sistema linear X’ = AX, em que os autovalores de A sdo
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complexos com a parte real negativa. Neste caso, dizemos que a origem é um foco
atrator ou sumidouro espiral. No caso em que os autovalores de A sdo complexos
com a parte real positiva as trajetérias sdo semelhantes, mas percorridas no sentido
contrdrio as da 4.4. Neste caso, dizemos que a origem é um foco instavel ou
fonte espiral.

Considere o seguinte problema de valor inicial

2 1 2 0
X=10 -1 1]X X0=|1
0o -1 -1 0
2 1 2
Este sistema pode ser escrito como X' = AX,emque A = |0 -1 1.0
0 -1 -1
polindmio caracteristico de A é
2—t 1 2
p(t) = det(A —tI3) = det 0 —-1-t 1
0 -1 —1-t

Desenvolvendo o determinante em termos da 1? coluna obtemos que

p(t) = (—1)2(2— ) det | 1 B _1 2= O)[(~1-024+1) = 2= )2 +2t+2)
cujas rafzes sdo Ay = 2, Ay = —1+ie A3 = Aop=—1—i que sdo os autovalores de

A.
Os autovetores associados ao autovalor A1 = 2 sdo os vetores Z # 0 que satisfazem
AZ = MZ,ou seja,

0o 1 2 x 0 y + 2z =0

A-MB)YZ=0 < 0 -3 1 =10 & — 3y + z =0
Y Y

0 -1 -3 z 0 -y — 3z =0
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cuja matriz aumentada é

o 1 2|
0 -3 10
0 -1 =30
0 1 2 0
—1x22linha + 3? linha — 32 linha 0 -3 1 1i0
0o o —%io

Assim a solugdo geral do sistema que é o conjunto dos autovetores associados a
A1 = 2 acrescentado o vetor nulo é

Wy, ={(«,0,0) |a € C}.

Portanto V = (1,0,0) é um autovetor associado a Ay = 2.
Os autovetores associados ao autovalor A; = —1 + i sdo os vetores Z # 0 que satis-
fazem AZ = AyZ, ou seja,

3—1 1 2 x 0 B—-i)x + y

(A—/\213)Z =0 & 0 —i 1 y = 0 - — l]/

0 -1 —i z 0 -y

cuja matriz aumentada é
3—i 1 2i0
0 —i 1.0
0 -1 —ii0
3—-i 1 210
ix22 linha + 3 linha — 3 linha 0 —i 1]

0 00:0
Assim a solugdo geral do sistema que é o conjunto dos autovetores associados a

o O
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Ap = —1 + 1 acrescentado o vetor nulo é
1

—-1-2i 7

—, C}t = —— —i—=),a,i e C}.
3 ain) o€ Ct = {(af 10 zlo)zxm)|¢x }

que é o conjunto de todos os autovetores associados a A = —1 + i acrescentado o

vetor nulo. Assim, Z = (=1 —7i,10,10i) é um autovetor associado a A = —1 +1.

Temos também que Z = (—1+ 7i,10, —10i) é um autovetor associado a A3 = A, =

-1+

Assim, a matriz A é diagonalizdvel em C e as matrizes

Wy = {(a«

- 1 -1-7i =1+7i
P=[VvZZ]=|0 10 10
0 10i —10i

A0 O 2 0 0

D=0 A 0 |=|0 -1+ 0
0 0 A 0 0 —1—i

sdo tais que
A=PDP L

Portanto a solucao geral real do sistema de equagdes diferenciais é dada por

1 [ —1-7i [ —1-7i
X(t) = e | 0 | +cpRe{ el -1H 10 te3Tm o1 10
L 0] 10 10i
[ 1] ~1] -7
= 1?0 | +cet|cost| 10 | —sent| 0O +
L 0] 0 | 10
-7 B -1
+czet[cost| O | +sent| 10
10 | 0
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Substituindo ¢ = 0 na solugéo, ou seja,

0 1 -1 -7
1| =X0)=c;| 0 |+c]| 10 | +c3| 0O |.
0 0 0 10
que é equivalente ao sistema linear
T — Co — 7C3 =0
10cy =1
1063 =0

Obtemos ¢; = 1/10, c; = 1/10 e c3 = 0. Assim a solugdo do problema de valor

inicial é
1 1 1 -1 -7
X(t) = Ee% 0 —I—Ee*t cost | 10 | —sent 0
0 0 10
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658
2.1. Ache a solugdo geral do sistema de equacdes dado e desenhe o retrato de fase correspondente:
(a) { xi(t) = _xl(t) - 4x2<t> (b) { xil(t) = xl(t) - Xz(t)
nt) = ) - x) %) = Sx() + 3x0(t)
! __ 1 1 ! _ 5 3
(c)X_[_3 _2X d) X' = _31X
; 0 2
(e) X' = [ 2 0 } X
2.2. Ache a solugédo geral do sistema de equagdes dado:
(a) { Xi(f) = axl(t) + 2X2(t) (b) { le(t) = axZ(t)
xp(f) = —2x1(¢) xp(t) = —2x1(t) — 2x2(t)
paraa # £4 paraa #1/2
() = x(t) + x(f)
O {06 2 )+ P
a#0
110
2.3. Considere o seguinte sistema de equagdes diferenciais X' = | =1 1 0 | X.
0 01

(a) Encontre a solugdo geral real do sistema.

1
(b) Encontre a solugdo tal que X(0) = [ 1 } .
1

2.4. Um sistema massa-mola sem amortecimento é descrito pela equagdo diferencial

mu” +ku = f(t).
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(a) Transforme a equagdo acima em um sistema de equagdes equivalente fazendo
x(t) =u(t) e x(t) =u'(t).

(b) Resolva o sistema homogéneo correspondente (f(#) = 0) e obtenha u(t) a solu¢do da equagdo dife-
rencial mu” + ku = 0.

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011



4.3 AMatriz A ndo é Diagonalizavel 607

4.3 A Matriz A ndo é Diagonalizavel

4.3.1 Sistema com 2 Equacoes e 2 Incognitas

Considere, novamente, um sistema de equagdes diferenciais lineares

{ xq(t) axq(t) + bxa(t)
xh(£) = cxp(t) +dxa(t)

em queda,b,c,d € R com b ou c ndo nulos. Neste caso a solu¢do de uma equagdo de-
pende da outra. Podemos escrever este sistema na forma de uma equagao diferencial

matricial
X'(t) = AX(t), (4.35)

em que

ey — | ) _|ab _ | xa(t)
X<t)_[x’2(t) , A= e d e X(t)= NORE
Pode-se mostrar (ver por exemplo [9]) que se uma matriz A, 2 X 2, ndo é diagona-
lizavel, entdo existem matrizes

v w A1
P=l ] e =10 2]

A=PJpL. (4.36)
Substituindo-se (4.36) em (4.35) obtemos

tais que

X'(t) = PJP71X(t).
Multiplicando-se a esquerda por P, obtemos

PIX/(t) = JP7IX(t).

Julho 2011

Reginaldo J. Santos
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Fazendo a mudanca de varidvel Y(t) = P~1X(t), obtemos
Y/(t) = JY(t),

que pode ser escrito na forma

{}/i(t) = An(t) +  ya(t)
yo(t) = Aya(t)

Este sistema foi resolvido no Exemplo 4.2 na pagina 560 e sua solugéo é

{ yi(t) } _ { c1eM + cyteM ]

ya(t) cpeM

Assim a solugdo geral do sistema (4.35) é

xl(t) . | v own C1€M + CzteM
[ x(t) ] = P = [ vy Wy } [ cp eM
_ At Aty | U1 At | W1
= (c1e™ + cpte™) [ o ] + cpe [ 0y ]

o [3]ee (2]
02 (%) (%]

pois pelo Teorema 4.3 na pagina 565, para

Xl(t):e”{z; ] Xz(t)=em<[ z; ] +t{ Z; D

det[ X;(0) Xa(0) ] :det{ Z; Z; } = det(P) # 0.

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011



609

Pode-se mostrar (ver por exemplo [9]) que se uma matriz A, n X n, ndo é diagona-
lizavel, entdo existem matrizes

Ty 0 (:)
0 Ja 0
P=[Vi V, ... V] e]= :
0 0 Ji
em que
A 10 0
0 A 1 0
In, = : ,
0 0 O 1
0 0 0 7 dnixn;
j X1
tais que
A=Ppjp~1.

Vamos considerar aqui (para o caso geral ver por exemplo [7]) somente o caso em
que os blocos | A; tém tamanho no méaximo 2 X 2, com A; € R. Ou seja, vamos supor
que existam matrizes

P:[Vl W1 Vk Wk V2k+1 Vn} e
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A 1 0 T
0 M
A 1
] = 0 A ’
Adk+1
0
L0 0 An |
com Aq,..., A € R, tais que
A=PpjpL. (4.37)
A solugdo geral do sistema X' = AX é
cieMt 4 cpteMt
Cze/\zt
At Agt
Co_1€"F" + copte’k
Xt = [Vi Wi oo Vi Wi Vg ... V]| T CZke/\kuk
C2k+]€/\2k+lt
cpetnt |

= Cle)‘ltvl + Cze)‘lt(tvl +Wi) 4+ + Czk_1e/\ktvk + CzkeAkt(th + W) +

+ C2k+1eA2k+1tV2k+1 +-- Cné’/\"tVn
pois pelo Teorema 4.3 na pagina 565, para

X1 () = MV, Xop(t) = eME(EVI W), ..., Xopoq (B) = eV, Xor () = e (1 4+ W),

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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X1 () = 21 Vo, o, Xa(t) = &MV,

det[ X;(0) -+ X,(0) ] =det(P) £0.

Vamos, agora, mostrar como determinar matrizes

Jn 0 (:)
0 Ja 0
P=[Vi Vo ... Vu]e]= :
0 0 i
em que
A1 0 0
0 A 1 0
In;, = o ,
0 0 O 1
0 0 0 7 dnixn;
77
tais que
A=Ppjp~1.

Vamos considerar aqui (para o caso geral ver por exemplo [9]) somente o caso em
que os blocos J,; tém tamanho no méximo 2 x 2, com A; € R. Ou seja, vamos supor
que existam matrizes

P:[Vl W1 Vk Wk V2k+1 Vn} e
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TA 1 0
0 A
A 1
] = 0 A ’
Adk41
0
L0 0 An |

com Ay, ..., A € R, tais que
A=Ppjp1. (4.38)

Multiplicando a direita por P ambos os membros da equagdo anterior, obtemos

AP = PJ. (4.39)
Por um lado
AP = A[Vi Wi ... Vi Wi Vo oo Vi |
[ AVi AW; ... AV, AWy AVyyp ... AV |
e por outro lado
Pl = [MVi Vi+AWr 0 AV e+ AWk Agepi Vs -0 AV .

Assim, (4.39) pode ser reescrita como,

[ AV AWy ... AV AW AVyyq ... AV } =
[ MV ViAW o Ve Ve AW Agkai Vot - AnVi }
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Comparando-se coluna a coluna obtemos que

AV; = ANV ou (A—M\IL,)V; =0 (4.40)
AW]‘ = V] +)\]W] ou (A - /\]‘In)W]‘ = V] (4.41)
paraej=1,3,...,2k—1.
Portanto
De (4.40) segue-se que o vetor V; é um autovetor de A associado ao autovalor
A

i
De (4.41) segue-se que o vetor W; é uma solugéo do sistema linear

(A= AL)X = V. (4.42)

Considere o sistema

{xﬁ(t) = —x(f) +  x()
o) = —xi(t) — 3x(t)

a=[21 3]

O seu polindmio caracteristico é p(t) = det(A —tp) = (-1 —#)(-3—-t)+1 =

t? + 4t + 4 que s6 tem uma raiz A = —2.

Os autovetores associados a A = —2 sdo obtidos da solug¢éo do sistema linear
(A—AL)Z =0,

ou seja,
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ou

I
o

X + vy
-x — y =0
cuja solugdo geral é
W; ={(a,—a) |a e R} = {a(1,-1) | « € R}.

Este é o conjunto de todos os autovetores associados a A = —2 acrescentado o vetor
nulo. Assim, V = (1, —1) é um autovetor associado a A = —2. Precisamos encontrar
o vetor W tal que

(A=AL)W =V.

Para isso vamos resolver o sistema linear

ou seja,

ou

R
[
{(a,1—w) |« € R}.

Tomando a = 0, obtemos o vetor W = (0,1) que é tal que (A — ALL)W = V. Assim
as matrizes

petvw=[ 48] e =[5 1] 4]

sdo tais que

y =
y = -1

cuja solugdo geral é

A=PpjpL.
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Portanto a solugéo geral do sistema é dada por

|

] - o[

— O

|« [1])

O plano de fase contendo diversas trajetérias aparecem na 4.5. A disposicao
das trajetorias é tipica de um sistema linear X’ = AX, em que a matriz A ndo é
diagonalizdvel em C e o tnico autovalor é negativo. Neste caso, dizemos que a
origem é um né impréprio. No caso em que o tnico autovalor de A é positivo as
trajetérias sdo semelhantes, mas percorridas no sentido contrario as da 4.5.
Neste caso, dizemos também que a origem é um né impréprio.

Considere o seguinte sistema de equagdes diferenciais

2 11
X=10 3 1]|X
0 -1 1
2 11
Este sistema pode ser escrito como X' = AX,emque A= | 0 3 1 O po-
0 -1 1

lindbmio caracteristico de A é

2—t 1 1
p(t) = det(A —tIz) = det 0 3—t 1
0 -1 1-t

Desenvolvendo o determinante em termos da 1* coluna obtemos que

p(t) = () 2 der |

3—t 1

11— } =2-D[B-H1-H+1] = 2-1)( —4t+4) = —(t-2)°
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Figura 4.5 — Trajetorias do sistema do Exemplo 4.11
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cuja tnica raiz é A; = 2 que é o autovalor de A.
Os autovetores associados ao autovalor A; = 2 sao os vetores Z # 0 que satisfazem
AZ = MZ,ouseja,

o 1 1 x 0 y + z = 0
(A-MEB)Z=0 < o 1 1 y|=10 & y + z 0
0 -1 -1 z 0 - v — z =0
Assim a solugdo geral do sistema que é o conjunto dos autovetores associados a
A1 = —1 acrescentado o vetor nulo é
Wy = {(B,a, —a) = a(0,1,-1) + B(1,0,0) | &, g € R}.
Portanto V; = (0,1, —1) e V, = (1,0,0) sdo autovetores linearmente independentes
associados a A = 2.
Precisamos encontrar o vetor W tal que
(A-—MB)W =V,
em que V é um autovetor de A associado a A; = 2, ouseja, V = (B,a, —a). Assim,
B 0 1 1 X B y + z = B
(A—MB)X = x| |0 1 1 y | = a | & y + z = &
- 0 -1 -1 z - -y — z = —a

Do sistema obtemos que « = . Tomandoa = = 1 obtemos V = (1,1, —1) e vamos
resolver o sistema

1
(A-MBW=| 1
-1
ou
y + z = 1
y + z = 1
-y - z = -1
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cuja solugdo geral é
{(r1-6,0) 0,7 R}
Tomando § = v = 0 obtemos W = (0,1,0). Assim temos

(A—2L)W =V & AW =2W + V

AV =2V
AV, =2V,
Logo
[AV AW AV;] = 2V 2W + V 2V3)]
0
210
AVWW|=[VWW]|0 2 0|. (4.43)
0 0 2
1 01
Como V,W e Vysdo LI, amatrizP = [V W V] = 1 1 0 | tem inversa e
-1 0 0
assim multiplicando (4.43) a direita pela inversa de P obtemos
A=Pjp7,
210
emque/= | 0 2 0 |.Aquipoderiamos ter escolhido no lugar de V, = (1,0,0)
0 0 2
qualquer combm acdo linear de V; = (0,1,—1) e V, = (1,0,0) desde que seja dife-
rentede V = (1,1,0).
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Portanto a solucdo geral do sistema é

X(t) = c1eMV 4 coe® (WHHV) + 3V

1 0
C1€21L 1|+ C2€21L 1
-1 0

+t

1
1
-1

) + C3€2t

1
0
0

Julho 2011
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Exercicios (respostas na pagina 669)

3.1. Ache a solugdo geral do sistema de equagdes dado e desenhe o seu retrato de fase:

xp(t) = 3xi(t) — 4dxo(t) xp(t) = 4dxi(t) — 2x(t)
@ { G = xult) - xnl) ) { G = sxlt) — 4n(t)

3.2. Ache a solugdo geral do sistema de equagdes dado:

@ xi(t) = axi(t) + 2x(t) (b) xi(t) = axy(t)
() = —2x(t) () = —2x(t) — 2x(t)
3 1 2
3.3. Considere o seguinte sistema de equagdes diferenciais X' = | -1 3 0 | X.
1 -1 2

(a) Encontre a solugdo geral do sistema.

—_ O

(b) Encontre a solugéo tal que X(0) = [

].
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4.4  Sistemas Nao-Homogéneos (opcional)

Considere, agora, o sistema de equagdes diferenciais lineares

x(t) = anxi(t) + -+ apxn(t) + fi(t)
xp(0) = amxi(t) 4+ -+ apaxn(t) + fult)
que pode ser escrito na forma de uma equagao diferencial matricial
xq () aip e A x1(t) f(t)
L= : AN R
x1/1(t) Al *+  Ann xn(t) fn(f)
ou
X'(t) = AX(t) + F(t), (4.44)
em que
ayn e a1 x1(t) f(#)
A=| ol X(H= e F(t)y=1
L N L Xn(t) fu(t)

Teorema 4.7. Seja Xp(t) uma solugio particular do sistema nio homogéneo (4.44). Sejam Xy (t), ..., Xy (t) solugdes do
sistema homogeéneo correspondente tais que X;(0), ..., X, (0) sdo L.I. Entdo a solugdo geral do sistema nio homogéneo
(4.44) ¢

X(t) = Xp(t) + 1 Xq(t) + - + cnXu(t)

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Sejam X (t) uma solugdo qualquer e X, (f) uma solugao particular
de (4.44), entdo Y(t) = X(t) — X,(t) é solugao do sistema homogéneo associado
X' = AX, pois
Y/(t) = X'(t) = X, (t) = (AX(8) + F(£)) = (AXp () + F(t)) = A(X(t) = Xp(t)) = AY ().

Assim se Xj(t),...,Xu(t) solugdes do sistema homogéneo correspondente tais
que X;(0),...,X,(0) sdo LI, pelo 4.3 565, existem constantes
c1,...,Cy tais que

Y() = X() = Xp(t) = a1 Xy (8) + -+ cnXa(t),
ou seja,
X(H) = Xp() + a1 Xa (B) + -+ + enXa(8).
n
Portanto para encontrar a solugao geral de um sistema de equagdes lineares ndo ho-

mogeéneo precisamos encontrar uma solugao particular e a solugdo geral do sistema
homogéneo correspondente.

Como no caso do sistema homogéneo em que a matriz A é diagonalizavel em R,
existem matrizes

A O 0

0 A ... O
P:[Vl 7 S Vn] e D= : . . ’

0 0 A

em que V] éacolunajdeP,com Ay,..., A, € R, tais que

A= PDp~ 1. (4.45)
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Substituindo-se (4.45) em (4.44) obtemos
X'(t) = PDP1X(t) + F(t).
Multiplicando-se a esquerda por P~!, obtemos
P7IX'(t) = DP71X(t) + P71F(¢).
Fazendo a mudanca de varidvel Y(t) = P~1X(t), obtemos
Y'(t) = DY(t) + P1E(t),
que pode ser escrita na forma de um sistema de equagdes desacopladas

vi(t) = Myi(t) +gi(t)

Yu(t) = Anyn(t) +8n(t)
em que
81(t)
: = G(t) = P 'F(t).
gn(t)
As equagdes podem ser resolvidas independentemente, encontramos solugdes par-
ticulares de cada uma delas y1,(t), ..., ynp(t) e formamos o vetor

y1p(t)
Yp(t) =

Ynp(t)
Uma solugéo particular do sistema inicial é entdo

Xp(t) = PY, (1)
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e pelo Teorema 4.7 a solugdo geral é a soma da solugdo geral do sistema homogéneo
com X,(t), ou seja,

X(t) = Xp(i') + Clg/\ltvl 4+t Cne)‘”tVn.

Exemplo 4.13. Considere o sistema

(0 = a0 - s+
xh(t) = —4xi(t) + x(t) + 4

Este sistema pode ser escrito na forma matricial como

X'(t) = AX(t) + F(t),

xw=[30] a=[ 2 73] xo=[3G] < ro=[3]

A matriz A é a mesma do Exemplo 4.5 na pagina 577, é diagonalizdvel e as matrizes
_ 11 A0 |3 0
P‘{—z 2} eD‘{o/\z]_[o —1]

A =PDpP L.

sdo tais que

Fazendo a mudanga de variavel Y (t) = P~1X(t), a equacdo X'(t) = AX(t) + F(t) se
transforma em
Y'(t) = DY(t) + PL1E(t),

Introdugao as Equacoes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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que pode ser escrita na forma do sistema desacoplado

{y&(t) =3y1(t) +g1(t) (4.46)
yo(t) = —y2(t)+g2(t) (4.47)

em que

-1 _ _ _
alt) ] 1 B 11 22701 112 -1 27t [et—eéf
{ o) | PRED =1 5 5 4t | T 4|2 1 det | T | ettt
Para resolver a equagdo (4.46), ou seja,

vi—3y1=e ' —¢

multiplicamos a equagao pelo fator integrante yi(t) = e~ obtendo

% (e—styl) — A2

Integrando-se:

1 1
ety (t) = —Ze_‘“ + Ee_Zt +cq.

Explicitando-se y1(t):

_ L 1y 3t
y(t) = 1° +2€ +cpe

Uma solugdo particular da equagdo yj —3y; = e !

— ¢t é entdo

1, 1,
y1p(t) = —z¢ tre
Para resolver a equacéo (4.47), ou seja,

y’2+y2:e’t+et
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multiplicamos a equacdo pelo fator integrante y(t) = e’ obtendo

d
57 (e'y2) =1+,
Integrando-se:
1
elya(t) =t + EeZt + co.
Explicitando-se v, (t):
N —t
ya(t) =te " + 5e + cpe™".
Uma solugdo particular da equagdo y5 + y» = e~ ! + ¢! é entdo

1
yop(t) =te ' + Ee*.

Uma solugédo particular do sistema ndo homogéneo é entdo

1 1 —det Lot —Lle=tp ot 4 pet
i )] 2 -]

te~t + Let Te~t 4 2tet

Assim pelo 47 621 a solucgdo geral do sistema é
xi(t) ] [ —tettet+te ! [ 1 41
[ xo(t) } - [ L I I R

Vamos considerar o caso 2 x 2, por que a notagdo fica mais simples. Entretanto
a idéia se estende facilmente para o caso geral. Como no caso dos sistemas ho-
mogéneos, em que a matriz A é diagonalizavel em C, existem matrizes

| vy tiwy vy —iwg | a+ip 0
P= vy + iwy Uz—iﬂ)z] ¢ D_{ 0 x—ip |’
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tais que
A= PDpL. (4.48)
Substituindo-se (4.48) em (4.44) obtemos
X'(t) = PDP1X(t) + F(t).
Multiplicando-se a esquerda por P!, obtemos
P7IX'(t) = DPYX(t) + P71F(¢).
Fazendo a mudanca de varidvel Y (t) = P~1X(t), obtemos a equagéo matricial
Y'(t) = DY(t) + P71F(t),
que pode ser escrita na forma do sistema

{y/l(t) = (a+iB)ya(t) + &1(t)

walt) = (@ =if)ya(t) + &)
A segunda equagdo é conjugada da primeira, logo a solugdo da segunda equagédo é o
conjugado da solugdo da primeira equagdo. Assim se y1,(t) € uma solugao particular

da primeira equagdo, entdo ya,(t) = y1,(t) é uma solucdo particular da segunda
equacdo. Logo uma solugdo particular complexa do sistema é
Y 1p(t) :|
X,(t) = PY,(t) =P [ = .
p(t) = PYp(t) ™0
Como P = [ V4+iW V —iW ], entdo uma solugdo particular do sistema é dada
por

Xp(t) = [V+iW V—iw ] [ zizgg } _
= ylp(t)(v+iw)"‘ylp(t)(v_iw)

= 2Re{y1p(t)(V+iW)}
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que é real. Assim, pelo Teorema 4.7 na pdgina 621 a solucao geral (real) é a soma da
solugdo geral (real) do sistema homogéneo com X, (t), ou seja,

[iig } = aRe {HIHV W)} + crZm {O TPV 4 iW) | + 2Re{ys, (H)(V +iW)}
= ¢t (cosﬁt[ z; ] —sen/%t[ z; ]) + oyt (cos[it { Z; } +sen/3t[ z; ])
+2Re{y1,(H)(V + iW)}.

Exemplo 4.14. Considere o sistema

{xﬁ(t) = =3x(t) + 2x(t)
xh(t) = —4x1(t) + x(t) + 2sent

Este sistema pode ser escrito na forma matricial como

X'(t) = AX(t) + F(t),

x7(¢) -3 2 x1(t) 0

1 — _
xh(t) |’ A=l 41| X(H) = x2(t) e F(t) 2sent |’
A matriz A é a mesma do Exemplo 4.9 na pagina 597, é diagonalizdvel em C e as
matrizes

_ 11 PV 14200
P_[ZZ]_[l—i—i 1—1'] e D_[ l }_{ 0 —1—21'}

sdo tais que
A=PDP!.
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Fazendo a mudanca de variavel Y(t) = P~1X(t), a equagdo X'(t) = AX(t) + F(t) se
transforma em
Y'(t) = DY(t) + P 1F(t),

que pode ser escrita na forma do sistema

{y’l(t) = (=1+20)y1(D+81() (4.49)
ya(t) = (=1 =2i)ya(t)+82() (4.50)
em que
-1
&1(t) _ p-1 _ 1 1 0
{gz(t)} = PTE(Q {1%—1' 1—i 2sent

_ 1 1—-i -1 0 | —isent

2 -1—-1 1 2sent | | isent
Para resolver a equagao (4.49), ou seja, y; + (1 — 2i)y1(t) = —isent, multiplicamos

a equagcio pelo fator integrante y(t) = e(1=2)! obtendo

i(e(l_z")tyl) = —isentel

1-2i)t
dt '

Observe que —isent = —1 (et — ™), pois pela formula de Euler

e = cost+isent
e = cost—isent.

Logo a equacdo diferencial anterior pode ser reescrita como

d, (1-2i L oa-i 3
7(6(1 2)ty1) 2—5(6(1 )t_e(l 3)1‘)

dt
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Integrando-se obtemos

_2i 1 i 1 3
6(1 Zz)tyl(t) _ —2721,6(1 z)t+276ie(l 31)t+C1.

Explicitando-se y1(t):
yi(t) = y1p(t) + Crel 1420t

em que - .
)= =55 * 7 &
Logo
1 2Re{y1,(f)} —2cost+ Esent
Xp(t) = 2Re{y1,(t) { (1+1) }}: [ 2Re{(1 iligylp(t)} ] - [ —gcozt—l—gzent ]

é uma solugdo particular real do sistema ndo homogéneo. Entado, pelo Teorema 4.7 na
pagina 621, a solugdo geral real do sistema é a soma da solugédo geral real do sistema
homogéneo com uma solugdo particular, ou seja,

2] = worareqe [ [ e )

_ —%cost%—%sent n
—gcost+ gsent

cret (cosZt{ 1 } —senZt{ (1) }) +cpet (cosZt { (1) } + sen 2t { i })

4.4.3 A Matriz A néo é Diagonalizavel
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Vamos considerar o caso 2 x 2, mas a idéia se estende facilmente para o caso geral.
Como no caso dos sistemas homogéneos, em que a matriz A ndo é diagonalizavel,

existem matrizes
- 01 W . Al
P= |: Uy Wy ] € ]_ { 0 A :|

A=Ppjp1. (4.51)

tais que

Substituindo-se (4.51) em (4.44) obtemos
X'(t) = PJP~1X(t) 4+ F(t).
Multiplicando-se a esquerda por P!, obtemos
P7IX/(t) = JP7IX(t) + PTYF(t).
Fazendo a mudanca de varidvel Y (t) = P~1X(t), obtemos
Y'(t) = JY(t) + P7LF(t),
que pode ser escrito na forma

{yﬁ(t) Ayi(t) +  y2(t) +g1(t)
yo(t) = Aya(t) + ga(t)

A segunda equacdo pode ser resolvida independentemente da primeira, obtendo-se
uma solugao particular y,(t). Substituindo-se y2,(t) na primeira equagéo ela pode
ser resolvida encontrando-se uma solugao particular y1,(t). Uma solugao particular
do sistema inicial é entdo

Xp(t) = PY,(t) = P [ %8 } .
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pelo 4.7 621 a solugdo geral é a soma da solugdo geral do sistema
homogéneo com X, (t), ou seja,

X(#) = Xp() + cre { o } + et <[ s ] ”{ % D

Considere o sistema

{x’l(t) = —x1(t) + xp(t)+t
xX5(t) = —xi(t) — 3x(t)

Este sistema pode ser escrito na forma matricial como

X'(t) = AX(t) + F(t),

em que
1oy | X () -1 1 [ () _ [t

A matriz A é a mesma do 4.11 613, ndo é diagonalizavel e as

matrizes

P—[VW]—[_} H ¢ "[g H_[_S ‘H

sdo tais que
A=rpjp~L.
Fazendo a mudanca de variavel Y(t) = P~1X(t), a equagdo X'(t) = AX(t) + F(t) se

transforma em
Y'(t) = DY(t) + P1E(t),
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que pode ser escrita na forma do sistema

{yi(t) = —2y1(t) + ya () +81(t) (4.52)
ya(t) = —2y(t) +2(1) (4.53)
em que

8] =rro=[ 23] [8]=[3 8] [a] -]

Temos que resolver em primeiro lugar a equacao (4.53), ou seja,

.

|

}/é + 2y =t

Para isso multiplicamos a equagao pelo fator integrante y(t) = ¢?* obtendo
d
( ey ) te2t.

t 1
ey, (t) = EeZt — Ze% +c.

Integrando-se:

Explicitando-se v, (t):
(t) = £—1+C e 2

Logo

NI

t
yZp( ) 57
ao.

é uma solugdo particular da segunda equagao
Para resolver a equagdo (4.52), ou seja,

3t
Vit2p =5 -

N
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multiplicamos a equacdo pelo fator integrante (t) = e* obtendo

d (o N _ 3t 1o
(e yl) e” = 4

dt 2
Integrando-se:
eZty (t) = ﬁeZt — lem +c
1 1 5 1-
Explicitando-se y (¢):
_3t 1 —2t
n(t) =4 —5+ae
Logo
3t 1
=22

é uma solugdo particular da primeira equagdo. Assim
3t 3t 1
X,(t) = PY,(t)=P = =
p(®) p(0) { Yap(t) -11 51 5=

Portanto pelo Teorema 4.7 na pagina 621, a solugdo geral do sistema é a soma da
solugdo geral do sistema homogéneo com uma solugéo particular, ou seja,

o] = [ e[l ((R ][ 2])

44.4 Usando a Transformada de Laplace

(Lo ST

HSIN—

A transformada de Laplace é particularmente adequada para resolver problemas de
valor inicial

xi (t) = 4a11x] (t) + -+ H]nxn(t) +f1(t), X1 (0) = X10

x;.(t) = apux(H)+---+ annxn(t.) + fu(t), x1(0) = x40
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Aplicando-se a transformada de Laplace no sistema obtemos

sXi(s) —x10 = anXi(s) +---+a1,Xu(s) + Fi(s)

sXu(s) —xn0 = amXai(s)+ -+ aumXu(s) + Fu(s)

Este é um sistema de equagdes lineares algébrico que pode ser resolvido obtendo
expressdes para X1(s), ..., Xu(s). A solugdo do problema de valor inicial é entdo

(L71Xq)(t)
X(t) = s
(L71X0)(t)
Vamos considerar o sistema do 4.14 628
xi(t) = —=3x1(t) + 2xp(t)
xh(t) = —4xi(t) + x(t) + 2sent

sujeito as condigdes iniciais x1(0) = 1 e x(0) = 1. Aplicando a transformada de
Laplace as equacgoes obtemos

sXi(s) —x1(0) = =3Xi(s) + 2Xa(s) )
sXo(s) —x2(0) = —4Xi(s) + Xo(s) + Trs
substituindo-se x1(0) = 0 e x(0) = 0 obtemos
(s+3)X1(s) — 2X5(s) = ) 0
26+ -DX) = 5o 4
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Resolvendo o sistema linear algébrico obtemos

4
Xa(s) = (s+1) (s*+25+5)
X (s) = 2 (s+3)

(s2+1) (s>+2s+5)

Vamos decompor em fragdes parciais X (s).

4 _As+B+ Cs+D
(1+52)(s2+25s+5) s2+1  s24+25+5

Multiplicando-se por (1 + s2)(s? + 2s + 5) obtemos
4= (As+B)(s*+25+5)+ (Cs+D)(s* +1) (4.55)
Substituindo-se s = i obtemos
4= (iA+B)(4+2i) = (—2A+4B) +i(4A +2B)

obtendo A = —2/5e B = 4/5. Comparando-se os termos de grau 3 e os de grau 0
de (4.55) obtemos C = 2/5e D = 0. Assim,

X (s) = 4 _ 2s=-2 2 s
(1+82)(s2+2s+5) 5s2+1 5s2+25s+5
2 s 4 1 2 s+1 2 1
= T52+1 ' 592+1 5(s+1)72+4 5(s+1)7214

Aplicando-se a inversa da transformada de Laplace obtemos

2 4 2 1
x(t) = ~5 cost + 5 sent + ge*t cos 2t — ge*tsen2t
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Vamos, agora, encontrar x,(t). Vamos decompor em fra¢des parciais o termo

2s+6 _ As+B Cs+D

(1+s2)(s242s4+5) 241  s2+2s+5

Multiplicando-se por (1 + s2)(s? + 2s + 5) obtemos
2546 = (As+ B)(s?+25+5) + (Cs + D) (s> + 1) (4.56)
Substituindo-se s = i obtemos
2i+6=(iA+B)(4+2i) = (—2A+4B) +i(4A +2B)

obtendo A = —1/5e B = 7/5. Comparando-se os termos de grau 3 e os de grau 0
de (4.56) obtemos C =1/5e D = —1. Assim,

Xy(s) = 25+6 _ _15—7_1_1 s—5
(1+5%)(s>+2s+5) 5s2+1 582+2s+5
1 s 71 1 s+1 6 1
= 5241 592+1 5(s41)2+4 5(s+1)72+4

Aplicando-se a inversa da transformada de Laplace obtemos

1 7 1 6
xp(t) = — g cos t+ 5 sent+ geft cos 2t — geft sen 2t
Assim a solugdo do problema de valor inicial é
2 4 2 1
0 5 cost+gsent+ge_tC052t— ge_tsenZt
{ x(t) } a

1 7 1 6
—g cos t+ 5 sent + ge*t cos2t — ge*t sen 2
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4.45 Demonstracao do Teorema de Existéncia e Unicidade
Demonstracao do Teorema 4.1 na pagina 562.

(a) Existéncia:
Defina a seqiiéncia X*)(¢) por
t
xO ) =x0, x® ) = xO 4 / (A(s)XU*D(s)+ F(s))ds, parak=1,2,...
to
Assim, cada componente X ¥ (t) é dada por

_ °)+/ Za,] §) + fils))ds

Sejam M, N > 0 tais que

la;j(t)| <M, paraij=1,...netel (4.57)

|xl.(1)(t)—xl-(0)| <N, parai=1,...netel

Entao

ton
70 =200 < [ Vla(o)l 5} (6) — 2]l
0 ]:1

tn
< M/ ) |x(1)(s) - x(0)|ds < nMN(t — tg)
o = j
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=) - 220 < / Z COIEROR RO

noopt
<M Z|x 2) (1)(s)|ds§nM2NZ/ |s — tolds
fo j=1 j=1"t
2
gnzMzN‘t tol
2
Por indugao
k
x50 () - |</ Daq )57 () = 2 (s)lds
kl A1 p k-1 |s — o[
t(]] - .

t— tolk
SnkMkN| k'0|

Usando o mesmo argumento usado na demonstragdo do 1.1

144 temos que xl(k) (t) é uma seqiiéncia convergente. Seja

x;(t) = lim x(k)(t).

k—o0

Também pelo mesmo argumento usado na demonstra¢do do 1.1
144 temos que x;(t) é continua e vale

lim Zuu k 1) s) + fi(s ds—/ Zaz] s) + fi(s))ds

k—o0
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Assim

xi(t) = lim x(k)(t) ( + lim Zau k 1) s) + fi(s))ds

k— 00 k—r00 J it =
04 /t(Zw(s) lim x 7 (s) + fi(s))ds =
to j:1 g k—o0 J !

Zalj s) + fi(s))ds

tg]

Derivando em relagdo a t esta equagdo vemos que x;(t) é solugdo do problema
de valor inicial.

(b) Unicidade:
Sejam X(t) e Y(t) duas solugdes do problema de valor inicial (4.2). Entdo

é solugdo do problema de valor inicial (4.2) com X©) = 0e F(t) = 0. Assim
temos que mostrar que Z(t) = 0, para todo t.

Seja u(t) = ft;(|21 (8)|+ -+ |zn(s)|)ds. Como
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entdo por (4.57) temos

SO+ a0 < [ ()] 4 256
"y a;i( zj )|ds
<[ ; 21 25(5)11z1(s)|
/ (|z1(8)| + - - + |2u(s) | )ds = nMu(t),

parat € I, ou seja,
u'(t) < nMu(t).

Multiplicando a inequagao acima por e~ "M obtemos
%(e‘”Mtu(t)) <0, comulty) = 0.
Isto implica que u(t) = 0, para todo t (verifique!) e portanto Z(t) = 0, para

tel
|

Como conseqiiéncia do resultado que acabamos de provar temos o resultado abaixo
para existéncia e unicidade de solu¢ées de equagdes lineares de 2* ordem.

2.1 249.  Sejam xq(t) = y(t) e x2(t) =
y'(t). O problema de valor inicial é equivalente ao problema

X'(t) = AH)X(t)+F(t)
{X(fo) = X
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A conclusdo segue-se da aplicagdo do Teorema 4.1. |

Exercicios (respostas na pagina 675)

4.1. Determine a solugdo geral dos sistemas de equagdes:

(a) { xi(t) = x(t) + x(tf) + 2
xh(t) = x(t) + xt) + 2t
xXi(t) = x1(t) — xt) + e
®) { xi(t) = 2x1(t) + 4x§(t) + e
1) = —xi(t) — 4xp(t) + 4cost
(©) { 28 = 28 - fcigt; + 2sent
Xi(t) = xi(t) —  xot
(d) { xigtg = 5x1§t% + SxEEtg + 4cost
© { xi(t) = 3xi(t) — 4x(t)
Bt = ) - x() + t
() = 4xi(t) + 2x(t) + 6te?
o {0 2 i T

4.2. Resolva os seguintes problemas de valor inicial:

() = a() + () + 2
@ { 28 = 28 + 28 + 2t ,%1(0) =0, x2(0) =1
o {50 =m0 T B g e - m0 -0
@ {90 =l - de) st )1 g0 -1
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=

@ {
@ {
G {

=

= =

=

A/_\A,_\AA
e T
—_—— —

NSRS OSN=S NSNS

=

_|_

x2(t)
3xp(t) + 4cost
(

4x,(1)
xa(t) + tet ’

ZJCZ(t) +

6re?t

,11(0) = 0, x2(0) = 0
xl(o) =0, xZ(O) =0

xl(o) =0, XZ(O) =0
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4.5 Respostas dos Exercicios

1. A Matriz A é diagonalizdvel em R
(pagina 587)

1.1. (a) As matrizes P = E _11] eD = [g 8] sdo tais que A = PDP .

A solugdo geral é

i J=ae e[ 5]

-1 1

(b) As matrizes P = [ 1 _2] eD = [é g] sdo tais que A = PDP~1.

A solugdo geral é
xa(t) | _ | 1 st | 1
{xz(t) } =cie 1 +cre IRE

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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. 1 1
(c) As matrizes P = [_1 3

] eD = [(1) g] sdo tais que A = PDP~1.

A solugdo geral é

{28 } :clet{ _} } +cp et [ ;]

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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-3F

4t

(d) As matrizes P = [_41 ﬂ eD = [_03 g] sdo tais que A = PDP 1.

A solugdo geral é

{ 28 } :cle_3t[ _;1 } + e’ [ % ]

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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A\

(e) As matrizes P = E i’

} eD= [_01 (1)] sdo tais que A = PDP~1.

A solugdo geral é

{28 } :cle_t[}]-l-czet[i’].

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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(f) As matrizes P = ﬁ (1)} eD = {_02 _01] sdo tais que A = PDP 1.

A solugdo geral é

{28 } =cre [ ? ] +cpet [ (1)]

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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L

| —a+Var+1 —a—+Vat+1
12. P = 1 1

DZ{:&HW 02 }
{nétg } ) 0 3a—Va2+1
xo(t

ey eGat VA [ —a+Va2+1 }
1
+ ¢y eBa—Va2 1)t { —a—Va?+1 ]
v ! )

1.3. (a) Os autovalores sdo as raizes de p(t) = (t +2)(t +3) =0, ouseja, A = —20ou A = —3.

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Os autovetores associados a A1 = —2 sdo calculados pelo sistema:
0 0 u| _ |0
2 -1 v| [0

Os autovetores associados a A, = —3 sdo calculados pelo sistema:

2 o] [e]=[5]

e logo um autovetor é W; = (1,2).

e logo um autovetor é W, = (0,1).
A solugdo geral é

que é equivalente ao sistema linear

1 = Ly
2ci + ¢ = Dy

Obtemos ¢; = Ly e cy = Dy — 2Ly. Assim a solugdo do problema de valor inicial é

4] [ 3] [2]

(b) Os autovalores sdo as raizes de p(t) = (t +k)(t + k) =0, ouseja, A = —kou A = —k;.
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Os autovetores associados a Ay = —k sdo calculados pelo sistema:

st ]= 15

e logo um autovetor é Wy = (k, — k, k).
Os autovetores associados a A, = —k; sdo calculados pela sistema:

el )=o)

e logo um autovetor é W, = (0,1).

o5 ]

Substituindo ¢ = 0 na solugdo, ou seja,

58 ]-o " o[- L]

que é equivalente ao sistema linear

(kr_k>cl Lo
key + ¢ = Dy

A solugdo geral é

Obtemos ¢; = % ecp =Dy — k]%k Assim a solucdo do problema de valor inicial é

o | = | R ] (o= ) e |

1.4. (a) Osautovalores sdo as raizes de A2 +6A +5 =0, ou seja, A = —lou A = —5.
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Os autovetores associados a A1 = —1 sdo calculados pelo sistema:
-1 3
BNIEEH
s _3 v 0

Os autovetores associados a A = —5 sdo calculados pela sistema:

e logo um autovetor é Wy = (3,2).

e logo um autovetor é W, = (1, —2).
A solugdo geral é

o = ][ 5 ]= 0]

que é equivalente ao sistema linear

3c1 + o = x
2C1 — 2C2 = Yo
Obtemos ¢; = 2040 o cp = M. Assim a solucdo do problema de valor inicial é

xw=[ 3 | = (o) e | 5 |+ (o) L ).
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(b)

1.5. (a)

O polindmio caracteristico de A é p(t) = det(A —t I,
sdo )\1 = -3, )Lz =2.

(e

cuja solugdo geral é
Wy = {a(6,1) |« € R}.

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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(b)

que é o conjunto de todos os autovetores associados a A1 = —3 acrescentado o vetor nulo. Assim,
V = (6,1) é um autovetor associado a A\ = —3.

(A—Ab)X =0

(e

cuja solugdo geral é
Wy = {a(1,1) |« € R}.

que é o conjunto de todos os autovetores associados a A; = 2 acrescentado o vetor nulo. Assim,
W = (1,1) é um autovetor associado a A, = 2.

Assim a solugdo do sistema é dada por

Substituindo-se t = 0:

o = [ ]-a[s]+a[1]

De onde obtemos que ¢; = 3/5e c; = —13/5 e portanto a solugdo do problema de valor inicial é

w - (]2
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1.6.

11
A=1]11
00

0
0
-1

O polindmio caracteristico de A é p(t) = det(A —tI3) = (=1 —t)[(1 —t)2 — 1] = —t(t + 1)(t — 2) cujas
raizessdo A =0, A, = —1le A3 =2.

cuja solugdo geral é
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que é o conjunto de todos os autovetores associados a A; = 0 acrescentado o vetor nulo. Assim, V =
(1,—1,0) é um autovetor associado a A; = 0.

(A=A I3)X =0

[eN

21 0] [x 0
120]y|=]0
000 z 0

cuja solugdo geral é
Wy = {«(0,0,1) |« € C}.

que é o conjunto de todos os autovetores associados a A, = —1 acrescentado o vetor nulo. Assim,
W = (0,0,1) é um autovetor associado a A, = —1.

(A—A353)X =0

-1 1 0 x 0
1 -1 0 y|l=1]0
0 0 -3 z 0
cuja solugdo geral é
W3 = {«(1,1,0) |« € C}.
que é o conjunto de todos os autovetores associados a A3 = 2 acrescentado o vetor nulo. Assim, U =
(1,1,0) é um autovetor associado a A3 = —1.

Assim a solugdo do sistema é dada por

X(t) = e | =1 | +cpet + cze?

_ O O
O = =
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Substituindo-se t = 0:

1 1 7 0 1
X(0) = 1 =c1| -1 | +c|0|+c]| 1
-1 0 | 1 0
de onde obtemos c; = 0,cp = —1 e c3 = 1. Assim a solugdo do problema de valor inicial é
0] M1
Xt)=—t| 0|+ 1
1 ] | 0
1.7. -
0 -3 3
A=| -3 0 3
-3 -3 6 |

O polindmio caracteristico de A é p(t) = det(A —t I3) = t(t* — 6t +9) cujas raizes sio A = 0 e Ay = 3.

(A= MI)X =0

IHIH

-3 6

cuja solugdo geral é

Wy ={a(1,1,1) |« € R}.

que é o conjunto de todos os autovetores associados a A; = 0 acrescentado o vetor nulo. Assim, V =

(1,1,1) é um autovetor associado a A; = 0.

(A=A I3)X =0
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[eN

cuja solugdo geral é

W, = {a(1,0,1) + B(0,1,1) | a € C} .

que é o conjunto de todos os autovetores associados a A, = 3 acrescentado o vetor nulo. Assim, W; =
(1,0,1) e W, = (0,1,1) sdo autovetores linearmente independentes associados a A, = 3.

Assim a solucdo do sistema é dada por

1 1 0
X(t) = 1|1 |4+ | 0| +c3e® | 1
1 1 1

2. A Matriz A é diagonalizavel em C (pagina 605)

2.1. (a) Asmatrizes P = [21 _21} eD = {_13_21 _1(121} sdo tais que A = PDP1,

1)+

A solugdo geral é

ErjpTet
cpet (cosZt [ ] + sen 2t [

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias

N

} — sen 2t [
0
1

)
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\-/ 1
\’_/
I
_ 1 1 2i42 0 . _ 1
(b)P—{_zl 1 21_1] D= [ 0 2_21.] sdo tais que A = PDP~".
1 0
{ g}—clem<c052t[ 1]—sen2t[_2})+

2 (Coszt[ 0 ] vsenat[ 1)

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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n
N

sdo tais que A = PDP~1.

. 2 2 0
(c) AsmatrlzesP—[_s_\/gi _3+\/§i]eD— 0 _ _1_3@

N[

A solugdo geral é

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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151

05F

-0.5F

3 3 ]eD:F—\/Bi 0

(d) As matrizes P = [_2_\/51, 245 0 3+\/§i] sdo tais que A = PDP L.

A solugdo geral é

1]t (i 3] ] &)+
cpe3t (cosx/gt{\/g}—l—sen\/gt{ _32]>

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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Sistemas de Equacoes Diferenciais Lineares

i
T

2

_3,‘

(e) As matrizes P = [ 1

A solugdo geral é

{ 28 } = <c052t[ (1) ] —senZt[ (1) ]) +
() (cosZt[ (1) ] -|-sen2t[ (1) ])

201} sdo tais que A = PDP~ L.

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias
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2.2. (a) Sela| > 4:

4 4
P= [ —a++Va?—16 —a—\/a2—16]

a++va2—-16 0
D= 2 a—+va2-16
0 2
Se |a] < 4:
. 4 4
| —a+iV16—a?2 —a—iV16 — a2
a+iv16—a? 0
D= 2
0 a—iv/16—a?
2
Se |a| > 4
xl (t) - (11+ azflé)t 4
[xz(t) } Cae o —arvVar—16 | T

Julho 2011 Reginaldo J. Santos
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(b)

ey e(YE0 ) 4

2 —a—+a2—-16
Se |a| < 4:
{ 2%3 } =0 e%(cos(i@t) [ _4[1 ]
_ ¢% sen(Vi6=2 0

e sen( 5 t){\/m_az])%-
cre? (cos(v/16 — a2t) [ 16—a(2) }
+e7 sen(v/16 — a%t) [ _4{1 ])

Sea = =+4:
EREIEIR Y

Sea<1/2:
P { —14++1-2a —1—\/@}
- 2 2
D— —1++v1-2a 0
o 0 —1-v1-2a
Sea>1/2:
P_{—1+i\/2a—1 —1—1\/2&1—1]
- 2 2
D= —14+iv2a -1 0
o 0 —1—iv2a—-1
Sea<1/2:

x(t) | cipviza | —1+V1-2a
{ x2(t) } —ac 2 +
¢y e -1—VT 20! { —1-V1—2a }

4 .
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Sea>1/2:

{ 28 } = cre " (cos(v2a — 1t) { —21 ]
e tsen(vZa =) | ﬁ%j }>+

co e t(cos(v/2a — 1t) { V2a—1 }
+e tsen(v/2a — 1t) [ —21 })

(c) Sea > 0:

1 1
p_|va ~Va ]
1 1
D_ | 1+va 0
= . Ny
Sea < 0: |
— | V= v
1 1
p_|1t+iv-a 0
= A R
Sea > 0: 1 |
xl(t> — (+va) | a avar | —%
{ x(t) } ac | tee 1
Sea(<)0;
X1 t B ; _ )
{ xo(t) } = c1(e! cos(y/—at) { ! }

1

—¢t sen(ﬁt) [ _\(/)ja

)+
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co (et cos(y/—at) l _\617 ]

+ ¢! sen(y/—at) [ (1) ).

[ —

23. (a)

A=

1 10
-1 10
0 01

O polindmio caracteristico de A é p(t) = det(A—tI3) = (1 —t)[(1 —t)>+1] = (1 —t)(* — 2t + 2)
cujasraizessdo A =1, Ay =1+ieAdz3=Ay =1—1.

(A—MI5)X =0

(N

ou

cuja solugéo geral é
Wy ={(0,0,a) | « € R}.

que é o conjunto de todos os autovetores associados a A; = 1 acrescentado o vetor nulo. Assim,
V =1(0,0,1) é um autovetor associado a A; = 1.

(A= AI3)X =0
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[eN

- 1 0 X
-1 —i 0 y
0 0 —i z
ou
—ix + y
—-x — iy

cuja solugdo geral é

o

Wy = {(a,ia,0) |a € C}.

que é o conjunto de todos os autovetores associados a Ay = 1 4 i acrescentado o vetor nulo. Assim,

Z = (1,i,0) é um autovetor associadoa A, =1+ 1.

Temos também que Z = (1,—i,0) é um autovetor associado a A3 = Ay =1 —i. Assim, a matriz A é

diagonalizavel em C e as matrizes

0
P=[VZZ]=1]0
1
e
M 00 1
D=|0 A 0 |=]0
0 0 XA 0

sdo tais que




668

Assim a solugdo do sistema é dada por

X(t) = cé

—_ o O

+ cpet (cost [
+ cset (cost

(b) Substituindo t = 0 na solugdo, ou seja,

[—— e e

|
—
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Obtemos c; =1, cp = 1 e c3 = 1. Assim a solugdo do problema de valor inicial é

0 1 0
X(t) = et[O}—i-et(cost 0]—sent[1])+
1 0 0
0 1
+ ¢ (cost[l ] +sent[0])
0 0
24. (a) { () = x2(t)

() = —Ex(t) + f(t)/m

(b) As matrizes

k
m !
-[/E -]
sdo tais que A = PDP L A solugdo geral do sistema ¢é { x( g } =
€1 | cosy/ - —sen X +
m \/;
€2 | COS/ 3 | Tsen [ ])
( "[ : f*
u(t) = x1(t) = c cos \/%t—l-cz sen \/gt

620

P=fio 1=l o]

N>T‘

3.1. (a) As matrizes
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sdo tais que A = PJP~1.

Assim a solugdo geral é

[ J=ae 3 ree (6] [R])

(b) As matrizes

sdo tais que A = PJP~1.
. ~ | (e ] 4 1 4
Assim a solugdo geral é [ () ] =0 [ 3 +co 0 +t 8

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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671

2

i

3.2. (a) Sela| > 4:

4 4
b= [ —a++Va*—16 —a—\/a2—16]

a+Va?2—16 0
D = 2
0 a—+va2—16
2
Se |a] < 4:

4 4
P= { —a+iV16—a?> —a—iv16 —a? ]

a+iv16—a? 0
D = 2
0 ufi\/2l6fa2
sdo tais que A = PDP~1.
Sea =4

Julho 2011

Reginaldo J. Santos
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sdo tais que A = PJP~1.

Se |a| > 4:
{ x1(t) } _

x2(t)
i e(u+ 52—16)t 4 n
! —a++a2-16
=y 4

2 —a—+Va?2—-16 |’
Se |a| < 4:

B
1 cos(T5 ) | 2]

—sen(gEn | 0 )+

cre? (cos(V16 — a2t) { 16_,1(2) }
+ sen(v/16 — a2t) [ * } )

Sea = +4:
{ x1(t) } — (o + cp £)et2 [ f% } 4oyt { (1) }

x2(t)

(b) Sea < 1/2:

Introducéo as Equagdes Diferenciais Ordinarias Julho 2011
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P [ —1+\2/m _1_\/@}

2
. 0 ~1-vI-2a
Sea>1/2:
P:{_l‘ﬂ'm _1_im]
2 2
D[_1+im 0 :|
- 0 1—iV2a—1
sdo tais que A = PDP~1.
Sea=1/2:

P= ofer-[0 2

sdo tais que A = PJP~ 1

Sea<1/2:
{ x1(t) } _
x2(t)
cpel—1+vI=ae | 1+ m

E
|

co e(—1-vV1-2a)t m
Sea>1/2:
{ 2%3 } = ¢y e t(cos(v/2a — 1t) { —21 ]

— ¢! sen(v/2a — 1t) [ sz)*—l }>+

ca e f(cos(v/2a — 1t) { \/2017—(1) }
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3.3.

(a)

+e ! sen(v/2a — 1t) { _21 })

Sea=1/2:
{ (1) } = (1€ 9 + cpe 0 +t 5
det(A —tl3) = — (t—4) (t—2)> =0 <t = 2 ou t = 4. Logo os autovalores de A sdo A} = 2 e
Ay = 4.
Para Ay = 2:
1 1 2| |x 0 1 1 2 X 0
(A—MB)X=0<|-1 1 0| |yl=1(0l< |0 2 2| |yl = |0| Assim os autoveto-
1 -1 0| |z 0 0 -2 =-2| |z 0

res associados a Ay = 2 sdo (—a, —a,a), paraa € R. Assim V; = (1,1, —1) é um autovetor de A
associadoa A = 2.

Para A, = 4:
-1 1 2 X 0 1 -1 -2 [x 0
(A-MB)X=0<|-1 -1 0| |y|=|0] < |0 —2 =2| |y| = |0]| Assim os autove-
1 -1 =2| |z 0 0 0 O z 0

tores associados a Ay = 2 sdo (a, —a,a), paraw € R. Assim V, = (1,—1,1) é um autovetor de A
associado a A, = 4.

1 1 2| |x 1
Vamos resolver o sistema (A — MG)X = V; < |—-1 1 0f |y| = 1 =
1 -1 0] |z -1
1 1 2 X 1
[0 2 2] y] = | 2 | Assim os vetores da forma X = (—a,1 — a,a), para « € R sdo tais
0 —2 =-2| |z -2

que (A — MI3)X = V4. Tomando « = 0, temos que o vetor Wy = (0,1,0) é tal que (A —2I3)W; =
Vi & AW, = 2W; + Vi LOgO: [AVl AW AVz] = [2V1 2W + V4 4V2] = A[V1 Wy Vz] =

21 0 1 0 1
(Vi W1 V3] [0 2 0|. Multiplicando a direita pela inversade P = [V; W; V] = | 1 1 —1]
0 0 4 -1 0 1
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2 10
obtemos que A = PJP~!,emque = [0 2 0
0 0 4
A solugdo geral do sistema é
X() = Cle/\ltvl + Cze/\lt(Wl +it) + C3€A2tV2
1 1
= e 1 | 4| -1 | +
-1 1

(L]

1
(b) Substituindo-set =0e X = |0| na solugdo geral obtemos
1
1 1 0 1
0l =c1 | 1| +c |1| +c3 [—1
1 -1 0 1

Resolvendo o sistema algébrico obtemos ¢; = 0,co = 1ec3 = 1. A solugdo do PVI é

1 0 1
X(t):e‘”{l]—key([l]j% 1])
1 0 —1

4.1. (a) As matrizes
1 1 00
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sdo tais que
A=pPDP L

p—l[-‘(t):|:% _%szt]:“;”

Fazendo a mudanga de varidvel Y (t) = P~1X(t), a equacdo X'(t) = AX(t) + F(t) se transforma em

Y'(t) = DY(t) + PLF(t),

que pode ser escrita na forma do sistema

Vi) = 1-t
va(t) = 2pa(t) +1+t
Resolvendo estas equagdes obtemos como solugdes particulares
Lo
t) = t—~t
1, 3
yap(t) = 3t 7

Assim uma solugédo particular do sistema ndo homogéneo é
_ [ 11 t—12 ] t/2—3/4—1/2
Xp(t) = PYy(t) = { 11 } { ~1t-3 } = [ —3t/2—3/4+12/2
Assim a solugdo geral do sistema ndo homogéneo é { 28 } =
t/2—3/4—1/2
—3t/2-3/4+1/2 |

(b) As matrizes

o et [

[
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sdo tais que
A=pPDP L

_ -1 -1 et —e2t — ¢t
PlF(t):|: 2 1:||:62t:|:|:62t+2€t:|
Fazendo a mudanca de variavel Y(t) = P~1X(t), a equacdo X'(t) = AX(t) + F(t) se transforma em
Y'(t) = DY(t) + P 1E(t),

que pode ser escrita na forma do sistema

d _ 2t t
dtyl = 3y;—e e
%yz = 2y +e*t2e

Resolvendo estas equagdes obtemos como solugbes particulares

202t 4ot
() = 225

yop(t) =ttt —2¢

Assim uma solucéo particular do sistema ndo homogéneo é
1 1 2% et te2t — 3 /¢t 4 o2t
= = 2 =
Xp(t) PYp(t) |: B, | :| [ t€2t—2€t |: —t€2t+€t_2€2t
. < . < sneg o | 1) | _ | 1 st | 1
Assim a solugdo geral do sistema ndo homogéneo é ) | = cre 1 | Tee o |t

te?t — 3/2¢t 4 o2
—te2t 4 ot — 22t
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(c) As matrizes

—_

|

1 —2i-1 0
NI B

Nl ~-

sdo tais que

A =PDp 1L

1 . .
~1 _ | - 4cost | _ | 2cost—2isent
P F(t){% i} {2sent}[2i5ent—|—2czost

Fazendo a mudanga de varidvel Y (t) = P~1X(t), a equacdo X'(t) = AX(t) + F(t) se transforma em
Y'(t) = DY(t) + PT1F(t),
que pode ser escrita na forma do sistema

d

= (—2i—1) yy +2¢7'
d . ;
g = Qi—Dy+2e!

Resolvendo a primeira equagdo obtemos como solugdo particular

Ze—it
yip(t) = i1

Assim uma solugdo particular do sistema ndo homogéneo é
1 2cost —2sent
Xp(t)—ZRe{ylp(t){ % }}_ [ cost+sent }
Assim a solugdo geral real do sistema ndo homogéneo é
x1(£) | | 2cost—2sent _ 0] 2
[ % (b) } = [ cost -+ sen t +cre cos 2t 1 sen 2t 0 +

_ 2 0
e t(cosZt[ 0 ] +sen2t[ 1
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(d) As matrizes

1 1
P_[Zi—l —21‘—1]

e
2—-2i 0
p= [ 0 2i+2 }
sdo tais que
A=pPDP L

1_ i ;
PilF(t>: 271 — 0 _ *'l cost
4+2 5 4 cost icost

Fazendo a mudanga de varidvel Y (t) = P~1X(t), a equacdo X'(t) = AX(t) + F(t) se transforma em

~ .

Y'(t) = DY(t) + P1F(t),

que pode ser escrita na forma do sistema

d ) et peit
TN = (2—21)]/1—1#
d , et peit
b = (21+2)y2+z#

Resolvendo a primeira equagdo obtemos como solugdo particular

() = (2i+1) e + (2i +3)e
i 216

Assim uma solugdo particular do sistema néo homogéneo é

X0 =2Re(un) | 51y |1 = [ S T

—g5 COst — g5 sent
Assim a solugdo geral real do sistema nao homogeneo é
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x1(t) _ B cost + ¢ ?3 bsent
x2(t) - -z cost — g sent

0 1
cp 2t (cosZt [ 5 ] +sen2t[ 1 })

(e) As matrizes

} + e (cosZt [ } —sen?2t [

2))

-1

sdo tais que
A=rpjp~L.

PTE(n) = [(1) 7; ] [ t(zf } - { —tzettef]
Fazendo a mudanga de varidvel Y (t) = P~1X(t), a equacdo X'(t) = AX(t) + F(t) se transforma em
Y'(t) = JY(t) + PTLF(t),
que pode ser escrita na forma do sistema

d

_ t
dty1 y1t+y2+te
d _ t
PR i

Resolvendo a segunda equacéo e substituindo o resultado na primeira obtemos como solugées par-

ticulares
2 B\
yip(t) = (23>3

yop(t) = —#¢
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(®)

Assim uma solugdo particular do sistema ndo homogéneo é

vo-mo-[1o][E297]-[ 75,

—t2et

Assim a solugdo geral do sistema ndo homogéneo é {28” = ae { %} i
283 ot
1 2 o3 f
, 3
we (4103 [ %)
As matrizes
27 1 2 1
P:[—z 0} © I:[O 2}

A=rpjp~L.

P-4 5] - o

Fazendo a mudanga de varidvel Y (t) = P~1X(t), a equacdo X'(t) = AX(t) + F(t) se transforma em

sdo tais que

Y'(t) = JY(t) + P7LF(t),
que pode ser escrita na forma do sistema

i = 22U+
dtyl = 2Yy1 7Yy

d
—1yp = 2 te?t
dtyz Yo +6te
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Resolvendo a segunda equacéo e substituindo o resultado na primeira obtemos como solugdes par-
ticulares

ylp(t) = £
y2p(t) = 3t2€2t

Assim uma solugdo particular do sistema ndo homogéneo é
2 1 13 et 283 +312) !
X, (t) = PY,(t) = { } { ] _ {( ) }

—2 0 | 32e?! —21% e*
: < : < A .| () _ 2| 2
Assim a solucdo geral do sistema ndo homogéneo é () = (e o | T
) —
1 2 (213 +3¢%) 2!
2t
2 ([o ][ H])[*50E)
4.2. (a) Aplicando a transformada de Laplace as equagdes obtemos
2
sXi(s) —x1(0) = X1(5)+X2(5)+g

sXa(s) — x2(0)

X] (S) + Xz(S) + ;iz

substituindo-se x1(0) = 0 e x(0) = 1 obtemos

2
sXi(s) = Xi(s)+Xa(s) + 3
4
sXa(s) =1 = Xi(s)+Xa(s) + 5
Resolvendo o sistema linear obtemos
322542
X = —
1(S> (S o 2) 53
3 —s?2 4452
Xo(s) = ——5v a3

(s—2)s3
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Decompondo em fra¢ées parciais obtemos

5 1 1 5
Xi(s) = _Ts+ﬁ_§+m

1 3 1 5
Xo(s) = —— + =+

4s 252 B 4 (s—2)
Achando a inversa da transformada de Xi(s) e Xa(s) obtemos

&ﬂ_ﬁ+1_§
XM =1 s £ 5 4
Ttz 7 1

sXi(s) =x1(0) = Xi(s) = Xa(s) + ¢ i 1
sXo(s) —x2(0) = Xq(s) — Xao(s) + S i >
substituindo-se x1(0) = 1 e x(0) = 0 obtemos
sXp() =1 = Xu(s) = Xa(s) + s
sXo(s) = Xi(s) — Xa(s) + i

Resolvendo o sistema linear obtemos

P —6s2+7s+1
(s=3) (s—2)* (s—1)
352 —65+1
(s—3) (s—2)* (s—1)
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Decompondo em fra¢ées parciais obtemos

3 5 1 5

Xils) = 261 52t 527 2(G-9)

Xo(s) = - -
2(s) s—1 s-—2 (5_2)2+s—3

Achando a inversa da transformada de X1 (s) e X»(s) obtemos

3
X(t) = —Sem et 52 0
5e3t — pe?t — g2t 4ot

(c) Aplicando a transformada de Laplace as equagdes obtemos

4s
sX1(s) —x1(0) = —X1(s) —4Xo(s) + 11
2
sXa(s) —x2(0) = Xi(s) — Xa(s) + a1
substituindo-se x1(0) = 1 e x(0) = 1 obtemos
4s
SXl (S) -1 = _Xl (S) — 4X2(S) + ﬁ
2
SX2(S) -1 = Xl (S) — Xz(S) + ﬁ

Resolvendo o sistema linear obtemos
s +s2455—11
(s2+1) (s24+2s+5)
3 +2524+7s5+4
(s +1) (s>+2s+5)

Xa(s) =
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Decompondo em fra¢ées parciais obtemos

—s—1 2s—2

X =
1(s) s2+25+5+52+1
s+1 1
X — —
2(5) $24+1 242545

Achando a inversa da transformada de X7 (s) e X»(s) obtemos

—etcos(2t) —2sent+2 cost

X(t) = -
() [ —etszﬂ—ksent—i—cost

(d) Aplicando a transformada de Laplace as equagdes obtemos

sXi(s) —x1(0) = Xi(s) — Xa(s)
{ $Xo(s) — x2(0) = 5X1(s) +3Xa(s) + 524j1

substituindo-se x1(0) = 0 e x(0) = 0 obtemos

sXi(s) = X1(s) — Xa(s)

{ Xo(s) = 5Xy(s) +3Xa(s) + 524%

Resolvendo o sistema linear obtemos

Xils) = - (s2+1) (325— 45+8)

4(s—1)s

X0 = @) o219
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Decompondo em fra¢ées parciais obtemos

X(s) =  Bs—128 28516
BT 65 (s2—4s+8) 65 (s2+1)

445+ 96 445 +12
Xa(s) =

65 (s2—4s5+8) 65 (s2+1)

Achando a inversa da transformada de X1 (s) e X»(s) obtemos

65
- lesent 16 sent _ 28cost cost

o2t (925en(2t) ++44cos(2t)) +

_ 12sent _ 44cost
65 65

o2t (28cc6>;(2t) 36sen(2t)) +

X(t) =

(e) Aplicando a transformada de Laplace as equagdes e substituindo-se x1(0) = 0 e x2(0) = 0 obtemos

sXi(s) = 3Xi(s) —4Xa(s)
sXa(s) = Xi(s) — Xa(s) + 1)
Resolvendo o sistema linear obtemos
4
Xi(s) = —
1( ) (S . 1)4
s—3 1 2

Xa(s) = =

-1 (-1 (-1
Achando a inversa da transformada de X1 (s) e X»(s) obtemos

288t
X(t) = 2 ot _31537615

2 3
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(f) Aplicando a transformada de Laplace as equagdes e substituindo-se x1(0) = 0 e x2(0) = 0 obtemos

6
SXl (S) = 4X1(S) + 2X2(S) + (s _ 2)2
sXo(s) = —2Xq(s)
Resolvendo o sistema linear obtemos
6s 6 12
Xl(s) = 1 3 + 1
-2 (-2° (-2
12
X5(8) = ————
2( ) (S _ 2)4

Achando a inversa da transformada de X1 (s) e X»(s) obtemos

21362t 431262t

X(t) = _o 3 2t
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Amortecimento critico, 313
Amplitude, 306
Autovalor

complexo, 595
Autovetor

complexo, 595

Batimento, 324

Campo de diregdes, 139
Centro, 597
Coeficientes da série, 339
Combinagéo linear, 562
Constante

da mola, 303

de amortecimento, 303
Convolugdo de duas fungoes, 500
Crescimento exponencial, 60
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Crescimento logistico, 63
Crescimento populacional, 60

Datagédo por carbono 14, 68
Delta de Dirac, 492
Dinamica populacional, 60

Equacgédo
autbnoma, 129
caracteristica, 270
de n-ésima ordem, 7
de 12 ordem, 7
de 22 ordem, 7
de Bernoulli, 53
de Chebyshev, 363
de Euler, 262, 278, 370
de Hermite, 361
de Legendre, 341, 361
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de Ricatti, 55
diferencial, 1
exatas, 36
homogénea de 1* ordem, 50
homogénea com coeficientes constantes, 269
homogénea de 2* ordem, 250
linear, 8
linear ndo homogénea com coeficientes cons-
tantes, 291
nado homogénea, 280
nio linear, 8
ordinéria, 7
parcial, 7
Equagdes
lineares de 12 ordem, 14
separéaveis, 25

Férmula de Euler, 261
Formula de recorréncia, 348
Fase, 306
Fator integrante
da equacao linear, 16
para equacao exata, 43
Foco atrator, 601
Foco instavel, 601
Fonte, 583
Fonte espiral, 601
Frequéncia de ressonancia, 322
Frequéncia natural, 306
Funcéo
admissivel, 454

continua por partes, 454

de Heaviside, 473

degrau (unitario), 473

seccionalmente continua, 454
Funcgoes

linearmente dependentes (L.D.), 255

linearmente independentes (L.L.), 255

Intervalo de validade da solucéo, 29
Juros, 92

Lei de resfriamento de Newton, 77
Lei de Torricelli, 81, 124
Linearidade da transformada de Laplace, 451

Método de variagdo dos pardmetros, 284
Método dos coeficientes a determinar, 291
Misturas, 73

Movimento harmonico simples, 306
Mudancas de variaveis, 367

N©6 atrator, 583
N6 improéprio, 615
N6 instavel, 583

Oscilagoes, 303
Oscilagoes forcadas, 321
Oscilagoes livres, 305

Parte imagindria, 449
Parte real, 449
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Periodo, 306
Polindmio caracteristico, 574
Polindmio de Bernstein, 464
Polinémio de Chebyshev, 365
Polindmio de Hermite, 363
Polinémio de Legendre, 361
Ponto

critico, 130

de equilibrio, 130

estavel, 130

instavel, 130
Ponto de sela, 579
Principio da Superposi¢do

para equagdes ndo homogéneas, 282
Principio da superposicéo, 250, 562
Problema de valor inicial, 11
PVI, 11

Quase frequéncia, 315

Raio de convergéncia, 339
Resisténcia em fluidos, 84
Ressonéncia, 322

Retrato de fase, 579

Série converge, 339
Série de poténcias, 339
Sistemas de equagdes diferenciais
lineares, 559
Sistemas de equacgdes lineares homogéneos, 562
Solugao

dada implicitamente, 26
de equacdo de 1? ordem, 11
de equacdo diferencial ordindria de ordem #, 8
de equilibrio, 130
em séries de poténcias, 339
estaciondria, 130, 327
geral, 254, 565
geral de equacédo diferencial ordindria de or-
demn, 9
particular de equagédo de 12 ordem, 11
particular de equagédo diferencial ordinaria de
ordem 7, 8
transiente, 327
Solugdes
fundamentais, 254, 565
Subamortecimento, 315
Sumidouro, 583
Sumidouro espiral, 601
Superamortecimento, 311

Teorema
1° de deslocamento, 456
20 de deslocamento, 477
Abel, 264
convolucgao, 502
de existéncia e unicidade
para equagdes de 1% ordem, 142
para equagdes de 1% ordem lineares, 145
para equacdes de 2* ordem, 249
para sistemas de equagdes diferenciais, 561
derivacdo para Transformada de Laplace, 469
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linearidade da transformada de Laplace, 451
Trajetoérias, 579
Transformada de Laplace, 448
Transformada de Laplace inversa, 455
Transformadas de Laplace Elementares, 510

Wronskiano, 254, 565
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