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FUNCOES DE VARIAS
VARIAVEIS REAIS
A VALORES VETORIAIS

1.1. FUNCAO DE VARIAS VARIAVEIS REAIS A VALORES
VETORIAIS

Sejam n e m dois naturais diferentes de zero. Uma fungio de n varidveis reais a valores
m . r ~ . , . - . ~
em R™ € uma fungdo f: A — R™, onde A é um subconjunto ndo-vazio de R”. Uma tal fun-
§a0 associa a cada n-upla ordenada (x, x,, ..., x,) € A um tinico vetor L Gegs X0y i )
pertencente a R™. O conjunto A é o dominio de f. A imagem de f € o conjunto
Imf={f(x,% ..., x) € R" I (x, ..., x,) € A}.

A imggem de f'serd, também, indicada por f (A). Se B for um subconjunto de A, indica-

f€mos, ainda, por f (B) o conjunto de todos f (xy, xp, ..., x,,) com (xy, X», ..., x,,) € B; dire-

Mos, entdo, que f transforma o conjunto B no conjunto f(B) C R™. As palavras transforma-
a. IR -~ b AE 5 .
§4o e aplicacdo sio sindnimos de funcao.

EXEMPLO | (% R? - R3 dada por f(u, v) = (x, y, z) onde

Uma funcs , o mp2 3 - = ‘
B¢, fun¢io com d()m%mo l}§' e com valores em R”. Esta fung¢ao transforma o par ordena-
D bl 2 . b . 2 2 2
P\ V) na terng (u, v, u™ + v7). Aimagemde f'¢ o conjunto {(u, v, u” + v°) | (u, v) € R“} que
1 Us p 3 -2 o) 5] 5] N
8ual {(xyeRIz=x*+ y5, (x, y) € R7}).
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A imagem de f coincide, entdo, com o gréfico da fun¢do dada por z = 2+ y2.

¢ transforma o retangulo 0 < 0 < 2,
O$p$2,nocirculox2 +y2<4

x

ot 2 2 :
transforma o plano uv no paraboléide z = x“ + . !
f plano p Y = ¢:QC R?— R?dadapor (x, y) = ¢ (4, v) e seja (g, v) € (). Fixado v, podemos

ar a curva, no parametro u, dada por
EXEMPLO 2. (Coordenadas polares.) Seja a funcdo ¢ (0, p) = (x, y) dada por
u—> @ (u, vp).

{x=pcos€

y=psen @ eferir-nos-emos a (1) como curva vy-constante. Do mesmo modo, podemos considerar

va uy-constante: v — ¢ (ug, v).

a) Desenhe o conjunto ¢ (B) onde B é aretap = 2.
b) Desenhe o conjunto ¢ (B) onde Bé oretdngulo0 < p<2e(0 =< <2

A
Solugao
_constante
a) @ (B) é o conjunto dos pares (x, y), comx = 2 cos fe y = 2 sen 6; ¢ (B) é, entdo, a /
circunferéncia de centro na origem e raio 2. Yo Wik A
v A
ok (u,, v)4 ¢ WU, V)
2 = (2 cos 6,2 send)
", t o
> 2 x ;
8 Quando (), v) varia em Q, ¢ (1, v) descreve a curva ug-constante.
Quando (u, Vo) varia em (), @ (u, v()) descreve a curva vy-constante. ]
0 3. Seja (v, y) = ¢ (u, v) dada por

¢ transforma a reta p = 2 na

circunferéncia x = 2 cos 6,y = 2 sen 6 iy
y= u? + 2

b) Fixado p em ]0, 2], quando 6 varia de 0 a 277, o ponto (p cos 6, p sen ) descreve a
circunferéncia de raio p e centro na origem. A ¢ transforma, entio, o retingulo 0 < p < 2,
0 =< 6 < 27 no circulo de raio 2 e centro na origem. Observe que ¢ (6, 0) = (0, 0) para
0<f=<2m

. cascurvas v = ] constante e u = 1 constante.
~ 1€ a imagem de .
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Solugdo
a) Parav = 1, (x, y) = (u, u? + 1). Quando o ponto (u, 1) descreve areta v = |

(x,y) = (u, u> + 1) descreve apardbolay =x2 + 1. Parau=1,(x,y) = (1,1 + v2). Quand(;
(1, v) descreve aretau = 1 o ponto (x, y) descreve a semi-reta {(1,y) € R*1y = 1}.

7 A

curva u = 1constante
14
n o
1 i == curva v =1constante
1 “u I -
1 x
u=1

b) Para cada k constante, ¢ transforma a reta v = k na pardbolay = x2 + k2. Assim, a ima-
gem de ¢ é o conjunto de todos (x, y) tais que y = x~.

v A

¢ transforma o plano uv no conjunto de todos (x, y) tais que y = P u

EXEMPLO 4. Considere a transformacdo («, v) = ¢ (x, y) dada por
u=x-—y
v=x+y

coml<x+y=<2x=0ey=0. Desenhe aimagem de ¢.
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vA
x+y=k (=k, k) o o (k, k)
K x u
x+ty=k=>v=k
Observe: 1 x =0ey =k = (u,v) = (—k, k)

x=key=0= (u,v) =(k, k)

agem de ¢ €, entdo, o trapézio de vértices (—1, 1), (1, 1), (2,2) e (=2, 2).

8

: Con_sidere a transformag@o (x, y) = ¢ (6, p) dada por x = pcos fe y = p sen 6. Desenhe o
conjunto ¢ (B) onde B é o retangulo 1 < p<2,0< 0 =<2

- Considere a transformacio ¢ de R? em R? dada porx =u + vey=u— v. Desenhe ¢ (B)

@) sendo B areta v = 0.
b) sendo B o quadrado 0 < u< 1,0 <v < I.

. Mostre que a transformacao ¢ do exercicio anterior transforma o circulo u2 + v2 < r2 no cir-
Culox” +y? < 92,

- Sejafa transformagao de R? em R3 dada por (x, y, 2) = (u + v, u, v). Mostre que ftransfor-
ma o plano yy no planox —y — z = 0.

B iy s
Sejafu, v) = (w,v,1 —u—v),comu=0,v=0eu+ v=< 1. Desenhe a imagem de f.
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6. Sejao(u,v) = (x,y,z),comx =ucosv,y=usenvez=u.
X = p sen ¢ cos 0
y = p sen ¢ sen 0
Z = p cos ¢.

a) Mostre que a transformagdo o transforma a reta u = u) () # 0 constante) numa circunfe.

B e 2 R 1
réncia. Desenhe tal circunferéncia no caso u; = —.

b) Mostre que o transforma a reta v = v (v{ constante) numa reta (no espago xyz) passando
pela origem.
¢) Desenhe o (B) onde Béoretingulo0<su<1le0<v<2m

‘Desenhe o (B) onde B € o conjunto p = p; (p; > 0 constante), 0 < § < 27e0< o<
1) Desenhe o (B) onde B é o paralelepipedo 0 < p< 1,0 < §<2me0< <.

~

. Sejao(u,v) =(x,y, z),comx = ucosv,y 2= u s;n vez= uz. Mostre que o transforma a faixa
u =0, 0 <v =2 no paraboléide z = x~ + y~.

8. Desenhe a imagem de o (4, v) = (cos v, sen v, u),com0<u<le0<v<2m

9. Desenhe a imagem de o (1, v) = (u, v, 41 — u% —v? ), com u®> + > < 1.

10. Seja o (6, p) = (2 pcos 6, p sen ). Mostre que o transforma areta p = 1 numa elipse. Dese-
nhe tal elipse.

'CAMPO VETORIAL

C R" e consideremos uma transformagéo F de A em R". Muitas vezes, levando
significado fisico ou geométrico de F, serd conveniente interpretar F (X), X € A,
um vetor aplicado em X. Sempre que quisermos interpretar  (X) desta forma, referir-

-

0s a F' como um campo vetorial e utilizaremos, entao, a notacdo F.

11. Seja o a transformagio do exercicio 10. Desenhe o (B) onde B ¢ o retingulo 0 < p < 1,
0=s6=<2m

12. Seja o (u, v, w) = (ucosv, usenv, w),0<u<1,0<v<2me0<w < 1. Desenhe aimagem de o-

13. Seja o a transformagio do exercicio anterior. Verifique que o transforma o retangulo
Osus<10=sv=<2mew = 1, emum circulo. Desenhe tal circulo.

14. (Coordenadas esféricas) Seja P = (x, y, z) e considere a terna (6, p, ¢) onde 6 é o angulo entre
- -
0 semi-eixo positivo Ox e o vetor OF = (x, y, 0), p o comprimento do vetor OP e ¢ o Angulo
—>

entre o semi-€ixo positivo Oz e o vetor OP. Os niimeros 6, p e ¢ sdo as coordenadas esféricas
do ponto P. Verifique

) = — -
O 1. Represente geometricamente o campo vetorial F dado por F (x, »=j.

z | ,,':P V
’, 1
e
: F(-2,1)
7’ I
Q7 : I ’—;P
’ X,
I,’ : (_2| 1)! 11/?(0'0) ( y)
\w‘ / | : (x, )
" I : L -
”l E ll i Vx
of.” i - ?(-1,-1)I :
‘\\\ : y . T Fa,-2
0 ~‘~\ :
. : Hilsss
Sue, ip —27 1, -2

X
- de um campo vetorial constante; este campo associa, a cada ponto (x, y) de R? o

que as coordenadas esféricas (0, p, ¢) relacionam-se com as cartesianas do seguinte modo: bl = ;
/=10, 1), aplicado em (x, y). ]
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- - - -

EXEMPLO 2. Faga a representagio geométrica do campo vetorial l_") (xy) = x? +y 7 dere o campo vetorial g (x,y)= i +xy j.Desenhe g (x, y)nos pontos dahipérbole

y=1,comx > 0.

Solugao =

: ;: = V£ onde f(x,y) = x + 2y. Desenhe F (x, y), com (x, y) naretax + 2y = 1.
Il 77) (x, y) I = /x% + y?; segue que a intensidade do campo é a mesma nos pontos de

uma mesma circunferéncia de centro na origem. Observe que a intensidade do campo no

. -
‘ja _;' =Veg,ondep(xy =y— x%. Desenhe F (x, y) com (x, y) na pardbolay = 2.
ponto (x, y) € igual ao raio da circunferéncia, de centro na origem, que passa por este ponto, {

-
? =Vfondef(x,y z) = 2 +y2 + z2. Desenhe F (x,y, 2), com x> +y2 + z2 =1,

%4 >0,y>0ez>0.
A -
Fx, ) ja F = Vfondef(x,y,z2)=x+y+zDesenhe F (x,y,2),comx+y+z=1,x>0,
\ N ) / Rass o
4 \\ \ ,>‘(x'J') 2 2 - =i
’ Sy Sl i V(x,y) =x" + y~. Desenhe um campo F (x, y) paraoqualsetenhaVV(x,y) - F (x, y) <O0.
:‘ I, \\‘\\ ::f \‘ ‘\‘l -
v / ”,'"\\\ ' ',' ;

-
). Sejam Ve F como no exercicio anterior. Seja y (f) = (x (t), y (¢)), t € I, uma curva tal que,

-
~ para todo ¢ no intervalo /, ¥’ (1) = F (v (t)). Prove que g (1) = V (7 (1)) é decrescente em 1.
- Conclua que se vy (ty), ty € I, for um ponto da 2circu§1feréncia x2 + y2 = 12, entio, para todo
t=1y,t € I, y (¢) pertencerd ao circulo x~ + y” < r”. Interprete geometricamente.

. 2, 2. F 7 I ’
0. Sejam V(x,y) =x"+y“e F (x,y) =P(xy) i +Q(x) j, comPeQ continuas em R,
| -

 tais que, para todo (x, ) # (0,0), VV (x,y) - F (x,y) <0.Sejay (1) = (x (1), y (1)) # (0, 0),
H -

- t=0,talque y () = F (y(1). |

Exercicios 1.2

- a) Prove que g (f) = V (y (1)) é estritamente decrescente em [0, +o[. Interprete geometrica-
mente.

b) Sejam 7, re R, com T > O e r < R, reais dados. Suponha que r <l y (¢) Il < R para todo  em

1. Represente geometricamente o campo vetorial dado.

1

— ) 4
a v xy)=x"j ) A
- -

s
o [0, 7). Seja M o valor méximo de f(x, y) = V V(x, y) - F (x, y) na coroa r> < x> +y2sR2.
by h (x,y)= i + j

(T al[ M existe, pois f é continua e a coroa um conjunto compacto.) Prove que, para todo ¢
e€m 0’ TJ,

=

- - — e - -
) F(,yy=-y i +x j (Observe:(x i +y j)-(—=y i +x j)=0)

- -
&y G =0=2 j.lzxl<1 ﬂvww»ymmth

- % - y -
e) F(x,y) = i+ J €, portanto, para todo ¢ em [0, 77,
\/xz + y2 \/,\t2 % y2
- — . - Viy@®)—VyO) =Mt
P y 1 x K (y(@®) (v (O)
\/ x? + y? \/ x? +y? - ©) Utilizando a dltima desigualzdade glo itein b e observando que M < 0, prove que 7 () ndo
) =) . x 2.y = Pode permanecer na coroa r* < x° + y> < R’ para todo 7 = 0.
v (x, = 4
8 A o 52 + 32

d) Proye que lim V(y(f)existe e é zero.
1 t— +o

- - - -
2. Considere o campo vetorial f (x,y)= i + (x —y) j.Desenhe f (x, y)nos pontos da rett - ©) Proye que lim vy (#) = (0, 0). Interprete geometricamente

ay=x by=x—-1 ¢)y=x—2 =S
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11. Seja y (1) = (x (1), y () e suponha que, para todo 7 = 0, g i

eremos, agora, o campo vetorial de  C R” em R”, () aberto, dado por
_)

{56 (N==y@®—(x®)? (x, y i +0Kx y) Vil suponhamos que P e Q admitem derivadas parciais em ().

Yy =x (-3

Prove que vy () tende a (0, 0) quando 1 — + . (Sugestdo: Utilize o exercicio anterior.)

- oS -
i J k
1.3. ROTACIONAL ot 8. 8
# ox dy oz
. N P Q0 O
Consideremos o campo vetonal F®xy2d=Pxy2 i +0xy2 J +R(x Yy, 2) k
definido no aberto Q C R Suponhamos que P Q e R admitam derivadas parciais em (92 _ J
Q. O rotacional de F que se indica por rot F € o campo vetorial definido em () e i

dado por

. : 2 - 5 = - -
LO1.Seja F (x,y,2)=xy i +yz° j +xyz k.Calculerot F.

— - -
M=(ﬂ_g),-+(£_ﬁ)

_)
(e _ Y7
ax dy

dy Jz 9z ax
- 5 o
: ; i
A expressdo acima pode ser lembrada facilmente representando-a pelo “determinante”: | = ; J = - =}
: o d ) ot F=|9- 9 9 l=(z-22) i +0-y) j +O0—x &
dx dy 9z
- -5 - xy yz2 xyz
usthwy -k
rot F = N . 3
dx dy 09z
F QO R
— — — -
rot F=z(x—2y) i —yz j —xk. ]
8. Bl J& @ls-d 8.5 _
=__—__+__k VIF -—) _) 2
aQy iez l ‘i’f % g if ¢9Qy ' MPLO 2. Seja F (x, ) = Q (x, ) j . Suponha que, para todo (x, y) € R?,

Os “produtos” que ocorrem nos “determinantes” de 2.* ordem devem ser interpretados

. L . J ; ) .. JR ° um campo satisfazendo as condi¢des dadas.
como derivadas parciais: por exemplo, o “produto” de o por R € a derivada parcial 79;'

—5 y
Podemos, ainda, expressar rot F como um “produto vetorial”:

__)

Crot F,

- —

rot F=V /A F 1 90

% Para todo (x, y), 7— (x, y) = 0, segue que Q ndo depende de x, isto é, Q é cons-
X

- © cada reta paralela ao eixo x.
k
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{eremos, agora, um fluido em escoamento bidimensional com campo de velocida-

: - - :
y=0(@xy j.(v (xy)éa velocidade com que uma particula do fluido passa
' (x, y).) Observe que as trajetérias descritas pelas particulas do fluido s@o retas

-% . Pl B
as 20 €iX0 Y- Suponhamos que rot v (x, y) # (0, 0). Para fixar o raciocinio, supore-

_)
(x,y)>0e —ag (x, y) > 0. O campo de velocidade v (x, y) tem, entdo, o aspecto
o™ dx

, do exemplo anterior. E razodvel esperar, entdo, que “qualquer pequena coisa” (com
e de um pequeno disco) que flutue sobre o fluido gire a medida que se desloca sobre

SN O O A B

O campo acima satisfaz as condi¢des dadas. Sugerimos ao leitor desenhar outros cam-
pos que satisfacam as condicdes dadas.

Y

9x

Yy
4 1 1 T ¥

4111‘

6 situagdo no instante ¢ + Az

- - o 5
byrot F (x,y) = (x,¥) k = 0, paratodo (x, y) € R". ™

o —
. . g H d0
EXEMPLO 3. Seja F (x, )= Q(xy) j .Suponha que, para todo (x, y) € R", B (x, y)>0. | T —

a) Desenhe um campo satisfazendo as condigdes dadas. ideremos novamente um fluido em escoamento bidimensional com campo de velo-

_)
b) Calcule rot F .

=5 =5 =5
Solugdo v y)=Pxy) i +0xy) j.

sz > i , . ~ 1
a) Segue da hipétese que, para cada y fixo, a funcdo x — Q (x, y) € estritamente crescente, ponentes P ¢ Q sdo supostas de classe C.

isto €, Q (x, y) € estritamente crescente sobre cada reta paralela ao eixo x.

1
J | v (x, »)
A v
bt
: X, )
i i } oo
x
bt -
T x
A
y '\
’ T 1 0 objetivo a seguir é dar uma interpreta¢ao para a componente Z—Q = O;—P do ro-
X y

. -
al de
MA e B duas particulas do fluido e suponhamos que no instante 7, elas ocupem as

*0 Yo) € (x + h, o), respectivamente, com 4 > 0. Indiquemos por A(r) e B(r) as
OCupadas pelas particulas num instante ¢ qualquer.

— 0 - -
b)yrot F (x,y) = (x,y) k # 0, paratodo (x, y).

ax
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floc & ) 0 =y 0®-n 0.
Y % Trajetdria descrita por 4 - s (nsen 6, (1) + 8() 6, ()cos G, () = y2 () — N

. (to) = 0, 8 (1) = h, y2 (tg) = Q (xg + h,yg) e y1 (tg) = Q (xq, ¥p)-

; E y3 (to) é a componente vertical da velocidade de B no instante f; logo,

y2 (tg) = Q (xg + h, o).

1 (ty) = Q (xg, Yp)-

jtuindo @ em @ vem:
Ry

Seja 6), (t) o angulo (medido em radianos) que o segmento de extremidades A ®eB

forma com o segmento de extremidades A (to) = (xg. yp) e B (ty) = (xg + h, Yp)- (O sentido

Q (xo + h, yo) — Q (x0, Yo)
positivo para a contagem do angulo € o anti-hordrio.) Fagamos

h

65, (19) =

A0 = (x; (0,51 ) e B (1) = (x (1), y, (1)). velocidade angular do segmento de extremidades A (f) e B (1), no instante f,.

ze de @) que
Seja & (1) a distancia entre A (f) e B (). Observe que, no instante 1, 6 (tg) = h.

. d
lim 6 (tp) = —Q (x0» ¥0)-
h—0 dx
i a h > 0 suficientemente pequeno,

. ad
Op (10) = a—f (s Y0)-

amos que se o movimento for rigido (isto é, a distancia entre as particulas
constante durante o movimento) e com velocidade angular w, entdo, para
Yo

O (1)) = w

X Xyt h x

Q0
= — (xp, )
ax (Xo: Yo
Temos:

: PRic “Iemos, agora, uma outra particula C que no instante f; ocupe a posi¢do
&) sen 0, (1) = y, (1) — y; (1. ]

C (tg) = (xg, yg + k).
Derivando em relagio a , obtemos: (ty) = (%0, o

ATRIGUCY GC VOIGS VUriveio IChio G Varurcy Veiluriaio B
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.mos que chegarfamos a0 mesmo resultado obtido acima se, no instante 7y, 0s
— A(tg) e C(tp) — A (tp) foss;m ortogonais, mas nao necessariamente para-
s coordenados. (Veja Exercicio 7.)

nento for rigido com velocidade angular w, teremos

i aQ _ﬁ =l .& X0, —ﬁ(x, ).
«@ss—a—;(xo,)'o) 3y (x0, y0) Ou @ 3 ax(OyO) oy 0+ Y0

Yo+ k

-
>1,0 4. Suponhamos que a representagao geométrica do campo v (x, y) tenha o

Yo

No instante t, C (1)) = (X, Yo T k) e A (1) = (x5, yo)- Fagamos C (r) = (x5 (¢ t
01 (¢) a disténcia entre C (1) e A (¢), vem: 00 (3 .73 (). Sendd

8) (1) sen ¢y (1) = x; (1) — x3 (D).

Deixamos a seu cargo concluir que

P (x0, yo + k) — P (xq, y9)
k

@k (o) = —
e, portanto,
e as trajetorias descritas pelas particulas sao retas. O segmento de extremidades
a com velcE)idade_) angular nula, enquanto a do segmento AB € ndo-nula. Deve-

entdorot v # 0.

. . P
lim tg) =—— .

Para k suficientemente pequeno
_)

| =
® br (f0) = — %y’i s Yo) a F:QCR">R"(n = 2,3) ) um campo vetorial qualquer; dizemos que F é

icional se e somente serot F = 0 em ().

> ) > -
F irrotacional <> rot F = 0. [ ]
! ] — _r) - o5 5
'LO S. Considere o campo vetorial F (x, y) = — —~—.onde r=xi+yj.
__________ Ihr 2

Segue de @ e (®) que, para & e k suficientemente pe-
quenos, a soma das velocidades angulares, N0
instante f,,, dos segmentos de extremidades A (1) € | -
B (1), A (1) e C (r) ¢ aproximadamente ) |l = % 0 que significa que a intensidade de F em (x, y) é o inverso da dis-

» 7 -
Ponto a origem. Observe que a intensidade de F € constante sobre cada cir-

4% P
E(XO,)’O)_‘;—(XO,)’O)- . =
Y a de centro na origem. O sentido de F (x, y) é do ponto (x, y) para a origem.
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Na s1tuagﬁo'(.1), 0 segmento determinado pelas particulas A e B se desloca com velocidad®
angul.ar positiva (sentido anti-horério), enquanto o determinado por A e C se desloca com
veloqdade angular nula. Na situagdo (2), o segmento determinado porA e B se desloca com
velocidade angular nula, enquanto o determinado por A e C se desloca com velocidade *"""

-
i
T 0
ax
—x
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4
J
LA
dy
=y

_)
ot v (x,y) = [

24yl x4yl

o 3)|§..>¢-,L

nento ndo é irrotacional, pois,

|: 2xy 2xy

= =¥
- k=0.
(x2 + }’2)2 (x2 + y2)2 J

6. Considere um fluido em escoamento bidimensional com campo de veloci-

- - -
)= —y i +x j.Calculerot v e interprete.

-ﬁ
eque v (x y)é tangente, em (x, y), a circunferéncia, de centro na origem,
por este ponto. As particulas do fluido descrevem circunferéncias de centro
. A velocidade escalar da particula que se encontra na posi¢do (x, y) é

Il = \/x2 + y2 . Segue que a velocidade angular da particula que se encontra na

(x, y) € 1 (radiano por unidade de tempo): fodas as particulas do fluido estdo giran-
9 da origem com a mesma velocidade angular. Trata-se de um movimento rigido
dade angular 1.

< -
” N Tk,
I'I\\ \ TP
Vs L4 ’A
’ - \
' Niug” *\-—A \
1 ’ b ) \
' ! A -
T T T -
\ \ ,' ]
N '
\
N & .
\ ~~ _—' ’

Que o circulo A gira em torno da origem, com um movimento de rotagio em

S€U Préprio centro.
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Exercicios 1.3

1. Calcule o rotacional.

- - - - ‘ g
a Fxyag=-yi+xj+zk k

- - - - - =
b) F(xy2=xi +y j +x k (s’t)=P1(s,t)u+Q1(s,t)v

- - -
o) F(xy2=yzi +xzj +xyk

\:

= 2 BT
d) F (x,y)=x"+y) i
=2 2 92
e) Fxy=xyi —x° j

= s = ). (s, 1) = @ (x, y) cos a — P (x,y) sen «
2. Considere o campo de for¢a central g (x,y) =f(l rll) r ondef: R — R é uma fungdo 3
=% :

x=scosa—tsenaey=ssena+ tcos a Mostre que
: g = - o
derivivele r =x i +y j. Calculerot g.

) —
3. Seja¢: Q) C R > R, Q aberto, de classe C°. Verifique que o campo vetorial F =V @&
irrotacional.

4. Considere o escoamento bidimensional na regido () = {(x, y) € R’ -3<x< 3,y ER}com LN -
. xz = t(x'y)=s u +1 V.)
velocidade v (x, y) = | 1 — T J. 0

a) Desenhe tal campo de velocidade.

b) O escoamento € irrotacional?
) = (F}, F,, ..., F,) um campo vetorial definido no aberto () C R" e suponhamos

5. Considere o escoamento bidimensional onentes F, F,, ..., F, admitem derivadas parciais em (). O campo escalar

_)
PSS S S Sy div F: Q>R
2+ y2 X2 + y2

a) Desenhe tal campo. N

> iy T Oy OB
b) Calcule rot v e interprete. dx;  dxp dx,

6. Considere o escoamento . 73

- _ - - - _ . =
v (%, y)= - - i V- F¢ freqiientemente usada para indicar o divergente de F ; interpreta-

i+
(% # y @2y ! i, i
" F como o “produto escalar” do vetor V= | ——, —2— ...,
ax) dxp axy,

—

5 J pelo campo
onde @ > 0 € uma constante. Verifique que rot v (x,y) # 0 paraa # 1.

; ?Fl’ Eo ... F ), onde o “produto” de N por F; deve ser entendido como a deri-

= 2 = . 2 2 : i X;
7. Seja F =P i + Q j um campo vetorial de R“ em R, com P e Q diferencidveis. Sejam OF L
-t - - > - - ‘a \i:
u =cosa i +sena jev =—sena i +cosa j,ondeoz=;450<4,umrealdad0~Sej : ax;
- - — =
(s, 1) as coordenadas de (x, y) no sistema de coordenadas (0, «, v ). Assim (x, y=su +t Ve - d 3 9
= 4 V-F=| —, —— .  ( By Pos nves By)
Observe que (x,y) =s u + ¢ v éequivalenteax = scos @ — rsenaey = ssen a + 1 coS & dx)  dxp dxp
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_—)
CA:div F (x,y,2) é niimero.
dx;  dxy dxp,

)2, Calcule V - V¢, onde ¢ (5, y) = .
O simbolo V ¢ ja foi utilizado anteriormente (Vol. 2) para representar o gradiente B
campo escalar ¢ : ) C R" —» R: -‘

V¢=a—¢z+‘9"’1=2xyi+x21~
v e dp do dx
p= vy — |
ax;’ dxy ax,
7 (2xy ’

Deste modo, o gradiente, divergente e rotacional podem ser representados simbolicament, P
pelos “produtos” V ¢, V- F e V/\ F, respectivamente. 3)’

Vamos destacar, a seguir, as expressoes do divergente nos casosn =2en = 3. Se = 2y

- =¥ —>
F(xy)’)zp(x:)’) i +Q(x’y) J V-V(P=2y=diV(V(P).

entdo mos o campo escalar ¢: {1 C R" — R e suponhamos que ¢ admita derivadas
a 2.2 ordem no aberto (). O campo escalar
%
divF(x,y)=£(x,y)+£(x,y), qu,;Q._,R
dx dy
2
Se Vie=V:Vop
— —» - - se laplaciano de ¢. Assim, o laplaciano de ¢ nada mais € do que o divergente do
FXxy2=Pxy2 i +0xy2 j +Rxy2) k  ¢. Como .
SnED aha J dp I e
V.V‘P= =y EERE} "l e s el T
axy dxp dxp dx; Jdxp ax,
r IP
div F (5, 2)=—(x, 5, 2) + 90 (x y,2)+ 28 (x, y, 2). 2o 2o e
dx (9)’ (?Z =——2+—2++ )
dx{ dxy axy
que o laplaciano de ¢ é dado por
a F UG s v P 2 2 2
EXEMPLO1.Seja F (x,y,2)=(x"+72) i -y j +(2x+3y+zz) k . Calcule div F- v2 a¢+¢9¢ Fer .
L dxl ¢9x2 ' 0x,%
S D 3. Seja g (x, y,2) = x* + y + 72 Calcule o laplaciano de ¢
di"?(x Z)=i(x2+2)+i(— 2)+i(2x+3 + 22} '
T = 2R : V2,00 e e _ -
Sl Al LAY T R
o = -
Assim 4.Seja F (x,¥) = Q (x,y) j .Suponha que, para todo (x, y) € R2,

%
div F (x,y,2) = 2x — 2y + 2z.
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a) Desenhe um campo satisfazendo as condi¢des dadas.

ﬁ
b) Calcule div F .

Solugdo 5 (Interpretagdo para o divergente.) Consideremos um fluido em escoamen-
- S locidade
q) Sc:,gue da hipétese que, para cada x fixo, a fungdo y — Q (x, i ceo o v
isto €, Q (x, . y) € estritamente crescente sobre cada reta paralela
a seguir satisfazem as condigdes dadas.

¥) € estritamente crescenga

. 4 4 2
20 ¢ixo y. Os campos dago, v ) =Pxy i +0xYy Jj

1 sdo supostas de classe C 1 Consideremos um retangulo de lados paralelos aos
imentos & € k suficientemente pequenos.

i

—

a{y

N N N N

divf # 0 erot ?:6'

"

que no instante ; encontra-se no retangulo ABCD, no instante 7, + At encon-

‘paralelogramo curvilineo” A{B,C,D;. Indiquemos por V (t, + At) a drea ocu-

fluido que, no instante ¢, ocupa o retangulo ABCD. Temos V (#;) = hk. A seguir,

iar V (t, + Ar), para At suficientemente pequeno, onde V (t, + Ar) € a drea do

no curvilineo” A;B;C;D;. Como estamos supondo &, k e At suficientemente

a drea do “paralelogramo curvilineo” A;B;CD; ¢é aproximadamente a drea do
— —_—

mo determinado pelos vetores AjB; e A;D;. Temos:

yA

JP
P (xg + h, yp) =P (xg,y0) T h e (xg» Yo)

NV

d
Q (xg + h,yg) = Q (xp,y9) + h a—f (x0, Yo)s

Pl
bt

divF #0erotFx 3

P
P (XO, yO + k) =P (XO, yo) + k a_y (xo, yo)

3
Q (xg, yg + k) = Q (xq, o) + k a_£y2 (xp» Y0)-

0 (xg, yo + k) — Q (x0, Yo)
k

'o,a‘Q
dy

. Dai para k suficiente-

(xg, yp) = lim
o }’()) k—0




i

ABANAD = | h+mat % (50, v0) mAt 22 (0 ye) O |=
B ax ax p
T Lt PO k+ kAt 22 (x0, y0) 0
dy dy

j==———

L ox ay ay ox

1

Assim,

R e I

€s das particulas que se encontram sobre o lado DC sdo iguais entre si e mai-
Velocidades daquelas que se encontram sobre o lado AB. As part~1culas que no
Pam o retingulo ABCD, no instante ¢ + _A)t, com At > 0, deverdao ocupar um

€ drea maior. Devemos esperar entdo div v (x, y) > 0.

V (1o + Af) = hk + hkAt Z—P G, o) & hkAz_‘;—Q (X0, Yo)
x y

d JdP
+ hk (Ar)? [ﬁ o 30) 22 (it 00 — 22 Gt 30) 22 (g, yo)]- -
dx dy dy dx A
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Temos, entdo

J-J- J~2x+2y—1
volumede B = )] | ], 5

onde K € o circulo (x — 1)2 + @y - 1)2s 1. Como
D+2y—1- -y =1-(x— 1=y - 1)?

dz} dx dy

resulta

volume de B = ' 1—-x—-1"— _12 dx dy.
Fagamos

x—1=pcos 6

y—1=psen 6

0 que significa que estamos passando para coordenadas polares, com pélo no ponto (1, 1),

Temos, entdo,

lose:de B J'” f 1— 55 pdbe = T
volume de B = = =
A 0( p°) pdp 2

Exercicios 5.4

1. Calcule

a) _UIBxyZdXd}’dzonchéoparalelepipedoOstz,Osys151szsz‘

o _U‘Lxd-"dydzondeBéOCOIljuntoOSxS1,0<y<1ex+yszsx+y+l'
) ”‘L mdxdydzondeBéoconjuntoOsxs ,0sz<le0<y<z

d) .”J.B madydzondeBéocuboosxs Lo<y<le0<z<I.

e) J.‘“.BdxdydzondeBéoconjuntoxz+y2szs2_x_

D J_”B (& + 7% dx dy dz onde B é o cilindro x* + y* < 1,0 <z < 1.

g) ‘”J‘BdxdydzondeBéoconjuntox2+y2szs2x+2y— 1.

Integrais Triplas

h) I‘U ydxdydzondeBéoconjuntox2 +4y> <1,0<z<1.
B

D J'”Bszxd)’dzondeBéoconjumox2+y2s1,x2+y2+z2$4ez;0.
;‘ ) J'”-Bxdxdy dz onde B é o conjunto x* — y?> <z <1 — 2)°.

1 m)_”JB e*’dxdydzonde Béoconjunto0<x< 1,0sy< xe0szs<I.
n) IHBxd’Cd}’dzondeBéoconjuntox2Sysx,()szsjﬁ_y_

1 0) IJIB 2z dx dy dz onde B é o conjunto x> + y* + 7 <4,7=0.

- IH 2z dx dy dz onde B é o conjunto 4% + 92 + 22 <4,7=0.
B

e
Jxty’

2. Calcule o volume do conjunto dado. (Sugerimos ao leitor desenhar o conjunto.)

0sz=

a) Osxs1,0$y$1e0$z<5—x2—3y2.
B)0<x<10<y<xe0<z<ux+).

c) x2+y2<z$4.

d)x2+4y2<z<1.

e) x2+y2S4ex2+y2+z2$9.

bi) x2+4y2+9z2$1.

2 2 2

) x_2+y_+z_2sl(a>0,b>0ec>0).
(&

g
h) x +y2$zs4x+2y.

i) xz+y2S1ex2+zz$1.

g x2+y2szs V4 —3x2 = 3y2.

) (x—a)2+y2<a2,x2+y2+22S4a2,z>0(a>0).
_ m)x2+y2$a2ex2+22<a2(a>0).

. ")x2+y2+z2Sazez/i(a>0).
‘o)xzizsl—yeyzo. o

D)+ 2% <7<24® - @a>0).
)P+ +—1)2<lez=x+)%
N4+ 9 + P<des’ + 9P <.

€ a soma das coordenadas.

8(x,y,2) =x+y.

D HI xdxdy dzonde Béoconjuntox® +y> <4, x =0,ex+y<z<x+y+1
. B

115

3. Calcule a massa do cubo 0 < x < 1,0=<y=1le0=<z= 1, cujadensidade no ponto (x, y, z)

4. Calcule a massa do sélido.x + y+z=<1,x=0,y=0ez= 0, sendo a densidade dada por
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5. Calcule a massa do cilindro x> + y =<4e0=z=2,sabendo que a densidade no ponto (x, »2)
¢é o dobro da distancia do ponto ao plano z = 0. ‘

6. Calcule a massa do cone /x> + y> <z < 1, sendo a densidade no ponto (x, y, z) Proporej.
onal ao quadrado da distancia do ponto ao eixo z.

7. Sejam B C R3e f(x, ¥, z) uma fungdo continua em B. Seja (x, ¥, Zp) um ponto interior de B l
Para cada natural n, seja B, uma bola de centro (xq, y, () € raio r,, com B, C B. Suponhg
que r,, tende a zero quando n tende a + . Seja V,, o volume de B,,. Prove que

Jim [, reo dayde =000

(Sugestao: Utilize o teorema do valor médio para integrais.)
8.SejaB C R e sejam fe g duas fungdes continuas em B. Suponha que, para toda bola B, C g,

H.[Blf(x’ ¥, 2) dxdy dz = I”B, g (x,,2) dx dy dz.

Prove que f (x, ¥, z) = g (x, y, 2) em todo ponto (x, y, z) interior a B.
9.SejaB C R® uma bola fechada e sejaf: B— R uma fun¢do continua, com f (x, y, z) > 0 em

B. Prove que J] flxy 2dV>0.

10. Seja B C R® um conjunto limitado, com fronteira de contetido nulo, e seja f: B — R uma

funcdo continua tal que f (x, y, z) = 0 em B. Suponha que ‘U.J‘ f(x,y,2)dV = 0. Prove que .
B

f(x, y, ) = 0 em todo ponto interior de B.

11. Calcule J-J.J‘ x2 dx dy dz, onde B é o conjunto de todos (x, y, z) taisque 0 s x < 1,0 sy<1
B

e z = 2. Compare com o Exercicio 10 e explique.

5.5. MUDANCA DE VARIAVEIS NA INTEGRAL TRIPLA.
COORDENADAS ESFERICAS

O teorema de mudanga de varidveis na integral dupla estende-se sem nenhuma modifi- '

cagdo para integrais triplas.

Teorema (de mudanga de varidveis na integral tripla). Seja ¢: () C R - IR3, Q

aberto, de classe Cl, sendo ¢ dada por (x, y, z) = ¢ (4, v, w), com x = x (u, v, w),
y=y(uv,w)ez=z(uv,w).SejaB,,, contidoem (), B, compacto e com frontei-

]

ra de contetdo nulo e seja B aimagem de B, pela ¢. Suponhamos que ¢ (éuvw) =B
I(x, y, )

0
d(u, v, w) .

€ que ¢ seja inversivel no interior de B,,,,,,. Suponhamos, ainda, que

para todo (u, v, w) € Euvw . Nestas condigoes, se f (x, y, z) for integravel em B, entao

x5 2

”.[ f("y’z)d"dydz—”j f(<p(uvw))‘a(“ du dv dw.

b

U seja

=
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‘4 sen(x+y—2) Z "
s == 7 2 dxdydz, onde B é o paralelepipedo
(EMPLO 1. Caleule jﬂB e y paralelepip

x+2y+zs2,0$x+y—zs%eOSzSI.

ugﬁo
' ' Facamos a mudanga de varidveis: u =x+y—zv=x+ 2y + zew = z. Temos:

= -y — 2 x=2u—v+3w
v=x+2y+tz = y=—u+v—2w (Verifique.)
w=z Z=w
‘eque
o O ax
ou v ow
9@y D HH |y (verifique.)
2 (u,v,w) du v ow
%
ou v ow

dx dy dz = du dv dw

¢ evidentemente o paralelepipedo

O=su< %,ISVSZCOSwsl.(Porqué?)

¢ o 5 o~ aw
1emos, entdo: (K € o retangulo 0 s u < T Isy=< 2)

fll, 22 a2

U B ¥ :|du dv

='U X E i dv=J.]2%dvj‘0% senudu=[1—gj In 2,

K v

x+2y+z

JIJB—Sen(x+y—Z)dxdydz=(1—%]ln2. .

volume de B = ”‘J.D dx dy dz.
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tre z — 0
Utilizando a mudanga de varidveis do Exemplo 1, : sen 6  sen ¢ cos 0 CO8@, o8
. 2 b2 = p2 sen ¢ | cos 6 sen ¢ sen 0 cos ¢ sen 6| = p” sen ¢.
0 cos ¢ —sen ¢

[N, v te = [If, v = [ [ [ aw=T.

Portanto, o volume de B é % (unidades de volume).

d(x,y2) _ J-
e = ¢
(0, p, @) P

‘ i i imos ao leitor decord-lo.
EXEMPLO 3. (Coordenadas esféricas.) Cada ponto P = (x, y, z) fica determinado Pelas omo este resultado ird ocorrer vdrias vezes, sugerl
—

suas coordenadas esféricas (6, p, ¢), onde 6 € o angulo entre o vetor OB = (x, y, 0)e 7 0<@<mp=0ed<e< ™ }; seja B, um compacto, com
, ; >

Seja S = {(0, p.¢) ER?

5 i Hive O . d 0—> & ] o
ERIFeRG pasiin (2 p b oomprineniado vetar OF & odagulo entrec vt T Jnteira de contetido nulo, contido em S. Observamos que a transformagdo dada por () é

semi-eixo positivo Oz.

. o d(x, y, 2) :
versivel no interior de S e que, para todo (6, p, ¢) em By, ——3(0 o) # 0. Seja B

imagem de B, pela transformagd@o (D. Entdo, B é a imagem de Bgy,, pela transforma-
o (D (verifique). Entdo, se f for continua em B

4

[[] fey.0dcdyde=
J.J.J‘ f(psen @cos 6, psen @ sen 6, pcos @) p2 sen ¢ d@ dp de ]
B

1
1
1
1
1
1
P 1
. ! 6o
&7 !
o 1
\v\ // : MPLO 4. Seja By, , um paralelepipedo de faces paralelas aos planos coordenados e
B : . . . .
et | arestas A6, Ap e Ag, contido no conjunto S acima. Seja B a imagem de 1?9P<P pela trans-
g = : — agio x = psen @ cos B, y = psen @ sen fe z = pcos ¢. Mostre que existe (6}, py, 1)
S ' y
e S ! By, tal que
0 Seal ;
U

volume de B = p% sen ¢ A6 Ap Ag.

As coordenadas cartesianas (x, y, z) do ponto P e suas coordenadas esféricas relacionam-
se do seguinte modo:

X = psen ¢ cos
® y = psen ¢ sen 6
2= pCos ¢.

A seguir, vamos calcular o determinante jacobiano da transformagio (D).

—p sen ¢ sen 0 sen ¢ cos 6 p cos ¢ cos 6
2(x, 52 _

— =2 = | psen ¢ cos O sen ¢ sen 0 p cos ¢ sen 0| =
(0, p, p) 0 cos ¢ —p sen ¢
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volume de B = I_UB dx dy dz.

Passando para coordenadas esféricas, obtemos:
J.J dxdydz = J..U p2 sen ¢ df dp de.
B . .
Pelo teorema do valor médio para integrais, existe (6, p;, ¢;) em By, tal que
'”.J.B p2 sen ¢ dBdp do = p% sen ¢; A6 Ap Ae.
oo

(Observe que A6 Ap Ag é o volume de Bop‘p.) Portanto, existe (6, p, ¢;) em BOP‘P tal

volume de B = p% sen ¢ AO Ap Ae.

i

Antes de passarmos ao prximo exemplo, observamos que a férmula (2) que precede o Exem-
plo 4 continua valida mesmo quando B, estiver contido no conjunto de todos (6, p, ¢) tais

que0=<6<2mp=0e0=< ¢= m (Verifique.)

EXEMPLO 5. Calcule a massa da esfera x> + y2 +2< 1, supondo que a densidade no
ponto (x, y, z) € igual a distancia deste ponto a origem.

o i i R

massa M da esfera €

szjIBmdxdydz

‘ 2 2 rdenadas esféricas, obtemos
e B ¢é aesfera x* 4+ y* + z° < 1. Passando para coo

w=[l]

Bﬂtw

\/;’? p? sen edbdpde

Bgpe ¢ © paralelepipedo 0 < f <2m 0<p<LO0< o= Segue que

=

M= fz"de Il p* dp [ sen ¢ dg = m (unidades de massa).
0 0 .

MPLO 6. Calcule o volume do conjunto de todos (x, y, 2) tais que

A l<x+y+z<3x+ys<zsx+y+2,x=0ey=0.
N b olugcdo
* ’
\M'er L ¢ Fagamos a mudangca de varidveis
’ "
l’\ L P u=z7—Xx— y
’ ’
7 1
L : v=x+y+tz
z !
;L .p N 1 W= X
1,7 \ 1
N \ y> : y> |
. \ : ‘ ue € equivalente a
o \\\ || :
N 1 1 o
\\ 1 Ao xX=w
o Mg 1 2w)
x N e =—(—utv-—2w
sl x i Y 2 (
\\ 1
A6 z=— @ +v).
2
Para A6, Ape Ag suficientemente pequenos, med /N = pApe - ® transforma os planos
medmspsenq:AO. = +y+2z=3
O volume de B ¢ aproximadamente o volume do paralelepipedo x+y tz lex+y
retangulo de arestas p Ag, psen ¢ Afe Ap, onde 6, pe ¢ sdo as L
coordenadas esféricas de M. N0s planos

v=1ev=3;
Mansforma os planos

z=x+yez=xty+2
105 planos

u=0e u=2;
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transforma o plano x = 0 no plano w = 0; finalmente, transforma o plano y = 0 no play, , K é o compacto

U=z —Xx v
v=x+2z g
=X 3 ,'v=u
’I
L 4
ou seja 2
2w =v — u. :

A condigdo x = 0 acarreta w = 0; a condi¢do y = () acarreta

—2w—u+v=0.

O] R

J% g dw |dudv = J;z [J'(: % v—u du] dv + -‘.23 [joz % (v—u) du] dv.

25
volume de B = £y (Confira.)

XEMPLO 7. Calcule

JJ'IB Jx2+y2 + 22 dedydz

e e B € o conjunto de todos (x, y, z) tais que
0 0 1 . -
Iy _ -1 L _, 1 P+yszsx2+y
Iwv,w)y | 22 )
= = 0
2 2
i Vamos passar para coordenadas esféricas
Assim
= IJ’J‘J‘ x = psen ¢ cos 0
JIIde dydz = 7 s, du dv dw. b = b o o gt
7= pcos ¢
Portanto,

1
1 —(v—u)
volume B = — HK jOZ dw | dudy dx dy dz = p? sen @ dep dp db.
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Vejamos como fica a equagio do paraboléide em coordenadas esféricas:

pcos o= p2 sen” 17 cos® 0 + p2 sen? @ sen” 0 cos2 @
” p3 sen o dodpd = H Isen ¢ p3sen @dp|dfde
i By K |J0
ou seja
cos ¢ : ~ T __ T
= e Kéoretingulo 0 < O <2m — < @< .
sen? @ n 4 2
) SCgue que
) 7 (5 cost ¢
g ”j 2+ )2+ 2% dxdydz= = j# — de.
2 JE sen’ ¢
4
|
i ]
ndo ¢ = ? — u, obtemos \
v
i LA = 5 ) i
Jz cos? & et do j“ Sen ¥ gy = J.‘* sec> u(sec® u — 1)* du. i}
sen’ ¢ 0o cos’ u 0 H
x Para calcular a dltima integral, utilize a férmula de recorréncia l
= —2 _
Jsec"xdx N T 2itgx+ == I sec" 2 x dx.
O conjunto B € obtido pela rotagéo da regido hachurada, em torno do eixo z. (Observe que n—1 n—1
7= /x2 + y € uma superficie conica obtida pela rotacdo da reta N eja Exercicio 2a da pdg. 360 do Vol. 1, 5.2 edigdo.) -

EXEMPLO 8. Calcule a massa do sélido
=1L, 2+ +2 <2

em torno do eixo z.) $endo a densidade no ponto (x, y, z) igual a distancia do ponto a origem.

Para cada (6, ¢) fixo,com 0 < § < 27re % Ses g,Pdeveré variar de 0 a 00824’ :
sen” @
Temos

massa = jHB Nx2 +y2 + 2% dxdydz
”J Nx2+y2 + 22 dxdydz = J‘J.J. p? sen ¢ do dp do
B B

2z . h‘ :
onde By, € 0 conjunto de todos (6, ¢, p) tais que i

A equacio do plano z = 1 em coordenadas esféricas é
cos ¢
senZ ¢

0S9$27T,£$(p$ %,0$p$

4 pcos =1
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o A i o TR s ot R e = R ———

ou seja 1
1 4
= — - sen ¢ de db
a0 massa r .UK [16 cos® ¢~ 3 ‘P]
cos ¢
A equacdo da superficie esférica 2+ y2 + 22 = 2z em coordenadas esféricas é
w
2= =T “‘_4— 16 cos* @ — a sen ¢ de.
i i massa = 5 do [ # cos? ¢
ou seja, _
‘Fazendo u = cos ¢ e, portanto, du = —sen ¢ deresulta
p = 2cos ¢. 1

(Observe que massa = ri J.‘/E 16u™ — u—4 du.
2

x2+y2+22=224:>x2+y2+(z— 1)2=1
p o ; . ) calculo da integral fica para o leitor.
que € uma superficie esférica de centro (0, 0, 1) e raio 1.) 1

GXEMPLO 9. Calcule

| o

ynde B é o conjunto de todos (x, y, ) tais que

—1)2 — 152
=i . = g
4 9

= 132 —1)2 —1)2 =12
(x—1) O=D" | 2es o L O U ip=1f=L
= 4 9 4 9
¥y
1.° Processo
Vamos, inicialmente, deslocar o centro do elipséide para a origem. Para isto basta fazer
a4 mudanca de varidveis
™ St 1 p u=x—1
Para cada (6, ¢) fixo,com 0 < 0 <2we0 < ¢ < —, pdeveri variar de até 2 cos ¢
T _ . cos @ pEy—1
emos, entiao
w=z-1
2 cos ¢ 2 :
SR H f 1 Plsengdp|dode P scja
= cos ¢
x=u+1
A T y=v+1
onde Kéoretingulo0 < <27 0<¢p=< —.
4 z=w+l
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Como
d(x,y,2)
———— =] (verifi
d(u, v, w) ( e}
resulta

[, zavavaz= {[[ oo+ v duavan

onde B,,,,, é o conjunto

2 2
2 9 w 1

Vamos, agora, transformar o conjunto (1) em uma esfera. Para isto basta fazer a mudap- ‘

ca de varidveis

e @
2
Ve
3
Z=w
ou seja
u=2X
v=3Y
w=Z
Como
o(u, v, w)
— P = 6 4
X Y. 2) (verifique)
resulta

_mB zdxdydz =6 mB (Z+ 1)dX dY dz
1

onde By ¢é a esfera
x2+v:+72%<1.

Passando para coordenadas esféricas resulta

J”B tdpdydz=1=6 J.-UB,, (pcos ¢ + 1) p sen ¢ dp de do
op

Integrais 1riplas

e Bogp ¢ o paralelepipedo

IHB zdxdydz = 12m _[0" [J: (p> cos ¢ + p?) sen ¢ dp] do

m
=71'J'0 [3 cos @sen ¢ + 4 sen @] deg

nto,
3 o
”‘J. zdxdydz = [— sen? @ — 4 cos cp] = 8.
B 2 0
° Processo
- Vamos fazer a mudanga de varidveis
x=1
= psen ¢ cos 6
y—1

—3—=psen<psen9

z—1=pcos ¢.

I(x, y,2) 5 :
—22 2222 = 6p” sen ¢. (Verifique.)
a6, p, ¢)

€ o paralelepipedo
0<0<2m0=s=ps1l,0sepsm
““‘* Serve que para cada p fixo no intervalo [0, 1], ( transforma o retangulo
_ {6,pl0<6<2m0<¢p=<m}
0 elipsGide

=D , =12 e g
2 + 9 +(z ) = p-.

J” zdxdydz =6 J.”. (1 + pcos ¢) p2 sen ¢ dp do do.
B Boyp

1o
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EXEMPLO 10. Considere a integral

H [y, 2) dedy de

. ; N
sendo B o conjunto a) I”B x dx dy dz onde B € o conjunto x = 0,x+y +z7<4

2

2 2 2 2. 2.2 2
P<Z+y +I<R,a7 —x =y =020 5 Hj 2 dx dy dz onde B é o conjunto 1 < x> + % + < 4,2>0.
B

P
0 jIjBxdxdydzondeBéocon]unto—4—+—9—+z <1,x=0.

d) jJ‘I Jx+y3x+2y-z dxdydzondeBéaregiéo1<x+y$2,0$x+2y—z$1
B

e0=z=<1
e) “'J z dx dy dz onde B é o conjunto z = «/xz +y2, e +y2+22$ i
B

onde 0 < r < Re a > 0 sdo reais dados; f: B— R € suposta continua. Passe para coorde.
nadas esféricas.

Solugdo

1 5. 24 i
2= — x2 + y2 éuma superficie conica gerada pela rotagio, em torno do eixo z, da

1
- ; ¥ £ IIJB Nx2 Y2+ 22 dxdydzondeBéaintersegz“\odasemi-esferaxz+y2+z2$4,z>0,
x=0 com o cilindro x~ + yzs 1.

| X2y 22
2. Calcule o volume do elipséide = +—+—=1
‘ a b2 c?

~ 3. Calcule a massa do s6lido &+ y2 + z2 slez= (x? + y% , supondo que a densidade no
ponto (x, y, z) é proporcional a distancia deste ponto ao plano xy.

4. Calcule o volume do conjunto z = w/xz + y? ex? + y2 + 2 <2az(a>0).

5. Calcule o volume do conjunto z = AxZ + vy e 2+ y2 + z2 < 2ax (a > 0).

5.6. COORDENADAS CILINDRICAS

Cada ponto P = (x, y, 2) fica determinado pelas suas coordenadas cilindricas (p, 0, 2),

o o

—__) . .
onde p ¢ o comprimento do vetor OR = (x,y, 0)e 60 angulo entre este vetor € 0 semi-e1Xo
positivo Ox. As coordenadas cartesianas (x, y, z) do ponto P e suas coordenadas cilindricas

8y, =a < p, = arctga. relacionam-se do seguinte modo

x =pcos B
y =psen 6
Para cada (6, ¢) fixo,com0 < § <2me 0 < ¢ < ¢, (¢, = arc tg a), pdeverd variar de raté T=Z

R. Temos, entio
" bserve que (7) transforma o paralelepipedo 0 < p<r, 0 < § <2me 0 < z < hnocilindro

“+y<2e0<z<h
O determinante jacobiano de () é dado por

mgf (x,y,2)dxdydz = HK [J;R 8(6. @, p)p? sen @ dp] dode

ondeKéoretﬁnguloO< 0<2m0<¢p=<gye
Iz, y, 2) cos —psenf O

86, ¢.p)=f(x 2 G52 —lsend pcos® O
d(p, 6, 2) 0 0 1

comx = psen ¢cos 6,y = psen ¢sen ez = pcos ¢.



e, portanto,

9(x,,2) _
a(p, 6, z)

Em coordenadas cilindricas temos entdo

I_”Bf(x, y,2)dxdydz = .UJ-B &f(p cos 6, psen 0, z) pdp df dz
P

EXEMPLO 1. Calcule j HB Jx2 +y2 + 22 dxdy dz onde B é o cilindro

PH+y’<1,0<z<l.
Solugdo

Vamos calcular a integral utilizando coordenadas cilindricas.

x=pcosf
y=psenf com (p, 0,z)EBp(9Z
zZ=12

onde B g, € o paralelepipedo

Temos
j-UB Nx¥2 +y2 + 22 dedydz = J.'UB p \p* + 22 dpdb d.
pbz

Por outro lado,

m' B+ 2 dpdbids = J'z" 6 J'IUI gilois g dp}dz.
B, 0 Jo | Jo |

—

A

2

do = 2

3
A T Y

&8 OON By, SO | .Y Gprevee _—ar e

- 1

J'l (1+22)2 dz — —

L
3
1 3

agora, calcular j (1 + 22)2 dz. Fazendo a mudanga de varidvel z = tg 6, obte-
¢ 0

1 ) z 2 5
[ (+22)2 dz= [ 4 (1412 0)2 sec” 08
0 0

1 3 e
j (1+22)2 dz= [ 4 sec’ 6.ab.
0 0

tilizando a férmula de recorréncia

sec” "2 0tg 6+ n= 2 J.sec"_2 0do

j sec" 6dO =

n—

w

m M
_[4 sec® 0 df = [—1— sec? tgh + 4 sec 0 tgh + 2 In (sec 6 + tg0)]4 i
0 4 8 8 0

U seja,

o
_[04 sed il = ‘—25— " —3‘85 + % In (V2 +1).

C+yY-—uas0onx-1)2+y*<1.
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Integrais Triplas

Facamos entdao

b |
x—1=pcosf
y =psen
Z2=Z

T
s —el=z= + 6.
(® e,z)EBpezondeBp&édadoporpsZCOS0,0S ES > e0=<z=<pcosf+ psen

, forma, 0 volume serd

T cosf
‘msoUpcos+pse"0pdz]dpdo=fzJ. 7 [p? cos 6+ p? sen 0] dp do
| " 0 Jo

s
2

I:% (2 cos 6)3 cos 6 + % (2 cos 0)® sen 0] de

Il
S—

0

com (p, O,Z)EBP(,z,ondeBpozédadopor0$ps LOsOsmO0<sz<1+pcos O+ psen,

Temos

”L dxdydz = ” , PP d0 d:

Por outro lado,

7 ¢l [ pl+ pcosf+ psenB
J‘_”Bp&pdpd()dz—fo jo [_[0 pdszde
T el 1+ pcos+ psenf
= dp dé
_[0 fo [;02]0 p
| el
2-[0 -[0 (p + p? cos 6 + p? sen 6) dp|do
|
=J [l+lcos0+lsen0Jd0
0[2 3 3
Portanto,
J‘J‘J‘ p dp df dz = L L (unidade de volume)
B, 2. 8
que € o volume do sélido dado.

Observacio. Se tivéssemos tomado o pélo na origem teriamos

w

J‘E (cos* @ + cos3 6 sen 0) d
0

I
W | oo

Il

SYE

+ — (Confira!) [ ]

w8

b [PLO 3. Calcule j”B Jx% + y2 — z dxdydz onde B é dado por

Osysx,Osxsl,Oszsx2+y2.

Processo

I 52 = aravae =[] Uj”z ﬁuy—z-zdz]dxdy

e Kéoconjunto0 <y<x 0sx<1.

x =pcos 6 v ik a2 +y?
_ 2 52 =,
y=psenb J'x ' w/x2+y2—zdz=—%(x2+y2—z)2

g=g 0 )

3
g

HJB Jx? + 32 — 2 drdydz =HK % (%2 + yz)% dx dy.
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Mudando para coordenadas polares

1
{x=pcos€

y =psen 6

x=1<&= pcosl=1

resulta

1P <x2+y2>2 dxdy = j jmlsf’ p® pdp | do

V2 | 32

=— 4 sec50d0——(— oI 2
2 8

5 8

que j4 foi calculado no Exemplo 1. Portanto,

R F S TR

2.° Processo (Utilizando coordenadas cilindricas)

I”B Nx? +y? — z dxdydz = ”JB i \p? — z pdp db dz
p

0<f< % e0=<z<p’

onde B o, édadopor0=p=<
poz g # cos 6’

1, =z et anae= [f, [V e ap o

onde K5 € o conjunto 0 < p < ed=<=6< %

cos 6

T P T Rl & i b o

J:” \x x2 + y? —zdxdydz——(%+§g+§-ln(«/§+l)} [

o5

5.7. CENTRO DE MASSA E MOMENTO DE INERCIA

, Inmglnemos uma particula P, de massa m, girando com velocidade angular w, em torno
de um eixo fixo. Suponhamos que a distancia de P ao eixo seja r. A velocidade v da particu-
la serd, entdo, v = wr e sua energia cinética serd

2 2

2
onde 7 = mr~ €, por defini¢do, o momento de inércia de P em relag@o ao eixo.
Consideremos, agora, um eixo fixo e um sistema de n particulas de massas m;
(i=1,2, ..., n); seja r; a distancia da i-ésima particula ao eixo. Definimos 0 momento de
inércia do sistema, em relac@o ao eixo, por:

- Observe que se as particulas do sistema acima giram, em torno do eixo fixo, com uma
mesma velocidade angular w, entd@o a energia cinética do sistema serd

2

i l m,v2 = i l (m[-r-z) w2 = — w2,
i=

1
12 i=12 ' 2

~ Consideremos, finalmente, um corpo B com densidade volumétrica & (x, y, z). Defini-
108 0 momento de inércia de B em rela¢do a um eixo fixo por

I= H_[Br2 dm (dm=8(x, y, 7) dx dy dz)

r=r(x, v, z) é adistancia do ponto (x, y, z) a0 eixo.

“AEMPLO 1. Calcule 0 momento de inércia de uma esfera homogénea, de raio R, em re-
¥40 a um eixo passando pelo seu centro.
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Solugao

) ikdxdyds _[”Bzdxdy dz
< Phraas Mo

Consideremos a esfera com centro na origem e vamos calcular o momento de inéreig ¢

relacdo ao eixo z. A distancia r do ponto (x, y, z) ao eixo é +/x2 + y2 . Como estamos g,
pondo a esfera homogénea, sua densidade é constante, que suporemos igual a k. Temos

I= H.[B’Z dm = _”_[B (2 + y2) k dx dy dz

onde B € a esfera x* + y2 + 72 < R% Passando para coordenadas esféricas obtemos:

. 7 2
E 1 Béoconjunt;ox2 +y2 < 7 =< 1 e k (k constante) a densidade. Se3aAoc1rculox2 +y' =<1

H drdydz = HAUlz+yz dz}dxdy = .UA(I — x2 — y2) dudy.

X

_ 9 sl 2
F=k J jpr% B o, Rel g 20 o »assando para polares obtemos:

ondeBop‘Péoparalelepl’peﬂoOS 0<2m0<p<Re0< = (Observe:x = psen ¢cos g

2 1 2 _m
IJ dxdydz—:-[o de JO d-=p )Pdp—z-
ey = psen ¢sen 0=>x2+y2=p2sen2<p.)Segueque !

27T R T 2 T
1=kJ' doj' 4dJ' sen? wde == § RS_[ PRIy
O , PHe ) sen ede=CkmR | sen’ pdg

Como

2 1
=lJ' = dGI (1—p*) pdp
7 sen’ g o - 1 ™ 3 2 do 0
I sen ¢d¢=j sen ‘Pd‘P_J. cos? GDSCHGOd‘P:[_COS‘P]o ~|:__Cos3 <p] == .
0 0 0 3 0 3 0 seja,
resulta ”‘J‘ dedydzzf_
B 3
1=3R2(i R3k)=3MR2 i
5 3 5 sim,
4 s
onde M = — 7R3k é a massa da esfera. [ ] 3 2
3 Zc = —=—
w3
2

Consideremos um corpo B, com fungdo densidade § (x, y, z). O ponto (Xe Yo 2.) onde

sz)’:Mez:ﬂM
e I i

denomina-se centro de massa de B.

. i )
Portanto, o centro de massa é | 0, 0, g L

ercicios 5.7
¢ =
1. Calcule o momento de inércia do corpo homogéneox +y + z < 4,x=0,y=0ez=0,em

EXEMPLO 2. Calcule o centro de massa do corpo homogéneo 2+ y2 sz=<l. o .
relagdo ao e1xo z.

soluedo 2. Calcule o momento de inércia do cubo homogéneo de aresta L, em relag@o a um €ixo que con-
tém uma das arestas.

: ; ) . . - .
Precisamos calcular apenas z,, pois, tendo em vista a simetria do corpo, em relagdo 2 3. Considere o cubo 0 < x< 1,0 <y<1e0<z< 1 esuponhaquea densidade no ponto

(x, y, 2) seja x.

f

eixo Oz, x. = y. = 0. Temos
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10.

11.

12.

. Considere o cilindro homogéneo (x — a)2 + y2 <d’el< z<h

- (Teorema de Steiner ou dos eixos paralelos.) Seja 1, o momento de inércia em relagio

. Aplique o teorema de Steiner ao item b do Exercicio 4.

. Calcule o centro de massa da semi-esfera homogénea x2 + y2 + z2 = R2 ez=0(R >0,

. Calcule o momento de inércia de uma esfera homogénea de raio R, em relagdo a um eixo cuja

. Considere um cone circular reto homogéneo de altura 4 e raio da base R.

Um Curso de Calculo — Vol. 3

a) Calcule o momento de inércia em relagdo ao eixo Oz,
b) Calcule o centro de massa.

6

a) Calcule o momento de inércia em relagio a retax = aey = 0.
b) Calcule o momento de inércia em relagio ao eixo Oz

eixo que passa pelo centro de massa de um corpo e / 0 momento de inércia em relagido Ina :
. Sk L . 2 < 4
eixo paralelo, a uma distancia A. Verifique que I = I.,, + Mh”, onde M é a massa do corpg,. 1 I NTE'G RA I S D E l l N H 4

i

distancia ao centro seja h.

a) Calcule o centro de massa. ]
b) Calcule o momento de inércia em relagio ao seu eixo. 6.1. INTEGRAL DE UM CAMPO VETORIAL SOBRE UMA CURVA
Calcule o momento de inércia de um sélido homogéneo com a forma de um cone circular reto
de altura & e raio da base R, em relagdo a um eixo passando pelo vértice e perpendicular ao
eixo do cone.

Suponhamos que ;"): QcR}-R? seja um campo de forcas definido no aberto () e
que uma particula descreva um movimento em £} com fung¢@o de posicdo y: [a, b] — ()

H .
(y(v) € a posi¢ao da particula no instante t). Se F for constante ¢ a imagem de vy um seg-
Determine o centro de massa de uma semi-esfera, cuja densidade no ponto P ¢ proporcional a I — ) o
disténcia de P ao centro. mento, o trabalho Trealizado por F de 7y (a) até y (b) €, por defini¢ao, o produto escalar de
Calcule o momento de inércia de um cone circular reto de altura h, raio da base R, homogéneo, * pelo deslocamento y (b) — 7y (a):

em rela¢do a um didmetro de sua base. sy

= F -[y(d) - v(a)l.

—
F

v (&)

v (@)
r=F - [y(8) — y(@)] =IFllly () — y(a)l cos 6

- ) - ) 1
‘.suponhamos, agora, que F e vy sejam quaisquer, com F continuo e 7y de classe C .

—9 .
SH€remos definir o trabalho realizado por F de vy (a) até vy (b). Seja
e = hW<t) <tp<..<t;_;<t;<..<t,= buma particao de [a, b], com mix At;
!ICientemente pequeno. (Lembramos que méx At; € o maior dos niimeros At; = t;,— t; _ |,
.2, .. n.)
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F - dry é uma notagao para indicar a integral I F (y (1)) - ¥’ (t)dt. (Pode ser prova-
;; ® tende a esta integral quando max A¢; tende a zero. )
ideremos, agora, um campo vetorial continuo qualquer F QCR"—> R", Qaberto,

Fr(;_y)

‘1 ‘curVa v: [a, b] — (Q, de classe C'. Definimos a integral de linha de F sobre vy por

- b—>
[Frar=] Fom v
’}' a

¥y (1) = 7 @) : 5 - R
' EMPLO 1. Caleule [ F -7 ,sendo F (53) = x 7 +31 ey() =) 1€[-11]
Y

Tendo em vista as hipéteses anteriores, € razodvel esperar que a soma

® 3T 0t ) ) = v
F oy — ) 1y@) — v - - -
= e e+ 1 [ Frav=[ Fom yoa
) .

seja uma boa aprox1magao para o trabalho 7 realizado por F de 7y (a) até y (b) e que ¢
aproximagdo seja tanto melhor quanto menor for méx At,. Por outro lado,

TH = YE-P =Y G- )8 Fow)=Fa =17 +27

s

e dai

72 ; (i) 7' (ti=1) A Y@ = (1,29

- 1
Como afungdo F ((1)) - y'(¢) € integravel em [a, b], pois € continua neste intervalo, segue
que B o |
FOy®) -y @) =@i +1%j)-1,20)=1+2.

elim Z F i) v/ Gy = [ Fow roa

-

Nada mais natural, entdo, do que definir o trabalho Trealizado por F de 7y (a) até y (b) PO - 1

' j F-d'y=J.l(t+2t3)dt=
9 L

€quet + 21> é uma func¢ao impar.)

- b—
7= jy F-dy= j Fy@)-y'(t) dt
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Fx(@)

- -
Se F for imaginado como um campo de forgas, o trabalho realizado por F de y(—1) atg.

ﬁ -
\ forca que age sobre a particula no instante t € F (y (1)); pela lei de Newton
v (1) € zero.

5
N - _ dv

EXEMPLO 2. Calcule J F -d ?, sendo F(y()=m "

Y

y(f) = (cost, sent), 0 <t < 2m, 4 Temos, entao:
e - -
= < pb dr b dv dr

e -y 2 = F-dr=[ F t-——dt=j av a7 4

F(x,y)= P +yy2 ¥ty i e L "k G dt a dt dt
Solucao u seja,

=3
- - (2 —sen t =3 cos t =3 2 Poa= b_).ﬂ_dt
F'dr=f i+ ' -—sent,costdt=J dr. J. F-dr=m| v
J.y 0 [cos2 t+sen?t cos? ¢+ sen? ¢ j} ( ) 0 Y a di
Portanto,
- d—) . d—)
=2 L5 -5 -
» dt It t t
=2 1% Q)
EXEMPLO 3. (Relagdo entre trabalho e energia cinética.) Suponha F : () C R*—>R Sulta
=2 :

um campo de forgas continuo. Sob a a¢do da for¢a resultante F , uma particula de massd ;>

com 7y (a) = A e y(b) = B. (y (1) é a posi¢do da particula no instante ¢.) Sejam v4 € VB ©
velocidades escalares nos instantes a e b, respectivamente. Prove que

- b 11— - - - 1

ll:;)(t)- v(t)] = —[v(b)- v(b)— v(a)- v(a)]=—[v,29 =2]

5 . dt 2 . 2 2
isto é: o trabalho realizado pela resultante F no deslocamento de A até B € igual a varié

- > = LN =y y =¥ -
na energia cinética da particula. v =[v )| =v)-vb)evi=v(a)- v(a))



Calcule o trabalho realizado por F no deslocamento da particula de y (a) até y (b), sendo dados
a)y(t) = (cost,sent, t),a=0eb =2
byy)=Q2t+1,t—1,0,a=1eb=2
c)y(t)=(cost,0,sent),a=0eb =2m

- — - -
F(x,y,2)=P(x,y,2)i +0(x,y,2) j + R(x,y,2) k

bre a curva v dada por

o -

1 xityj
2 -\/x?'+y2

- - -
I desempenha aqui o mesmo papel que o r: [ (f) = y(t).)

ey®=@1), -1<r<1( FEPBYSFRes el ==L

- - -
. Calcule J- E-dl onde E(x,y) =
Y

PLO 1. Calcule j xdx + (x2 + y + z)dy + xyzdz, onde y(f) = (¢, 26, 1),0 <t < L.
Y

5 .
. Seja E o campo do exercicio anterior e seja ya curva dadaporx = tey =1 — i -1<1<H

- -
a) Que valor € razodvel esperar para j E - d 1?7 Por qué?
Y

De_x=t,y=2teZ=]’segueE:l,ﬂ=2 £=O.Temos:

€
b) Calcule J' E-dl dt dr dr
Y

ol !

-y =) -
. 2 PaC = 2coS# 1
. Calcule L E -d | onde E éocampo dado no exercicio 5 e ya curva dada por x J‘ sl 152 = 5 4 iy % zdz=J- [t dx 242041 dy pw’ dzj|dt
Y oL dt dt dt
=sent,com0sts —. 1
y A =IO[t+(t2+2t+1)2+0]dt=—361.








































































































































































































































