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Nome: Ne° USP: Turma/Prof.:

* Nao é permitido o uso de calculadoras ou celulares.

¢ Justifique sucintamente as respostas com frases curtas e/ou deducoes, esquemas etc. Respostas sem justificativa
nio serao consideradas.

1. [2 pontos] Um barco a motor emite um apito de frequéncia f;,. Quando o barco se afasta da margem de um lago, com velocidade de
magnitude v;, um pescador parado na margem escuta o apito a uma frequéncia f,. Nesse dia, ndo estava ventando e a velocidade
do som no ar € vg. Nos blocos a seguir, assinale as alternativas corretas quanto as propriedades do som do apito emitido pelo barco
ao se afastar da margem.

(a) ( X ) O comprimento de onda do som do apito no ar é A, = vS]—;vb .

d) ( ) O comprimento de onda do som do apito no ar é A, = ;)7; .

© ( ) O comprimento de onda do som do apito no ar é A,; = Vs;bvb
Justifique:

Como o barco se afasta da margem, o pescador, parado na margem, escuta o som do apito do barco mais grave em relacdo ao
som original. Som mais grave significa um comprimento de onda maior. Se o barco estivesse parado me relagdo ao pescador,
o comprimento de onda do som do apito no ar seria A, = v/ fp, portanto, o item (b) estd excluido. O item (c) forneceria um
comprimento de onda menor que o do som original, portanto, também excluido. O item (a) € o tnico compativel com a situagao
fisica que de fato ocorre.

Note que A, é diferente do comprimento de onda do som que o apito do barco emitiria se 0 mesmo estivesse parado.

(a) ( X ) O pescador escuta uma frequéncia f, = % .
T
N Vs —Vp
(b) ( ) O pescador escuta uma frequéncia f), = 7
ar
(©) ( ) O pescador escuta uma frequéncia f), = & ;_ v .
ar
Justifique:

Como o pescador estd parado com relag@o ao ar, o som que ele ouve possui frequéncia associada ao comprimento de onda no ar de
acordo com f}, = vy/A4. Se o pescador estivesse se aproximando da fonte (barco), a frequéncia do som que ele ouviria seria maior
do que vy /Ay (som mais agudo, item (c)), e se ele estivesse se afastando, seria menor do que v/, (Som mais grave, item (b)).

2. [2 pontos] Uma lampada desligada de massa my, cai do teto a uma altura H para dentro de um balde de isopor colocado no chao,
contendo uma massa m, > my, de dgua, cujo calor especifico (por unidade de massa) é c,. A lampada ndo se quebra, e a 4gua ndo
espirra para fora do balde. Toda a casa estava a temperatura ambiente. Assinale as alternativas que contém afirmagdes corretas e,
de acordo com elas, determine qual é o aumento da temperatura AT da dgua ap6s atingido o equilibrio no interior do balde.

(@ ( ) A variag@o de temperatura da dgua € zero, porque a lampada estava inicialmente 8 mesma temperatura que a dgua.
(b) ( X ) A energia transferida sob a forma de calor da lampada para a 4gua é Q = mgH.
() ( X ) A capacidade térmica da l1ampada é desprezivel e pode ser ignorada no cédlculo da varia¢do de temperatura.

(d) ( X ) A energia cinética da lampada ao atingir a 4gua acaba por se transformar em energia térmica, aumentando a energia
interna da dgua.

(e) ( X ) O trabalho da forca gravitacional sobre o sistema ldmpada+dgua corresponde a variacdo da energia interna desse
sistema.



) ar = "8

mgCq

O trabalho da forga gravitacional sobre o sistema ldmpada+dgua resulta num aumento de energia cinética da lampada, e
consequentemente, do sistema lampada+agua. Essa energia cinética acaba por se transformar em energia térmica do sistema
lampada+agua, e como consequéncia, aumenta a energia interna da dgua. Como my < m,, a capacidade térmica da lampada

¢ desprezivel e pode ser ignorada no cdlculo da variacdo da temperatura. Com isso, a energia transferida sob forma de calor
mpgH

da lampada para a dgua é Q = mpgH = m,c,AT. Temos, portanto, AT = L8 .
MmgCq

3. [1 ponto] Jodozinho tem 3 bolas de gude vermelhas, 1 azul e 4 amarelas. As bolas sdo todas idénticas, exceto pela cor. De quantas
maneiras visivelmente diferentes Jodozinho pode formar uma fila linear, da esquerda para a direita, contendo as 8 bolas encostadas
umas nas outras? Explique.

Inicialmente, vamos supor que todas as bolas de gude fossem enumeradas (distinguiveis), por exemplo, as bolas 1, 2 e 3 vermelhas,
a bola 4 azul, e as bolas 5, 6, 7 e 8 amarelas. Entdo teriamos (34 1+ 4)! = 8! maneiras de combind-las. Se, agora, pintarmos 0s
nimeros das bolas 1, 2 e 3 completamente de vermelho tornando-as indistinguiveis entre si, entdo terfamos 3! das 8! combinacdes
que se tornariam indistinguiveis, e que deveriam ser contabilizadas apenas uma vez. Portanto, 8!/3! seria o niimero de combinagdes
possiveis das bolas 4, 5, 6, 7 e 8 enumeradas, mas as bolas 1, 2 e 3 indistinguiveis.

Estendendo esse raciocinio para as demais bolas, temos que o nimero de combinagdes visivelmente distinguiveis de 3 bolas de
8! X Tx6x5x4!
= =8 x7x5=280.

34 3% 2 x4l

4. [2 pontos] A figura abaixo apresenta uma configuracdo particular de 3 osciladores quanticos.

gude vermelhas, 1 azul, e 4 amarelas é dado por

(a) Quantos dtomos esse conjunto de osciladores pode representar, segundo o modelo de Einstein para um sélido, e por qué?
De acordo com o modelo de Einstein, cada atomo tem associado um oscilador harmonico quantico para cada direcdo espacial
(cada eixo de um sistema de coordenadas ortogonais). Logo, A dtomos no modelo de Einstein correspondem a N = 3A
osciladores harmonicos quanticos. O conjunto de osciladores quanticos acima representa, portanto, um tnico 4tomo no
modelo de Einstein.

(b) Se a frequéncia natural dos osciladores é wyp, qual é o nimero de quanta de energia contidos nesse sistema, e qual € a energia
total?
O macroestado associado ao microestado representado na figura acima € de 4 quanta distribuidos em 3 osciladores (o “tragco”
mais baixo corresponde ao estado quantico de menor energia, a partir do qual se conta o nimero de quanta em um oscilador).
Como cada quantum de energia é dado por /i), a energia total € Eio; = 47100y.

(c) Quantos microestados poderia conter o macroestado correspondente a essa mesma energia e a esse mesmo nimero de oscila-
dores?

O ntimero de microestados correspondente a quatro quanta de energia distribuidos em trés osciladores é dado por

(g+N—1!  (4+3-1)!  6x5x4!

Q=1 = NG =0 =3 x 5 = 15 microestados.

(d) Considerando esse macroestado, qual € a probabilidade de encontrar toda a energia no oscilador da direita?
Toda a energia no oscilador da direita corresponde a um tinico microestado dentro dos 15 possiveis. Portanto, a probabilidade

. . ) 1
do sistema ser encontrado nesse microestado € igual a I

(e) Qual € a probabilidade de encontrar toda a energia concentrada em somente um dos trés osciladores, nao importa qual?

Como a probabilidade de encontrar toda a energia em apenas um oscilador especifico é igual a — (mesmo raciocinio do item

anterior), a probabilidade de encontrar toda a energia em apenas um oscilador ndo especificado € igual a soma, sobre todos
os osciladores do sistema, da probabilidade de que toda a energia esteja apenas no oscilador especificado na soma. Como no

sistema hd 3 osciladores, temos que a probabilidade de encontrar toda a energia em apenas um oscilador, ndo importa qual, é

3 1
dad — =
ada por 1= = ¢



)

Suponhamos que no instante inicial o sistema seja produzido com toda a energia concentrada no oscilador mais a direita.
Depois de passado algum tempo, os osciladores interagem, e a energia se distribui aleatoriamente entre os 3 osciladores. Qual
seria, em termos da constante de Boltzmann kg, a variacdo da entropia do sistema nesse processo?

Como o sistema é caracterizado pelo macroestado de 3 osciladores e 4 quanta, temos que sua entropia, com os 4 quanta
distribuidos aleatoriamente, é dada por Sy = kgIn(Qy) = kgIn(15), sendo Q o nimero de microestados obtido no item (c), e
corresponde a configuracdo final deste item (f).

Obseve que estamos falando da entropia do sistema definido por 4 quanta distribuidos em 3 osciladores, que é bem diferente
de dois sistemas colocados em contato térmico (por exemplo, sistema A com 1 oscilador e sistema B com 2 osciladores).

Com relacdo a configuragdo inicial, toda a energia concentrada no oscilador mais a direita corresponde a apenas um unico
microestado, portanto, a entropia correspondente é dada por S; = kgIn(Q;) = kgln(1) = 0.

Portanto, a varia¢do de entropia do sistema é dada por AS = Sy —S; = kgIn(15).

5. [3 pontos] Um sélido de Einstein no macroestado que contém g quanta (de energia fip) tem um nimero grande £ de microesta-
dos possiveis. Ao acrescentar 1 quantum de energia a esse s6lido, o nimero de microestados aumenta para €2;. Suponha conhecida
a constante de Boltzmann kg € o nimero N de atomos no sélido.

(a)

(b)

()

(d)

Estime a temperatura desse sélido em termos de Q; e Q.

Como estamos assumindo que Q; e Q) sejam nimeros muito grandes, € razodavel supor que a temperatura do sistema, ao
receber um quantum de energia, se mantenha aproximadamente constante. Portanto, a temperatura do s6lido pode ser estimada
como sendo dada por

I ds _As  ks[In(@)-In(@)] juin0,/0) L pa v
T dE ~ AE hay T hoy " kpln(Q,/Q))

Obs: rigorosamente, na conta acima estarfamos calculando a temperatura na energia correspondente a ¢; mais meio quanta
de energia. Porém, a mecanica quantica impede a existéncia de energias com fra¢des de um quantum. Por isso, o enunciado
pede uma estimativa da temperatura do sélido.

Suponhamos que, na faixa de temperatura de 7} até 277, o calor especifico do s6lido (medido por d4tomo) seja aproximada-
mente constante e igual a 3kg. Se o sélido, inicialmente a temperatura 77, for posto em contato térmico com um segundo
s6lido idéntico, mas & temperatura 277, o que acontecerd? Qual serd a temperatura de equilibrio, supondo que os dois sélidos
formem um sistema isolado?

Sendo os dois sélidos idénticos e com calor especifico por 4tomo constante entre 77 e 277 e igual a ¢, = 3kp, temos que a
capacidade térmica de cada um deles serd C = Nc,, = 3Nkp. Sendo o sistema (isolado termicamente) composto pelos dois
s6lidos temos, pelo principio da energia,

3
AESW:C(Tf*Tl)JrC(Tf*ZTl):O = C(ZT]’*T]*ZT]):O = TfZETl'

Qual serd a variacdo de entropia do sistema dos dois s6lidos até que seja atingido o equilibrio?

Como ndo temos informacdes suficientes sobre o nimero de quanta, tamanho de cada s6lido, e/ou o nlimero de microestados
nessas temperaturas, ndo é possivel calcular a variacdo de entropia através de S = kg In(Q). Porém, como temos informagdes
sobre as temperaturas inicial e final, podemos utilizar, conforme visto em aula,

1 dS dE Sy Tt dE [Tr CdT 7y Ty
T-2 = S g S s s W T /T, 7 C|ln . Cln < 7

1

Sendo assim temos, para o primeiro sélido (A), segundo sélido (B) e o sistema dos dois sélidos (A+B),

ASy =Cl1 Q =Cl1 § ASp=C1 3 =CI1 % AS, =ASy+ASp=C1 éxé =Cl1 ?
A—HT17H2,37H2T17H4,A+B—A B—n24—118-

Esse processo seria reversivel ou irreversivel? Por qué?

Da fungéo logaritmo, sabemos que In(x) > 0 se x > 1 e In(x) < 0 se x < 1. Do item anterior, constatamos que ASy > 0,
ASp < 0 e que AS4+p > 0. O principio da entropia nos diz que a varia¢do da entropia de um sistema isolado s6 pode ser
ou igual a zero (processos reversiveis) ou maior que zero (processos irreversiveis). Portanto, o processo dos dois sélidos
idénticos, inicialmente a temperaturas diferentes, colocados em contato térmico até atingir o equilibrio, seria irreversivel.



(e) Se um desses sélidos for imerso em uma enorme piscina de hélio liquido e resfriado até o equilibrio, a uma temperatura
T < T* = hay/kp, 0 que acontecerd com a capacidade térmica do s6lido? Vai aumentar, diminuir, ou permanecer igual? Por
qué?

Uma das caracteristicas do modelo de sélido de Einstein é que esse modelo prevé o comportamento qualitativo da capacidade
térmica por atomo observada empiricamente nos sélidos a baixas temperaturas, conforme visto em aula. Para temperaturas
T < T* = hay/kp a capacidade térmica por dtomo dos sélidos diminui, tendendo a zero conforme 7 vai para zero.

(f) Qual serd a distribui¢do de energia P(E) esperada para o sélido apds atingido o equilibrio térmico com a piscina de hélio
liquido, supondo conhecida a distribui¢do de microestados Q(E) do sélido? Escolha e justifique. (Nas expressdes abaixo, A
e Qo sdo constantes apropriadamente escolhidas.)

i ( )P(E)=Ae FT

E

i () PE) = e T
i, ( X )P(E) = AQ(E)e ®T
. Q(E)

. P(E) = &)
e COPE) =0

Vimos que o item iii é o que foi derivado em sala de aula e nos leva a distribui¢do de Boltzmann, onde Q(E) é o nimero de
_E_

estados degenerados (ou seja, o nimero de microestados compativeis com o macroestado de energia E), e 7 ¢ o fator de

Boltzmann, e A é uma constante de normalizagdo, determinada a partir da condigdo f,” P(E)dE = 1.

O item i estd errado, pois corresponde a probabilidade de apenas um tinico microestado com energia E, sem levar em conta os
outros microestados com a mesma energia (degenerados). O item ii estd errado, pois considera de maneira incorreta o nimero
de estados degenerados. Por fim, o item iv estd errado pois ndo leva em conta o nimero de microestados do reservatdrio, que
¢ o termo que d4 origem ao fator de Boltzmann.

Justificativa matematica (também vdlida, porém, ndo € a tnica possivel, muito menos, necessdria):

Q(E)Qes(Eres)  Q(E)Qyes(Eror —E)

P(E) = = :
() Qior Qior

onde Q(FE) é o nimero de microestados no sélido com energia E, Q,.s(E.s) é 0 nimero de microestados na piscina de hélio
liquido (reservatério), com energia Eyos = Ejof — E, € Q0 (E;r) € 0 nimero de microestados no sistema s6lido+piscina, com
energia total E;,;. Como E < E,.g, podemos fazer uma expansio em série de Taylor para a fungdo kg In [Qm(Em)} s

% dSres (Emr)

d E
kB In [Qres (EI()I - E)] ~ kB In [Qres (EI()I)] —Ex 7/{8 In [Qre.\' (Emr)} - Sres (EI()I) —-F s Srex (Et()l) I—

dE dE T
Syes(E, E E _E
In [Qres(Etot - E)] ~ %Im) - kBi,T =In [Qres(Etot)] - k37T Qres (Eres) ~ -Q'res(Etot)e k5T
Qo5 (Esp __E __E_
P(E)~ MQ(E)e % = P(E)=AQ(E)e %",

- Qior (Etot)

em que utilizamos o fato de tanto Q,.s(E;o) € Q0 (Ero ) serem constantes, independentes de E.



