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Exercicio 1 Os autovalores e autofungoes correspondentes do problemas de valor de fronteira sao:

1. A solucio geral de X" + X 2X =0

X(z) = Acos Az + Bsin Az (1)
em (0, L) com

X(0) = A=0

X'(L) = AcosAL=0
resulta em N, = (n — 1/2) /L, n=1,2,... (semi—inteiros mailtiplos de w/L), e

(2n — l)ﬂx

X, =si
sin
. A solugdo geral (1) de X"+ XX =0 em (—m, ) sujeita a

X(m) = X(—=7m) = 2BsinAr =0

X'(r) = X'(—7) = —2)\Asindr=0

resulta em: para A = 0 temos Xg = 1 e para cada N\, = n, n = 1,2,..
autofungoes L.I. correspondentes

X () = cosnx (B=0)

., temos duas

XUmpan) () —  ginpg (A=0).

. A solugao geral (1) de X" + X\>X =0 em (0,1) satisfazendo
X(0) = A=0

X'(1)+hX(1) = B(AcosA+hsin)) =0

resulta em uma equagao transcendental para os autovalores

h
cot\ = ——
A
cuja solu¢ao grdfica é dada pela intersecgcdo das curvas cot A e as hipérboles —h/\ (h =1 na
figura). Se A\, n=1,2,..., enumera os autovalores positivos em ordem crescente:

AM <A <o <A, < eee

temos (numéricamente) Ay = 2.0287578, Ay = 4.9131804, A3 = 7.9786657, Ay = 11.0855384,
A5 = 14.2074367 e N\, ~ (n — 1/2)7 assintéticamente quando n tende a co. A n—ésima
autofungoes correspondentes a A, €

X,(x) = sin A\, .
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Figure 1: As coordenadas dos pontos de intesec¢ao das curvas cot A e —1/\, s@o os autovalores do
problema de fronteira do item 3 com h =1



Exercicio 2 Considere a equagdo do calor uy —uz, =0 em R={(t,z):t >0, 0 <z < 7} sujeita
as condigoes uy(t,0) = uy(t,m7) =0,t>0 eu(0,2) = f(x), 0 <z <7, com

flz) = % +;ancosnx :

2 .
"teosnx, n=1,2, ..., satisfazem

1. As fungoes ug(t,z) =1 e uy(t,z) = e~
(uo), = (u0)y, =0,  em R
e (up), (t,x) = 0 garante as condigoes nas fronteiras v =0 e x = m; para todon € N |

(Un)y = —n’u, = (tn), em R,

(un)x(tvo) =0

(un), (t,m) = —ne " tsinnr =0,

tdenticamente para t > 0, concluindo a verificacao destas como solugoes das equagoes ho-
mogéneas (eq. do calor e cond. de fronteira).

2. Por linearidade das operacgoes diferenciais e item 1, a combinag¢ao linear

u(t,z) = % uo(t, x) + Z ap Un(t, ),

n=1

satisfaz, sem se preocupar com questoes sobre a convergéncia da série e supondo legitima a
deriwacgao termo a termo, a equagdo do calor

Ugy = % (UO)xx + ; Qp, (un)xx

00
= —E n2anun
n=1

ao >
- 5 (uo); + Z an (Un); = ue
n=1

em R e condigoes de fronteira

w(t,0) = P (uo)a(t,0) + Y an (), (1,0) =0,

n=1
ue(0,7) = %(uo)x(t,ﬁ)+2an (), (t,7) =0, >0,
n=1

Em particular, u(t, z) satisfaz em t = 0,

u(0,z) = % + Zan cosnz = f(z) .
n=1



3. O método de Fourier de separacao de variaveis consiste em procurar solu¢oes das equagoes
homogéneas u; — tzy =0 € ug(t,0) = u,(t,7) = 0 na forma produto

u(t,z) =T(t) X(z) . (2)
Substituindo na equacdao do calor, obtemos

Xl/ T/

2
e - o=—A\

com X\ real, e a equagdo a derivadas parciais (juntamente com as condigoes de fronteira) €
reduzida a um par de equagoes diferenciais ordindrias:

X"+ XX =0, O<x<m (3)

com X'(0)=X'(m)=0¢e¢
T +XNT=0. (4)

Resolvemos primeiramente o problema de autovalores: encontrar todas as solucoes da equacao
(3) sujeita as condigoes nas duas extremidades do intervalo (0,m). A solugao geral de (3)

X(z) = Acos Az + Bsin Az
Juntamente com
X'(0) = AB=0
X'(r) = MsinAr =0

determinam os pares de autovalores/autofuncoes do problema:* para A\ = 0 temos Xo(z) = 1
e para A =n € N temos X,,(x) = cosnz. A solugao geral da equagao (4) é

T(t) = Ce ™

e o produto (2) reproduz, tomando a constante C' = 1, a cole¢ao de solugoes das equagoes
homogéneas sugerida no item 1:

up(t,z) = 1

.2
u,(t,r) = e "'cosnw, n=12...

A resolugdo das equagoes em R = {(t,z) : t > 0, 0 < z < 7}, incluindo a condicdo nao
homogénea em t = 0, seque do item 2.

1Como as equacdes sao homogéneas, as autofuncoes sdo determinadas a menos de uma constante multiplicativa,
a qual fixamos, por simplicidade, igual a 1.



