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Exercicio 1 (Valor 3.5) Seja f: R — R, uma fun¢do 21 —periddica, impar, tal que
1
f(x):§(7T—ZL') , O<z<m.

A série de Fourier Sf de f é
Sf(x)= an sin nx
n=1

onde
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f(x) ; ~sinnz (1)
A série de Fourier
Ay &
SF(x) = 5 ;An cosnx (2)

da funcao F : R — R, 2w —periodica tal que

F(z) = /:f(y)dy
1

= /0 J(m—y)dy =

1 2
= 5(7”5—%), O<z<nm (3)

¢, pelo Teorema sobre a integracdo de série de Fourier (pdg. 33, “Andlise de Fourier e EDPs”,
Djairo G. de Figueiredo), dada pela integracao de (1) termo-a-termo

SF(z) = /O " S1(y) dy

= Z % (1 — cosnz) (4)

n=1
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Note que, como f(z) é 2n—periddica impar: f(—x) = —f(x) entdo, F(zx) = / fy)dy é uma
0

funcao 2w —periodica par:

F(=s) - | T fy)dy = / " f—y)d(—y) = / " f(—y)dy = / " fy)dy = F(x)

e, portanto, F(x) em (—m,0] € dada pela reflexao par de (3). Devido a convergéncia uniforme da

série (4) e o Teorema de Fourier,

F(z) = SF(x),
de onde se conclui com (3), (2) e (4):
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Pela identidade de Parseval
1 [T A2 &
;/ F(z)%dx = 70+ZA31
-m n=1

concluimos, juntamente com
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devido a paridade de (3), e
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devido a (6) e (5), a relagdo almejada:
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Exercicio 2 (Valor 3.5) Seja f: R — R a fungao

f(x)zexp(%) , —r<z<m,

2m—periodica. Calculemos sua séries de Fourier

Sf(x) = Z Cpe™”
onde
1 (7 ,
cpy = — 6x/(27r) e~ T o
2 ),
1 [" ,
- 6(1/(27r)7m):p dr
2 J_,
1 2 . ,
= =T (ee@m=imm _ =1/ @m=in)r)
2m 1 — 2min
- (61/2 (cosnm — isinnr) — e Y% (cos na + isin nm))
1 —2min
2sinh(1/2
_ 2simh(/2) o
1 —2min
resultando
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Aplicando o Teorema de Fourier,

lim S, f(z) =

n—o0

com f(x) e Sf(z) dados por (7) e (8), no ponto v =7
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concluimos
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Exercicio 3 (Valor 3.5) Considere o sequinte problema de valores inicial e de fronteira (PVIF):

1
— U — Ugy = 02 COSQT aeR (9)
K

em R={(t,x):t>0,0<x <1}, com

u(t,0) =1 e u(t,1) =0, t>0 (10)

u(0,2) =0 . (11)

Calculemos, inicialmente, a solugdo de (9) e (10), independente do tempo. Seja U = U(x) a solugdo
das sequintes equagoes
~U" = a*cosar , (12)

U)=1 e U1)=0. (13)
A solugao geral de (12) € da forma
U(z) = UP(z) + U™ (2)

onde UP¥(x) é uma solucdo particular de (12): UP"(x) = cosax, por exemplo, U™ (z) é a
solucdo geral da equacdo homogénea —U" = 0:!

U(x) =cosaxr +a+ bz
com a e b determinados pelas condigoes (13)

U0) = 1+a=1

U(l) = cosa+b=0

cuja solucao determina
U(z) = cosax — xcosa .

Em seguida, escrevemos
u(t,z) = U(z) +w(t,z) (14)

!Obtemos a solugdo geral U(z) por integragao de (12): U'(z) = [—a?cosaz dv = —asinaz +b e U(z) =
J (—asinaz + b) dz = cosax + br + a



que ao substituir no PVIF original (eqs. (9), (10) e (11)) reduz a um PVIF para a fun¢do w:

1
;wt_wz:v:07 (15)
em R={(t,x) :t>0,0<x <1}, com condi¢io de fronteira homogénea
w(t,0) =w(t,1)=0, ¢t>0 (16)
e inicial
w(0,z) = =U(x) = zcosa — cosax . (17)

Resolvendo o PVIF para w pelo método de Fourier, as solugoes de (15) e (16) da forma
w(t, x) =T(t)X(x)
satisfazem um par de equagoes diferenciais ordindrias
T+ XNkT = 0
X"+ XX = 0, X(0)=X(1)=0

cuja solugao geral
T = Ce N
X(x) = AcosAxr+ Bsinx
X(0) = A=0

X(1) = BsinA=0

resulta em uma sequéncia de autovalores e autofuncdoes correspondentes
A, = nT
X, = sinnnx, neN.

Sequndo o principio de superposicao, a solu¢ao do problema é dada por uma combinacao linear
de solugoes w,(t, z) = exp (—n’n’kt)sinnmx, n € N:

w(t,x) = Z bpe ™ " sin nrw (18)
n=1

onde 0s by, sdo coeficientes impares da condi¢ao inicial (17), com o = mm,
b, = I cosmm + J

com
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1
J = —2/ cosmmx sinnmz dx
0

= — /0 (sin(n +m)mx + sin(n — m)wzx) dx

1 1

g st = e )

= (% cos(n + m)mx + (n— )

n—+m)m

0

= m ((n —m) cos(n +m)m + (n + m) cos(n —m)m — 2n)

2
= ﬁ (cosnmcosmm — 1) (19)
n?2 —m2m
resultando
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Observe que a equagao (20) permanece valida quando n = m: a integral J, dada pela primeira linha

de (19), se anula e b, = I cosnmt = —2/(nw), nao send necessdrio separar o termo m na soma
(18). Substituindo (18) e (20) em (14), concluimos

”*me 2.2

2 o
u(t, x) - ; " — ) e sinnrr (21)

Temperatura de equilibrio: todas as componentes da solugao (21) do PVIF para w tendem a 0
quando t — oo:

lim w(t,z) = lim (u(t,z) —U(x))

t—o0 t—o0
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devido a convergéncia uniforme da série em cada intervalos fechados [to, t1] em t > 0, de modo que
U(zx) é a temperatura de equilibrio.



