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Exerćıcio 1 (Valor 3.25) A transformada de Fourier de

f(x) =


√
π

2

(
1− |x|

2a

)
se |x| ≤ 2a

0 se |x| > 2a

é

f̂(ξ) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x)e−iξxdx

=
1

2

∫ 2a

−2a

(
1− |x|

2a

)
e−iξxdx

=
1

2

∫ 0

−2a

(
1 +

x

2a

)
e−iξxdx+

1

2

∫ 2a

0

(
1− x

2a

)
e−iξxdx

=
1

2

∫ 2a

0

(
1− x

2a

)
eiξxdx+

1

2

∫ 2a

0

(
1− x

2a

)
e−iξxdx ≡ 1

2
(I(ξ) + I(−ξ)) (1)

onde, por integração parcial,

I(ξ) =
(

1− x

2a

) eiξx
iξ

∣∣∣∣2a
0

+
1

2iaξ

∫ 2a

0

eiξxdx

=
−1

iξ
− 1

2aξ2
(
e2iaξ − 1

)
.

Substituindo este resultado em (1), resulta

f̂(ξ) = − 1

4aξ2
(
e2iaξ − 1

)
− 1

4aξ2
(
e−2iaξ − 1

)
=

1

2aξ2
(1− cos 2aξ)

=
1

2aξ2
(
1− cos2 aξ + sin2 aξ

)
=

sin2 aξ

aξ2
.
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Utilizando o Teorema de Plancherel–Parseval, temos∫ ∞
−∞

(
sin aξ

ξ

)4

dξ = a2
∫ ∞
−∞

∣∣∣f̂(ξ)
∣∣∣2 dξ

= a2
∫ ∞
−∞
|f(x)|2 dx

= πa2
∫ 2a

0

(
1− x

2a

)2
dx

= πa2
∫ 2a

0

(
1− x

a
+

x2

4a2

)
dx

=
2

3
πa3 .

Exerćıcio 2 (Valor 3.5) Considere o problema de Cauchy (PVIF)

1

v2
utt − uxx = 0 , t > 0 , x > 0, (2)

com u(t, 0) = 0, t > 0, e

u(0, x) = sin x e ut(0, x) = e−x , x > 0 . (3)

(a) A solução geral de (2) é u(t, x) = F (x + vt) + G(x − vt), onde F (x) e G(x) são funções
arbitrárias determinados pelos dados inicias e de fronteira. Para x− vt ≥ 0, temos

u(0, x) = F (x) +G(x) = sinx

ut(0, x) = v (F (x)−G(x))′ = e−x .

Integrando a segunda equação

F (x)−G(x) =
−1

v
e−x + 2C

onde C é uma constante. Resolvendo para F (x) e G(x), temos

F (x) =
1

2

(
sinx− e−x

v

)
+ C (4)

G(x) =
1

2

(
sinx+

e−x

v

)
− C

resultando

u(t, x) =
1

2
(sin (x+ vt) + sin (x− vt)) +

1

2v

(
e−x+vt − e−x−vt

)
= sin x cos vt+

e−x

v
sinh vt . (5)
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Para x− vt < 0, usamos a condição de fronteira

u(t, 0) = F (vt) +G(−vt) = 0

que implica, devido a (4),

G(−y) = −F (y) =
1

2

(
e−y

v
− sin y

)
− C

para y > 0, de onde se conclui, juntamente com a solução geral e (4),

u(t, x) = F (x+ vt) +G(−(vt− x))

=
1

2
(sin (x+ vt)− sin (vt− x)) +

1

2v

(
e−vt+x − e−x−vt

)
= sin x cos vt+

e−vt

v
sinhx . (6)

(b) Podemos reduzir o PVIF original em R+ a um PVI em R, estendendo os dados iniciais (3)
como uma função ı́mpar: f̃(x) = sinx e

g̃(x) =

{
e−x se x > 0
−ex se x < 0

A solução deste problema, dada pela fórmula de D’Alembert usual (para isso, basta substituir na
primeira equação em (5) as funções exponenciais pelas exponenciais do módulo do argumento)

u(t, x) = sinx cos vt+
1

2v

(
e−|x−vt| − e−|x+vt|

)
, (7)

é válida para todo t ≥ 0 e x ∈ R e reproduz o resultado anterior quando retrito ao domı́nio R+×R+.
Note que esta solução satisfaz u(t, 0) = 0. Note ainda que não é posśıvel tomar x ≤ 0 e t > 0 na
solução anterior (5) sem violar a condição x− vt > 0. Quanto a paridade das soluções (5), (6) e
(7) com respeito a variável x, a primeira não tem paridade a segunda é ı́mpar pois é a combinação
linear de duas funções ı́mpares, sinx e sinhx. A terceira e última solução é ı́mpar por construção.

Exerćıcio 3 (Valor 3.25) Tomando a transformada de Fourier da equação de calor

ut − uxx = ea
2tf(x) (8)

̂ut − uxx = ût − ûxx

= ût + ξ2û = ea
2tf̂(ξ) (9)

obtemos uma equação ordinária de primeira ordem em t sujeita a condição inicial (a transformada
de Fourier de uma função identicamente nula)

u(0, ξ) = 0 , ξ ∈ R . (10)
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A solução particular do par de equações

y′ + αy = β(t) , t > 0 ,

y(0) = 0

é, pelo método da variação das constantes,

y(t) =

∫ t

0

e−α(t−s)β(s) ds .

A solução particular do par de equações (9) e (10) para ξ fixo é, portanto,

û(t, ξ) =

∫ t

0

e−ξ
2(t−s)ea

2sf̂(ξ)ds

= f̂(ξ)e−tξ
2

∫ t

0

e(ξ
2+a2)sds

= f̂(ξ)e−tξ
2 1

ξ2 + a2

(
e(ξ

2+a2)t − 1
)

= f̂(ξ)
1

ξ2 + a2

(
ea

2t − e−tξ2
)

=

√
2

π

a

ξ2 + a2

(
ea

2t − e−tξ2
)
, (11)

onde na última igualdade usamos f̂(ξ) = a
√

2/π.

Para o primeiro termo de (11), a anti–transformada de Fourier de ĥ(ξ) =
√

2/πa/(ξ2 + a2) é

h(x) = e−|x| .

Para o segundo termo de (11), a anti–transformada de Fourier de

ŵ(ξ) =

√
2

π

a

ξ2 + a2
· e−tξ2 ≡ ĥ(ξ) · ĝ(t, ξ)

é, pelo teorema da convolução: ĥ ∗ g =
√

2πĥ · ĝ e dado que ĝ(t, ξ) = e−ξ
2t é a transformada de

Fourier de g(t, x) =
(
1/
√

2t
)
e−x

2/4t,

w(t, x) =
1√
2π
h ∗ g(t, x)

=

∫ ∞
−∞

1√
4πt

e−(x−y)
2/(4t)e−a|y|dy

de onde se conclui
û(t, ξ) = ĥ(ξ)ea

2t − ĥ(ξ)ĝ(t, ξ)
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e

u(t, x) = (û(t, ·))∨ (x)

=
(
ĥ(·)ea2t − ŵ(t, ·)

)∨
(x)

= h(x)ea
2t − w(t, x)

= e−a|x|+a
2t −

∫ ∞
−∞

1√
4πt

e−(x−y)
2/(4t)e−a|y|dy .
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