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Exercicio 1 (Valor 0.75) Se f : R — R ¢ uma funcao 2w —periodica, impar e tal que f(x) =
k+lx em (0,7), entdo sua série de Fourier é

Sf(z) = an sin nx
n=1

com
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Exercicio 2 (Valor 1.75) A solucao geral da equagao ¢ + n*c = ve=' com ¢(0) = a e ¢(0) = S,
dado que cosnx e sinnx sao solucoes L.I. da equacao homogénea, ¢ da forma

sin nt

c(t)=acosnt+b + Ae”! (2)

n
onde a, b e A devem ser determinados em termos de «, 3, v e n. (2) substituida na equagao,

conduz a
Al +n*)e " =ye!

determinando
A= T
1+n2’
Consequentemente, Ae™t é uma solucao particular da equacdo,
sin nt
c(t)=acosnt+b bt et
n 1+ n?
‘ Y
¢(t) = —ansinnt + bcosnt — et



Impondo os dados iniciais

~
0) = =
c(0) a—|—1+n2
) 7
0) = b——— =
é(0) .
determinamos
.
14+n2’
7
b =
B+1+n2

e a solugcao do problema

v ¥ sinnt
c(t):(a—1+n2)c08nt+(ﬁ+1+n2) - +

Exercicio 3 (Valor 3.5) Considere o PVIF:

Ut — Uge = 0, t>0,0<zx<m

com

u(t,0) =e*, u(t,m)=1, t>0
e

u(0,2) = u(0,2) =0, O<z<m.
Escrevendo

u(t,z) = v(t,z) + w(t, z)

onde

v(t,x) = Iy <1 — f) e’
7r m

¢ a interpolagdo linear dos valores de u na fronteira do intervalo (0, ), temos

TN 4
Uy = vt—i—wt:—(l——)e + wy

™

T
—t
Uy = Utt+wtt:(1__)€ + Wyt
T

Ugy = Vgp + Wrp = Wy

1+n?

—t

que juntamente com as equacoes (4), (5) e (6) substitui o PVIF original para u por outro PVIF

para w:
z —t
Wy — Wey = (——l)e , t>0,0<zx<m
T
w(t,0) = w(t,7)=0, t>0

2



com o0s dados iniciais
w(0,z) = -1

w(0,z) = (1—£>, O<z<m. (10)

™

Uma solugao das equagies (9) e (10), pelo método da varia¢ao dos pardametros, € da forma
x) = icn(t) sin nx (11)
n=1
onde 0s ¢, substituindo (11) em (9), juntamente com a expansao
(— — 1) nyn Fsinna |
satisfazem a equagao

com (k=—-1el=1/m naeq. (1))

—2
Tn = ——
™m
e dados iniciais (k= —1 el =0 e, respectivamente, k=1 el =—1/m)
) — (1 (1))
Cn, = ap=—(1— (-
™m
2
GWl0) = b=
cuja solugao pode ser lida de (3) no Problema 2:
(t) _21(1)” ! P ! innt — =1t
N = —(|1—-(-1)"- — | 1- innt — —
¢ ™m 1+n2) T I 1+n2) " T T et
_ 2 1 (((=1)" (1 4+ n®) — n*) cosnt + nsinnt — e ") (12)
1+ n?

A solugao do PVIF original é, por (7), (8), (11) e (12),

u(t,x)———i-(l——) 4 —Z —|—n2 (((-=1)" (1 +n®*) — n?) cosnt + nsinnt — e™") sinnz .

Exercicio 4 (Valor 4.0) Considere o PVI

1

Futt—um:h(t,x), t>0, —co<z <o (13)

sujeita as condigoes iniciais u(0,z) = u,(0,2) = 0, que rege o movimento de uma corda vibrante
infinita forcada.



(a) Se xp(&) denota a transformada de Fourier da fungao xp(x) = v/7/2 se |x| < b e xp(xz) =0
se |z| > b, entdo

W) = \/%/(: x(x) e dx

I
= —/ e % dx
2J %

1 e—ikb _ o—ith

7
sinbg
=
(b) Para verificar que
U(t) = /0 ) (14)

satisfaz U" + *U = H com U(0) = U'(0) = 0, usamos o teorema fundamental do cdlculo:

t /
(/ f(T)dT) = f(t) juntamente com a regra de Leibnitz: (fg) = f'g + fg'.' Diferenciando
( ]43 duas vezes, sequidamente,
sinb(t — 1)

Ut) = H )

¢
+/ cosb(t — T)H(T)dr
T=t 0

= /Ot cosb(t — 7)H(T)dr (15)

U'(t) = cosb(t—71)H(T)| _, — b/0 sinb(t — 7)H(7)dr

= H(t)-bvU(t), (16)
obtemos a equacgao desejada.

Supondo H uma fun¢ao continua, os integrandos nas expressoes (14) e (15) sao fungdes continuas
de T e as integrais sobre [0,t] convergem para 0 quando t tende para 0. Logo, (14) satisfaz (i) a
equagao diferencial ndo—homogénea de sequnda ordem (16) e (ii) os dados iniciais U(0) = U’'(0) =
0.

(¢) O método da transformada de Fourier (na varidvel espacial), juntamente com os itens (a)
e (b), serd utilizado para deduzir a solug¢ao

1
u(t,z) = E/Qh(r, y) drdy

¢ ¢
Note que (14) pode se escrita como U (t) = (sin bt/ cosbrH(7)dr — cos bt/ sin bTH(T)dT> /b e cada um dos
0 0

termos tem a forma f(t)g(t).



do PVI, equagao (13), onde QQ = Q(t, z) € o interior da regiao triangular no plano tempo X espago
com vértices A = (t,x), B=(0,z —t) e C = (0,z + t).

Denotando por 4 = u(t, &) a transformada de Fourier da solugdo u(t,x) do PVI

u(t,&) = \/% /OO u(t, ) e ™ do

e usando as propriedades de linearidade da transformada de Fourier e das derivadas com respeito
ax

—~ co o~ 2 A
Ugy = quw = _5 u
e com respeito a t
Ut = Uyt
obtemos
A —_—
h = 02Uy — Uy,

= 1172’&“ -+ 5271 (17)

com 1(0,€) = 4,(0,€) = 0, cuja solugio, ao comparar (17) com (16): U =4, b = v€ e H = v?h, ¢é
dada pela equagao (14) do item (b):

W) = o /0 t%w,g)m

B / Suten (E)h(T, )dr (18)

Na segunda linha usamos o resultado do item (a) com b =v(t — 7).

Para obter a solucio do PVI original, faremos uso dos teoremas da convolucdao e formula da
inversa. Supondo que a ordem da anti-transformada de Fourier e a integral em (18) possa ser
trocada,? temos

u(t,z) = (0)" (t,z)
= v/(j(thr()iL( ))vdT
— v/ot \/% (Xv(th) * h) (1, 2)dr
= \/?;—W /0 t / Z Xo(t—r) (€ = y)h(7,y)dydr

z+v(t—7)
= / / h(r,y)dydr
z—v(t—T)

2Para aplicar o teorema de Fubini é suficiente que iL(t, €) seja uniformemente continua em ¢t e .

>



que € justamente a integral sobre a regido triangular = Q(t,x) de vértices A, B e C. Na ultima
igualdade usamos as equivaléncias: |x —y| < vt —7) <= —v({t —7) <y—zx < vt —7) =
r—vit-7)<y<z+ot-rT).

(d) Para h(t,z) = cos2nwt, temos

v t z4vu(t—T)
u(t,z) = = [ cos2mwr 1Ldy|dr
2 0 z—v(t—7)
t
= 112/ (t — 1) cos 2w dt
0
! / b sin 2rwr
+ | —/—dr
0 0 2mw
02

= m (1 — COS 27T(J.)t) .
oW

9 sin 2w T
— t— ) —
v ( ( T) 2mw

Note que a solugao independe de x (todos os pontos da corda movem juntamente) e satisfaz u(0, x) =
ut(O, t) =0.



