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Exercicio 1 Considere o problema de valores inicial e de fronteira (PVIF)

1
E U — Ugy = Ca (1)

em R={(t,z):t>0,0<z <7}, C>0, com

u(t,0) =u(t,m) =0, t>0 (2)

u(0,2) =z (m—z) , 0<z<m. (3)

Pelo método da variagcao dos parametros, a solucao o PVIF tem a forma

u(t,z) = ch(t) sinnx . (4)

n=1

Observe que u dado por (4) com c,(t) = b, exp (—n?kt) € solu¢io do PVIF (1), (2) e (3) para
C =0 se o 7
bn:—/ x(m —x)sinnz dx | n=12... (5)
0

™

for o n—ésimo coeficientes de Fourier da fun¢io f : R — R, 2w—periddica, impar tal que f(x) =
x(m—x) para x € [0,7]. A fungdo f € continua e sua deriwada f' é quadrado integravel de forma
que sua série de Fourier Sf(x) =" bysinnx converge uniformemente para f.

Substituindo (4) em (1), obtemos
i lc'n(t) —n?c,(t) | sinnx = ign sin nx (6)
n=1 K n=1
onde 0s g,’s sao o0s coeficientes de Fourier da fungcao g : R — R, 2w —periddica, impar tal que
f(z) =C para x € (0,7):
2 / .
In = — Csinnz dx
m™Jo

e [ 4C/(mn) se n é impar
%(1_(308”%)_{0 se n € par

Como {sinnz , n € N} € um conjunto de fun¢oes L.I., a igualdade (6) se dd termo-a-termo

1
Zén(t) —ncu(t) = gn
K



cuja solugao € (por verificagdo ou integracao da equagdo)
2 t 2
ca(t) = cp(0)e™™ " + /i/ e =g ds
0

= ey I (1)
n

Para escrever a solu¢io do PVIF (1), (2) e (3), resta ainda calcular os coeficientes b, ’s dados por

(5):

9 7r
b, = — (:E(?T — ) cosnzx|y — / (m — 2x) cos nz dm)
™m 0
2 ™
= — [ (7 —2zx)cosnz dx
™ Jo
2 (= 22)si r+2/w' d
= — —21)8 S
—s | (7 — 2z)sinnzl, i innz dx
4 ™
= — sinnz dx
™m? Jo

_ i(l _ cosnr) = { 8/(mn3) se m € impar
0

mn3 se n € par
A solucdo do PVIF €, portanto,
8 w— 1 2 C 2
t, — - —n kKt - (1 _ N mt) : . 7
u(t, x) - nz_:l - (e + 5 e sin nx (7)
zmp_ares

Devido as descontinuidades da fungao g(x) nas extremidades x = 0 e x = m , a convergéncia da
série de Fourier para a sequnda derivada com respeito a x nao € uniforme e, consequentemente,
a troca de ordem das derivadas com o somatorio nao € garantida, impedindo de se concluir que
a série (7) é de fato uma solu¢ao do PVIF no sentido estrito. Lembre que a garantia de que as
derivadas de u podem ser obtidas derivando termo-a-termo a série requer convergéncia uniforme,
que nao temos quando derivamos duas vezes com respeito a x, termo-a-termo, a parte da solucao

(4C/W)Z(1/n3)sinnx.

n>1

Exercicio 2 Considere o sequinte PVIF

Ug — Ugy + hu =0, h>0, (8)
emR={t>0,0<xz<m}, com
u(t,0)=0 e wu(t,m)=1, t>0 (9)
e condicao inicial
u(0,z) =0, O0<z<m (10)



O primeiro passo para resolucao do PVFI é transforma-lo em outro PVIF com a condi¢cao de
contorno homogénea. Escrevemos

u(t,z) = v(z) + w(t, x) (11)

onde v(z) € a solucao independente do tempo das equagdes (8) e (9):

" +hv = 0, O<z<m
v(0) = 0
v(r) = 1 (12)

cuja solugdao, impondo as condicoes de fronteira a solugao geral,
v(z) = Acoshvha + BsinhVhz
v(0) = A=0
v(r) = Bsinhvhr =1
sinh vhz

2= b "

Substituindo (11), (12) e (13) em (8), (9) e (10), resulta da linearidade das equagdes o sequinte
PVIF para w

Wy — Wy +hw =0, (14)
em R={t>0,0<z<m}, com
w(t,0) =w(t,m)=0, t>0 (15)
e condicao inicial
inh v/'h
w(O,x):—M, 0<z<m. (16)
sinh vhm
Note para equagao (14)
Up — Ugy + hu = —0" + hv + Wy — Wy + hw = Wy — Wyy + hw =0

e as demais equagoes sequem analogamente.
O PVIF (14), (15) e (16) pode ser resolvido pelo método de Fourier. Substituindo

w(t,z) =T(t)X(z)
em (14) e (15), resulta em um par de equagdes ordindrias
T+ (N 4+hKT = 0

X'+ XX =0, X(0)=X(m)=0.



A segunda equacdo e condicao de fronteira é um problema de autovalores, jd resolvido anterior-
mente:

Ay = 1
Xy(z) = sinnz

, neN

sao os autovalores e auto—fungoes correspondentes. A primeira equagao tem solug¢ao T'(t) propor-
cional a exp (—(\? + h)t). Portanto, a solugao do PVIF para w é uma combinagao linear

= Z bpe” " gin g (17)
n=1

onde 0s b, sio os coeficientes de Fourier da funcao f : R — R, 2w—periddica impar tal que

f(z) = —sinh vha/ sinh v/,

b, = _—2/ sinh Vhz sinnz dr .
msinh VA7 Jo

Pela formula de Fuler, escrevemos o integrando como

sinh Vha Smn:v—212< cos(n—i—zx/_)x—i-COS(n—z\/_) )

cuja integral resulta
1 ™
b, = —/ (cos (n—ki\/E)x—cos (n—@ﬁ) x) dx
im sinh vVhr Jo

- iwsin;\/ﬁw (n;mm("”ﬁ)” n—szIIl(”_M) )

1 1 1
= ( + ) i sinh VAT cos nwr

irsinhvVhr \n+ivVh n—ivh
2 n

— 1
e L (18)

onde usamos, na terceira linha, smnm = 0 e sinivhr = i sinh vVhr. Substituindo (13), (17) e (18)
em (11), concluimos

smh\/_x e htZ(—l)” n 2

u(t,x) = e " tsinnx .
( smh\/_7r n?+h

n=1



