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Exercicio 1 (Corda percutida por martelo plano) Considere o sequinte PVIF:

1
ﬁutt_ux:pzoa (1)

em R={t>0,0<x< L}, com condigdo de fronteira
u(t,0) =wu(t,L) =0, (2)

para t > 0, e iniciais

w0.0) = ) =0 o wl0a) =gl ={ 6 % [TTUST )

para 0 < x < L, onde 6 < a < L — 4. Pelo método de Fourier (separa¢io de varidveis), a solu¢ao
do PVIF dado pelas equagoes (1), (2) e (3), tem a forma

Z ¢ (t) sin —:r; (4)

com nmwv nmv
cn(t) = by, cos Tt + d,, sin Tt (5)
onde
b, = / f(x)sin —$ dr =0, (6)
?dn = Z/o g(x)sin %x dx
) L 1,2 (7)
= — sin —ux dx n= .
L a_é L Y ) Y

sao, respectivamente, os coeficientes de Fourier das funcoes f : R — R eg: R — R, 27—
periodicas, impares e tais que f(x) e g(x) em [0, 7] dadas por (3). Integrando (7), temos
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de onde se conclui, juntamente com (4), (5) e (6),

1 . nma . nwd . nmz . nmut




Observe que a fungao g ndo é continua e sua série de Fourier Sg(x) =% ", (nmv/L)d, sinnx
nao converge uniformemente para g em [0,7]. No entanto, a série de u(t,z) converge uniforme-
mente em R para uma funcdo continua que, por sua vez, é solucio do PVIF no sentido generalizado
uma vez que uma solugao de (1), (2) e (3) no sentido estrito requer, além disso (veja Teorema 5.1,
pdg. 137 do livro texto de Djairo G. de Figueiredo), ¢’ continua em [0,7] e ¢" seccionalmente
continua.

A solucao obtida € simétrica com respeito a troca de papel de a com & porém, esta troca deve
respeitar simultaneamente as condi¢oes 6 < a < L—09 ea <6 < L—a, caso contrdrio os limites de
integracao da integral (7) para os coefficientes d,,’s correspondentes seriam diferentes, resultando
duas séries distintas para u(t,z). Respeitando estas condigdes teriamos a = § < L/2 e trocar a por
0 nao muda a funcao.

Exercicio 2 Para obter a equacao da energia do PVIF:

1
_utt_umzzo ) (8)

)
em R={(t,x) :t>0,0 <z < L}, sujeita as condi¢cdes de fronteira
uz(t,0) —au(t,0) = u,(t, L)+ fu(t,L)=0, t>0 9)

e niclats
w(0,2) = f(z) e w(0,x)=g(xr), 0<z<L (10)
com «, >0, procedemos da sequinte maneira.

Recordando que v? = 7/p, onde p e T, a densidade (linear) e a tensio da corda em repouso, se
mantém constante durante o movimento, vamos assumir que u € uma solucao no sentido estrito
do PVIF. Sendo u da classe C* em R e da classe C* em R, satisfazendo o PVIF, a equacgdo (8)
multiplicada por Tu; pode ser escrita como

0 = pugly — TUgzUys
= PUUt + TUptUyp — T (uztux —+ u$zut)
T (2
(ut)t +3 (uz)t -7 (uﬂvu’t:r + u:mt“t)
2 T /9
(ut)t +35 (u:c)t - T (uxut)x

a qual, ao integrar em [0, L], resulta

L
0 = / (pupuy — TUzuy) do
0



bastando para isso aplicar o teorema fundamental do cdlculo no wltimo termo. Sendo o integrando
da expressio acima uma fun¢do continua em R e integrdvel em [0, L], a derivada com respeito a t
pode ser tomada fora da integral. Usando (9), o termo de fronteira pode ser escrito como

—Tupuly = 7 (ua(t,0)uy(t, 0) — uy(t, L)uy(t, L))

= 7 (au(t,0)u(t,0) + fu(t, L)u(t, L))

— % (cu(t,0)* + Buf(t, L)?), . (12)

As equagoes (11) e (12) juntas resultam em

dE
onde 3 -
E(t) = E(t) + 5 (o u(t,0)* 4+ B u(t,L)?) . (13)
A energia da corda
1 (L
E(t) = 5 / (i + 7u2) da (14)
0

nao € uma quantidade conservada pelo movimento devido a condigao de fronteira (9). A quantidade
E(t), que se conserva pelo movimento, pode ser escrita em termos dos dados iniciais (10) do

problema:

~ ~ 1

B() = BO) =5 [ (pala +7/@P) do+ G (afOF + A1) (15)

Admitindo a existéncia de uma solug¢do u(t,x) do PVIF no sentido estrito, vamos provar que €
tinica. Supondo que haja duas possiveis solugoes do PVIF ul(t,x) e u*(t,x), a diferenca

w(t,r) = u'(t,z) — u?(t, x)
satisfaz o PVIF (8), (9) com (10) substituido pelo dado inicial trivial:
1

ﬁwtt_wx‘r:oa
em R={(t,x):t>0,0<x < L},

w,(t,0) —aw(t,0) =w,(t, L)+ fw(t,L) =0, t>0

w(0,2) =0 e w(0,z)=0, 0<z<L.

A quantidade E(t) deste problema, devido sua conservagio e a (15), satisfaz

E(t) = E(0) =0

de onde se conclui, tendo em vista (14) e (13),

L
%/ (pw? +7u?) di + = (0 w(t, 07 + B w(t, L)?) = 0
0
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e, consequentemente, devido a continuidade do integrando em R,
wy(t,x) = wy(t,x) =0, t>0,0<z<L
w(t,0) = w(t,L)=0, t>0
ou, equivalentemente,
w(t,z) = Const. , t>0,0<z<L
w(t,0) = w(t,L)=0, t>0
resultando, devido a continuidade de w(t,z) em R, a contradigdo:
w(t,r) =u'(t,z) —u?(t,r) =0, em R

a saber, caso exista, u(t,z) € a unica solugao do PVIF definido pelas equagoes (8), (9) e (10).



