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Exercicio 1 (Corda semi-infinita) Considere o sequinte PVIF:

1

ﬁutt_ua:x:o? (1)

em R={t >0, x> 0}, sujeita a condi¢ao de fronteira
u(t,0) =e", t>0, (2)
€ 1niclals
w0,2) =e¢* e wu(0,x) =cosz, x> 0. (3)

Dividimos o problema em duas partes: (I) Para (t,z) € R tal que x — vt > 0, pela formula de
D’Alembert,

N | —

x+ut
ultia) = 5 (Flat o)+ S =)+ 50 [ alo) dy

xT

com f(x) =e ™ e g(x) = cosx, resulta

1 r+out
(6—(x+vt) + 6—(w—vt)) + _/ cosy dy
2v r—vt

N | —

u(t,r) =

1
(em(Hvh) 4 em(@mvt)) 4 20 (sin(x + vt) — sin(x — vt))
v

DO | —

1
= 3 (e’(””t) + e’(x’“t)) + —sinvtcosx .
v

Note que, devido a causalidade, o intervalo de dependéncia [x — vt,z + vt] do ponto (t,x) estd
contido no semi—eizo [0,00) sobre o qual a corda se extende quando em repouso. A solugdo u(t,x)
para os pontos (t,x) tais que x — vt > 0 nao difere da solugao do PVI de uma corda infinita.

(II) Para (t,x) € R tal que x — vt <0, devemos retornar & solug¢do geral da equagdo (1):
u(t,z) = F(x +vt) + G(x — vt) (4)
onde, devido as condigoes iniciais (3),

Flx)+G(z) = e,

v(F'(z) — G'(z)) = cosz, z>0
resulta em
F()—l‘”+1' + K (5)
T) = 2@ 2Usmx
G(zx) = Lo L1y + K >0
T) = 26 2Usmx , T >

1



com K uma constante de integracao arbitrdria.

Resta ainda determinar a fun¢ao G(x) para © < 0. Usamos, para isso, a condi¢ao de fronteira
(2):
F(vt) + G(—vt) = e, t>0

que, devido a (5), pode ser escrita como
G(-y) = e V"= F(y)

1 1
= e*y/”—ie*y—%smy—K, y > 0. (6)

Substituindo (5) e (6) em (4), obtemos
u(t,z) = F(z+ovt)+G(—(vt —x))

1 1
= e /) 4 — (em(hol) _ gm(vima)) 4 50 (sin(z + vt) — sin(vt — z))
v

(\V]

1 1
e t—e/v) 4 = (67(“”) — e*(”tﬂ)) 4+ —coswvt sinz .
2 v

Exercicio 2 (Oscilagoes forcadas) Considere o problema:

1

g Ut — Uz = Acos2nwt (7)

em R={t>0,0<x< L}, sujeita a condigao de fronteira
w(t,0) =u(t,L) =0, t>0 8)
onde A, v e w sao reais positivos.

Vamos mostrar que, exceto para certos valores especiais {w,} de w, o problema acima tem
solu¢ao da forma p(zx) cos2mwt. Substituindo a forma da solug¢dao em (7), temos

42
—p”—%pr:A, O<z<L (9)
v

Devido a condi¢do de fronteira (8), procuramos uma solug¢do de (9) na forma de uma série de
Fourier em senos:

> nm
=Y cusin " 10
p(x) nilc sin La: (10)

Para isso, representamos o termo nao—homogéneo de (9) em uma série de Fourier em senos (de
mesmo periodo 2L ):

= nmw
A=Y hysin—az, O<z<L 11
2 sin —a x (11)
onde
24 [
h, = A i sinn%mdx
2A
= — (1 —cosnm) .
nmw



Substituindo (10) e (11) em (9), usando a independéncia linear das fungoes {sin %x ,nE N},
obtemos

472 9 9
F(wn—w )cn:hn
de onde se conclui: se
W # wy = Y
2L
para todo n € N, entdo existe uma solu¢ao p(z) de (9) da forma (10) com
v? h,,
Ch = —————
472 w2 — w?

Av? 1 — cosnm

23wk —w?
Determinamos agora a solug¢do u(t,z) do problema (7) e (8) tal que satisfaz
w(0,z) =0 e w(0,2)=0, 0<z<L. (12)
A solugao geral do problema (7) e (8) é
u(t, ) = Unom(t,x) + p(z) cos 2mwt

= Z (by, sin 2wyt + d,, cos 2w, t) sin %x + Z ¢y, €OS 2wt sin %x

n=1 n=1
com b, e d, a serem determinados pelas equacoes

(d,, + ¢,,) sin %m =0
=1

n

27rwannsin %x = 0.
n=1

Pela independéncia linear das fungoes sin “Fx, obtemos

b, = 0
d, = —c,, VneN.

A solugao do problema PVIF, (7) e (8) e (12) €, portanto,

oo
Av? 1 — cosnm cos 2wt — cos 2wt . nw
Sin TJ}

u(t,r) =

(t. ) 273 = n w2 — w?
Quando w = w, para algum n, aplicamos L’Hopital a solu¢ao u(t,z) com w # wy,, no limite w — wy,.
Suponha w = wy, para algum ng € N. Entao

€oS 2wt — oS 27w, T

lim — lim (cos 2wt — cos 2wy, t )’

2 2 /
W—wp Wy w W—wny (W’VQLO _ w2)
7t sin 2wt
= im ——
w—)wno w



onde’ denota a derivada com respeito a w,

Av? 1 — cosnm cos 2mwt — cos 2wyt . nw Av? 1 — cosngm tsin 2w, t . new
u(t,z) = —— E 5 5 sin —a+-—; sin x
2m n w2 —w L 2w no W L
n>1,n#ng
e 0 modo de vibragdo correspondente a frequéncia wy = 5L € amplificado por t, devido a res-
sonancia. Note que 1 — cosngm se anula quando ng € par e somente 0s modos impares podem ser

ressonantes.



