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Exerćıcio 1 Considere o problema de valor inicial (PVI) de uma corda elástica infinita:

1

v2
utt − uxx = 0 , t > 0 , x ∈ R

com
u(0, x) = f(x) e ut(0, x) = g(x) , x ∈ R

cuja solução, dada pela fórmula de D’ Alembert

u(t, x) =
1

2
(f(x+ vt) + f(x− vt)) +

1

2v

∫ x+vt

x−vt
g(y)dy , (1)

desejamos obtê-la por transformada de Fourier.

Denotando por û = û(t, ξ) a transformada de Fourier (com respeito a variável x) da solução do
PVI:

û(t, ξ) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

u(t, x) e−iξx dx

e usando as propriedades de linearidade da transformada de Fourier e das derivadas com respeito
a x

ûxx = iξûx = −ξ2û

e com respeito a t
ûtt = ûtt

(inversão de ordem das derivadas com a integral de Fourier), obtemos

0 =
̂1

v2
utt − uxx

=
1

v2
ûtt − ûxx

=
1

v2
ûtt + ξ2û (2)

sujeita às condições

û(0, ξ) = f̂(ξ)

ût(0, ξ) = ĝ(ξ) . (3)

Estamos assumindo que as integrais de Fourier destas quantidades façam sentido.

A solução de (2)
û(t, ξ) = A cos vξt+B sin vξt
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com A e B constantes dependentes da variável ξ, é determinada por (3):

û(0, ξ) = A = f̂(ξ)

ût(0, ξ) = vξB = ĝ(ξ) ,

resultando

û(t, ξ) = f̂(ξ) cos vξt+
1

v
ĝ(ξ)

sin vξt

ξ
. (4)

Para obter a solução do PVI original, faremos uso dos teoremas da convolução e da inversa (veja
Teoremas 6.3’ e 6.1 do livro texto ”Análise de Fourier e equações diferenciais parciais”, Djairo G.
de Figueiredo).

Para o primeiro termo do lado direito de (4), temos(
f̂(ξ) cos vξt

)∨
=

1

2

(
f̂(ξ)(eivξt + e−ivξt)

)∨
=

1

2

((
f̂(ξ)eivtξ

)∨
+
(
f̂(ξ)e−ivtξ

)∨)

=
1

2
(f(x+ vt) + f(x+ vt))

por linearidade e propriedade da transformada inversa da modulação f̂ e±ivtξ de f̂ , resultando o
primeiro termo da solução de D’Alembert (1).

Para o segundo termo do lado direito de (4), aplicamos a transformada inversa juntamente com
o teorema da convolução:

(ĝχ̂)∨ =
1√
2π
g ∗ χ . (5)

Observe que, se χ(x) = χvt(x) =
√
π/2 para |x| ≤ vt e χ(x) = 0 para |x| > vt, então

χ̂(ξ) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

χ(x) e−iξx dx

=
1

2

∫ vt

−vt
e−iξx dx

=
1

ξ

e−iξvt − e−iξvt

−2i

=
sin vξt

ξ
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coincide com a função χ̂ que multiplica ĝ em (4), de onde se conclui

u(t, x) = (û(t, ξ))∨

=
(
f̂(ξ) cos vξt

)∨
+

1

v

(
ĝ(ξ)

sin vξt

ξ

)∨
=

1

2
(f(x+ vt) + f(x+ vt)) +

1√
2πv

g ∗ χvt

=
1

2
(f(x+ vt) + f(x+ vt)) +

1√
2πv

∫ ∞
−∞

g(x− y)χvt(y)dy

=
1

2
(f(x+ vt) + f(x+ vt)) +

1√
2πv

∫ vt

−vt
g(x− s)ds

=
1

2
(f(x+ vt) + f(x+ vt)) +

1√
2πv

∫ x+vt

x−vt
g(y)dy

onde na última linha empregamos a mudança de variável: y = x − s e dy = −ds, invertendo em
seguida os limites de integração, concluindo a demonstração.

Exerćıcio 2 Considere o problema de valor inicial e de fronteira (PVIF)

1

κ
ut − uxx = 0 , t > 0 , x > 0 (6)

u(t, 0) = A , t > 0 (7)

e
u(0, x) = f(x) , x ≥ 0 , (8)

onde A é uma constante.

Vamos aplicar o método de Fourier para resolver o PVIF. Devido a condição (7) é conveniente
introduzir a transformada seno de Fourier:

F (ξ) :=

∫ ∞
0

f(x) sin ξx dx (9)

definida para todo ξ ∈ R. Note que F é uma função ı́mpar: F (−ξ) = −F (ξ).

Se f̃ : R −→ R denota a extensão de f para x < 0 como uma função ı́mpar: f̃(x) = −f(−x),
x < 0, então

F (ξ) =
1

2i

∫ ∞
0

f(x)
(
eiξx − e−iξx

)
dx

=
1

2i

(∫ −∞
0

f̃(x) e−iξx dx−
∫ ∞
0

f(x) e−iξxdx

)

=
i

2

(∫ 0

−∞
f̃(x) e−iξx dx+

∫ ∞
0

f̃(x) e−iξxdx

)

= i

√
π

2
̂̃f(ξ) (10)
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de onde se conclui, pela fórmula da inversa e por paridade de F ,

f̃(x) =
(̂̃f)∨ (x)

=
1

i

√
2

π
F∨(x)

=
1

iπ

∫ ∞
−∞

F (ξ)eiξxdξ

=
1

iπ

∫ ∞
0

F (ξ)
(
eiξx − e−iξx

)
dξ

=
2

π

∫ ∞
0

F (ξ) sin ξx dξ (11)

e

f(x) =
2

π

∫ ∞
0

F (ξ) sin ξx dξ (12)

define para x ≥ 0 a transformada seno inversa de F .

Denotando por

U(t, ξ) =

∫ ∞
0

u(t, x) sin ξx dx (13)

a transformada seno de Fourier com respeito a x da solução u(t, x) do PVIF, temos

1

κ
Ut =

∫ ∞
0

1

κ
ut(t, x) sin ξx dx

=

∫ ∞
0

uxx(t, x) sin ξx dx (14)

pela equação (6), a qual pode ser integrada por partes duas vezes consecutivas:∫ ∞
0

uxx(t, x) sin ξx dx = ux sin ξx|∞0 − ξ
∫ ∞
0

ux(t, x) cos ξx dx

= −ξ
(
u cos ξx|∞0 + ξ

∫ ∞
0

u(t, x) sin ξx dx

)
= ξu(t, 0)− ξ2U (15)

onde assumimos a condição
u(t,∞) = ux(t,∞) = 0

necessária para as transformadas seno de u, dada por (13), e de ux estejam definidas no sentido
de uma integral de Riemann imprópria.

Pelas equações (14), (15) e (7), concluimos que a transformada seno U de u satisfaz

Ut + ξ2U = ξA (16)
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sujeita, devido a (9), (8) e (13), á condição inicial

U(0, ξ) = F (ξ) . (17)

Para cada ξ ∈ R fixo, a solução do PVI, (16) e (17), pode ser obtida pela fórmula da variação
dos parâmetros

U(t, ξ) = F (ξ)e−κξ
2t + κ

∫ t

0

ξAe−κξ
2(t−s)ds

= F (ξ)e−κξ
2t +

A

ξ

(
1− e−κξ2t

)

= i

√
π

2
̂̃f(ξ)φ̂(t, ξ) +

A

ξ

(
1− φ̂(t, ξ)

)
(18)

por (10), onde φ é a transformada de Fourier inversa

φ(t, x) =
(
φ̂
)∨

(t, x)

=
1√
2π

∫ ∞
−∞

φ̂(t, ξ) eiξx dξ

=
1√
2κt

e−x
2/4κt (19)

da função Gaussiana φ̂(t, ξ) = e−kξ
2t.

Para calcular a transformada seno inversa u de U dada, analogamente a (12), por

u(t, x) =
2

π

∫ ∞
0

U(t, ξ) sin ξx dξ (20)

vamos usar para o primeiro termo de (18) a relação correspondente a (10):

U(t, ξ) = i

√
π

2
̂̃u(t, ξ)

juntamente com o teorema da convolução. Escrevendo

Uh(t, ξ) = i

√
π

2
̂̃f(ξ)φ̂(t, ξ)

temos, lembrando que ̂̃f(ξ) e, consequentemente, Uh(t, ξ) são funções ı́mpares de ξ,

uh(t, x) =
2

π

∫ ∞
0

Uh(t, ξ) sin ξx dξ

=
1

i

√
2

π

( ̂̃uh)∨ (t, x)

=
(̂̃f(ξ)φ̂(t, ξ)

)∨
(t, x)

=
1√
2π

φ ∗ f̃(x) (21)
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por (11) e teorema da convolução.

Para o segundo termo de (18) usamos a relação correspondente a (12)

Unh(t, ξ) =
A

ξ

(
1− φ̂(t, ξ)

)
juntamente com o teorema de Plancherel–Parseval (veja Teorema 6.5 do livro texto ”Análise de
Fourier e equações diferenciais parciais”, Djairo G. de Figueiredo). Para x ≥ 0,

unh(t, x) =
2

π

∫ ∞
0

Unh(t, ξ) sin ξx dξ

=
2A

π

∫ ∞
0

(
1− φ̂(t, ξ)

) sin ξx

ξ
dξ

=
A

π

(∫ ∞
−∞

sin ξx

ξ
dξ −

∫ ∞
−∞

φ̂(t, ξ)
sin ξx

ξ
dξ

)

=
A

π

(∫ ∞
−∞

χ̂(ξ) dξ −
∫ ∞
−∞

φ̂(t, ξ) χ̂(ξ) dξ

)
(22)

onde χ(y) = χx(y) =
√
π/2 para |y| ≤ x e χ(y) = 0 para |y| > x e

χ̂(ξ) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

χ(y) e−iξy dy

=
1

2

∫ x

−x
e−iξy dy

=
sin ξx

ξ

coincide com a função χ̂ definida em (22).

O primeiro termo do lado direito de (22) pode ser escrito como

A

π

∫ ∞
−∞

χ̂(ξ) dξ = A

√
2

π

1√
2π

∫ ∞
−∞

χ̂(ξ)eiξ·0 dξ

= A

√
2

π
χ(0) = A . (23)

Aplicando a igualdade de Plancherel–Parseval ao segundo termo do lado direito de (22), juntamente
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com (19), temos

A

π

∫ ∞
−∞

φ̂(t, ξ) χ̂(ξ) dξ =
A

π

∫ ∞
−∞

φ(t, y) χ(y) dy

=
A

π

∫ x

−x

1√
2κt

e−y
2/4κt ·

√
π

2
dy

= A

√
2

π

∫ x/
√
4κt

0

e−s
2

ds

= A erf

(
x√
4κt

)
(24)

onde erf (x) =
√

2/π

∫ x

0

e−s
2

ds é a função erro.

Combinando (20), (21), (22), (23) e (24), resulta a expressão desejada:

u(t, x) = uh(t, x) + unh(t, x)

=
1√
2π
φ ∗ f̃(x) + A

[
1− erf

(
x√
4κt

)]
.

Bibliografia. Djairo G. de Figueiredo “Análise de Fourier e Equações Diferenciais Parciais” págs.
220-221.
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