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Exercicio 1 Considere o problema de valor inicial (PVI) de uma corda eldstica infinita:
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cuja solugao, dada pela formula de D’ Alembert
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desejamos obté-la por transformada de Fourier.

Denotando por i = u(t, &) a transformada de Fourier (com respeito a varidvel x) da solugao do

PVI: R
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e usando as propriedades de linearidade da transformada de Fourier e das derivadas com respeito
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(inversao de ordem das derivadas com a integral de Fourier), obtemos
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sujeita as condicoes
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Estamos assumindo que as integrais de Fourier destas quantidades facam sentido.

A solugao de (2)
u(t,&) = Acosvét + Bsinvét



com A e B constantes dependentes da varidvel £, € determinada por (3):
a(0,6) = A= f()
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resultando
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a(t, &) = f(€) cosvét + ~9(8) € (4)

Para obter a solugio do PVI original, faremos uso dos teoremas da convolugao e da inversa (veja
Teoremas 6.3 e 6.1 do livro texto "Andlise de Fourier e equacoes diferenciais parciais”, Djairo G.
de Figueiredo).

Para o primeiro termo do lado direito de (4), temos
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por linearidade e propriedade da transformada inversa da modulacdao feimg de f, resultando o
primeiro termo da solugdo de D’Alembert (1).

Para o sequndo termo do lado direito de (4), aplicamos a transformada inversa juntamente com
o teorema da convolugao:
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Observe que, se x(x) = xu(x) = \/7/2 para |x| < vt e x(x) =0 para |x| > vt, entdo
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coincide com a func¢do X que multiplica g em (4), de onde se conclui
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onde na ultima linha empregamos a mudanca de varidvel: y = x — s e dy = —ds, wnvertendo em
sequida os limites de integragao, concluindo a demonstracao.

Exercicio 2 Considere o problema de valor inicial e de fronteira (PVIF)
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onde A é uma constante.

Vamos aplicar o método de Fourier para resolver o PVIF. Devido a condi¢ao (7) é conveniente
introduzir a transformada seno de Fourier:

F() = /000 f(z)sinéx dx 9)

definida para todo £ € R. Note que F é uma funcao impar: F(—=§) = —F(§).

Se f: R — R denota a extensio de f para x < 0 como uma funcio impar: f(x) = —f(—x),
x < 0, entao
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de onde se conclui, pela formula da inversa e por paridade de F,
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define para x > 0 a transformada seno inversa de F.

Denotando por
U(t,€) :/ u(t,x)sinéx dx
0

a transformada seno de Fourier com respeito a x da solu¢ao u(t,x) do PVIF, temos
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pela equagao (6), a qual pode ser integrada por partes duas vezes consecutivas:
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onde assumimos a condi¢cao
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necessdria para as transformadas seno de u, dada por (13), e de u, estejam definidas no sentido

de uma integral de Riemann impropria.

Pelas equagoes (14), (15) e (7), concluimos que a transformada seno U de u satisfaz
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sujeita, devido a (9), (8) e (13), d condi¢do inicial
U(0,&) = F(g) - (17)

Para cada &£ € R fizo, a solugdo do PVI, (16) e (17), pode ser obtida pela formula da variagao
dos parametros

t
Ut,E) = FE)e ™ +x / EAe™E (=9 s
0

= F(&e " 4 ? (1)

~

= /37009 + % (1-40.9) (18)

por (10), onde ¢ € a transformada de Fourier inversa
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da fungio Gaussiana d(t, &) = e ™.

Para calcular a transformada seno inversa u de U dada, analogamente a (12), por

u(t,z) = %/0 U(t,&)sinéx d€ (20)

vamos usar para o primeiro termo de (18) a relagdo correspondente a (10):
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Juntamente com o teorema da convolucao. Escrevendo
. T = A
06 = i3 FO3.
temos, lembrando que f(€) e, consequentemente, UM(t,€) sio funcoes tmpares de &,
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por (11) e teorema da convolugdo.

Para o sequndo termo de (18) usamos a relagao correspondente a (12)

U,6) = (1-66.9))

guntamente com o teorema de Plancherel-Parseval (veja Teorema 6.5 do livro texto ”Andlise de
Fourier e equagdes diferenciais parciais”, Djairo G. de Figueiredo). Para x > 0,
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onde x(y) =/7/2 para |y| <z e x(y) =0 para ly| > x e
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coincide com a fungdao X definida em (22).

O primeiro termo do lado direito de (22) pode ser escrito como
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Aplicando a igualdade de Plancherel-Parseval ao sequndo termo do lado direito de (22), juntamente



com (19), temos
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onde erf (x) = \/2/7r/ e~ ds € a fungio erro.
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Combinando (20), (21), (22), (23) e (24), resulta a expressao desejada:
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