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Exercicio 1 (Valor 3.5) Seja f: R — R, uma funcgdo 2m —periddica tal que
flz) =2 , —T<rT<T.
A série de Fourier Sf de f ¢ .
Sf(x) = an sin nx
n=1

onde
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Portanto,
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A série de Fourier
4 =
SF(z) = 5 ;An cosnx (2)
da funcio F : R — R, 2w —periddica tal que
Fa) = [ sy
0
= ydyzéx : —T<z<m (3)
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¢, pelo Teorema sobre a integrac¢do de série de Fourier (pag. 33, “Andlise de Fourier e EDPs”,
Djairo G. de Figueiredo), dada pela integracao de (1) termo-a-termo

SF(x) = 22 (_12)n (cosnz — 1) (4)

n



de onde se conclui, a partir de sua convergéncia uniforme: F(x) = SF(x) e de (3), (2) e (4):
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Pela identidade de Parseval
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concluimos, juntamente com
1 [7 P m
— F(x)*de == —dr = —
7r/_7r (z)"dx 7r/043j 10’

devido a (3), e
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devido a (6) e (5), a relagdo almejada:
~1 /1 1\
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Exercicio 2 (Valor 3.0) Seja f: R — R a fun¢ao
f(z) =sinwz , 0<z<m,

2m—periodica e impar, com 0 < w < 1. Calculemos sua séries de Fourier

Sf(x) = an sin nx
n=1



onde

resultando
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Fig. 1:

w=0.8

fpar(X)
1.0t

0.8¢
0.61

0.4

Fig. 2:

Conforme o grdfico da fungao f com w = 0.8 exibido na Figura 1, f com 0 < w < 1 € descontinua
nas extremidades do intervalo (—m, ) e sua série de Fourier Sf nao converge uniformemente para
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Fig. 3:

f em [—m,m]. Caso a convergéncia fosse uniforme, a soma de fungoes continuas resultaria em uma
funcao continua neste intervalo em contradicao com o grdfico da fungao.

Suponhamos que a fung¢ao f : R — R, 2mw—periddica seja par e tal que (7) € satisfeita com
a mesma condi¢ao sobre w. As figuras 2 e 3 mostram o grifico de f com w = 0.8 e w = 0.4,
manifestamente continuas.

A fungao f com 1/2 < w < 1 no intervalo (0,2m) nao é concava nem convezra, sendo possivel
tracar um segmento de reta ligando dois pontos da curva que intercepta o grafico de f no seu interior
— parte do segmento ficando abaizo e parte acima da curva — em contradicao com a definicao de
convexidade de uma func¢dao. A funcao f com w < 1/2 no intervalo (0,2m) € concava como pode
ser visto na figura 3. Observe que o mdximo da fungdo sinwz em (0,7) se encontra no interior do
intervalo se 1/2 < w < 1 e na extremidade © =7 se w < 1/2.

Exercicio 3 (Valor 3.5) Considere o sequinte problema de valores inicial e de fronteira (PVIF):

1
— U — Upe =0,
K

em R={(t,x):t>0,0<x <1}, com
uw(t,0)=u(t,1)=1, t>0

(0,2) = 0 se 0<z<h
YHTI=1 1 se h<z<l

Para determinar a solucao deste problema, escrevemos
u(t, ) =1+ w(t, x) (8)

sequndo a qual o PVIF original € reduzido a um PVIF para a funcao w:

1
Ewt_wmx:07 (9)

em R={(t,x) :t>0,0<xz <1}, com condi¢ao de fronteira homogénea
w(t,0) =w(t,1)=0, >0 (10)
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e inicial )
-1 se 0<z<
won) = fa) = { o1 2T (11

Resolvendo o PVIF para w pelo método de Fourier, as solugoes de (9) e (10) da forma
w(t,z) =T(t)X(x)
satisfazem um par de equacoes diferenciais ordindrias
T +XNsT = 0
X"+ XX = 0, X(0)=X(1)=0

cuja solugao geral
T = Ce Nt

X(x) = AcosAx+ BsinAx
X(0) = A=0
X(1) = BsinA=0
resulta em uma sequéncia de autovalores e auto—fungoes correspondentes
Ap = nm
X, = sinnmz neN.

Sequndo o principio de superposicao, a solu¢ao do problema € dada por uma combinacado linear
de solugoes wy(t,z) = exp (—n’n?kt) sinnmz, n € N:

w(t,z) = Z bpe ™ sinnrx (12)

n=1

onde 0s b, sdo coeficientes impares da condi¢do inicial (11)
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Substituindo (12) e (13) em (8), concluimos
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Temperatura de equilibrio: com exclusao de 1, todas as componentes da solu¢ao (14) do PVIF
original tendem a 0 quando t — oo:
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devido a convergéncia uniforme da série em intervalos fechados de t > 0, de modo que 1 € a
temperatura de equilibrio e todos os pontos da barra eventualmente vao assumir a temperatura dos
reservatorios em contato com suas extremidades.



