Segunda Prova de Fisica Matematica I — Solugoes
(Equagoes a Derivadas Parciais e Transformada de Fourier)
IFUSP - 2 de Julho de 2015

Exercicio 1 (Valor 3.5) Considere o PVIF de uma corda eldstica idealmente flexivel de compri-
mento L, sujeita a uma forca linear restauradoura uniforme, para o deslocamento u = u(t,z) em
relacao a sua posicao de repouso:

1

ﬁutt—um:—k‘u, k>0 (1)

em R={t>0,0<x< L}, com extremidades fizas (na posi¢io de repouso)
u(t,0) =wu(t,L)=0, t>0, (2)

e dados iniciais
w(0,z) = f(z) e w(0,z)=g(z), 0<ax<L. (3)

(a) Para obter a equagio da energia da corda, vamos assumir que u é uma solu¢io do PVIF
no sentido estrito, isto é u da classe C* em R e da classe C* em R. Lembramos que v = /T /p,
a velocidade de propagagio da onda na corda, p a densidade (linear) e T a tensio em repouso,
mantém—se constante durante o movimento. Multiplicando a equagdo (1) por Tu; (tensdo x wveloci-
dade instantanea da corda em x), tém-se (com K = k)

0 = pupus + Kuuy — Tuzuy

= pupuy + Kuwy + Tty — T (UggUy + Ugrty)

K
= g (u?>t + 5 (u2)t + % (U’i)t -7 (uxut:p + ua:x“ft)
P K T
- 92 ( §>t + D} (u2)t + D) (ui)t - T (uzut)x

resultando, ao integrar—se sobre a extensao da corda,

L
0 = / (puguy + Kuug — Tugzug) do
0

L
— —/ (puf+Ku2+Tu§)tdx—Tuxut|g (4)
0

pelo teorema fundamental do cdlculo.



O integrando da expressio (4) é uma fungdo continua em R, integrdvel em [0, L] e, porcon-
sequinte, sua derivada com respeito a t pode ser tomada fora da integral. Por (2), o termo de
fronteira se anula:

-7 u$ut|0L = 7 (ug(t, 0)us(t,0) — uy(t, L)uy(t, L)) =0

(sendo u(t,0) e u(t,L) fungoes em t identicamente nulas, suas derivadas ui(t,0) e uy(t,L) sdo
identicamente nulas) e (4) pode entdo ser escrita como

E'(t)=0

onde

1 L
E(t) = 3 /0 (puj + Ku® + 1ul) do (5)

¢ a energia da corda, conservada pelo movimento.

(b) A energia E(t), sendo uma quantidade conservada ao longo do tempo, pode ser expressa
em termos dos dados iniciais (3) do problema:

1

B = BO) =5 [ (ool + Kf(a) +71w)) do (6)

(¢) Caso uma solu¢ao do PVIF exista (no sentido estrito), a conservacao de E garante sua
unicidade. De fato, se u'(t,z) e u*(t,x) forem duas solugoes distintas do PVIF, entdio a diferenca

w(t,x) = Ul(t,{L') —UQ(t, .1') (7)
satisfaz o PVIF (1), (2) com (3) substituido pelo dado inicial trivial:
w(0,2) =0 e w(0,z)=0, 0<zx<L,

de onde se conclui, por (6),

e, por (3),

1 L
5/ (pwt2+Kw2+Tw§)dx:0
0

resultando, devido a continuidade do integrando em R,
w(t,z) =0, t>0,0<xz<L,

em contradi¢do com a hipétese em (7). Logo u* = u* em R.

Exercicio 2 (Valor 3.5) Considere o problema de Cauchy de uma corda vibrante semi—infinita:

1
—utt—umzo, t>0,$>0, (8)

02
com a extremidade fiza na posi¢ao de equilibrio, u(t,0) =0, ¢t >0, e

u(0,z) =sinz e w(0,z)=¢e", z>0. (9)

2



(a) Vamos calcular o deslocamento u(t,x) da corda. Pela solugdo geral de (8),
u(t,z) = F(x +vt) + G(x — vt) . (10)
Para © — vt > 0 e dados iniciais (9), temos
uw(0,z) = F(z)+G(zr) =sinz (11)
u(0,7) = v(F(x) - G(x)) =e".

A equacao da integral desta ultima

Flz) - Gz) = = /0 ey + K

v

onde K € uma constante arbitrdria, juntamente com (11), formam um sistema de equagoes algébricas
para F e G, cuja solu¢ao para x > 0:

1 1

F(x) = §sinx—%e”+K' (12)
1 1

G(z) = ésinx+%e_x—K’

com K'= (K + 1/v)/2, quando substituida em (10) resulta na formula de D’Alembert

1 1
u(t,z) = 5 (sin(x + vt) + sin(z — vt)) — % (e’(““t) - e’(x’”t)) : (13)

Para x — vt <0, (10) e a condigdo de fronteira
u(t,0) = F(vt) + G(—vt) =0

resulta para y > 0 em

1 1
G(—y) = —Fly) = —5siny + o™’ — K’
de onde se conclui, juntamente com (12) e (10),
1 . . 1 —(z+vt) —(vt—x)
u(t,z) = 3 (sin(z + vt) — sin(vt — x)) — % (e —e ) (14)

(b) A solugao (14) de (8)-(9) para x — vt <0 é anti-simétrica
u(t, —z) = —u(t, x)

quando estendida para x € R. Jd a solu¢ao (13) para x—vt > 0 nao o é, como deveria, pela sequinte
razio. Notamos que os termos (sin(x + vt) + sin(z — vt)) /2 em (13) e (sin(x + vt) — sin(vt — x)) /2
em (14), sao fungoes impares de x mas os termos envolvendo as exponenciais divergem quando x
tende a —oo. Porém, se substituirmos (e~ — e=(@=v1)) /(20) por (e~l=+vll — e=le=vll) /(20) em
(13) e (e=@vt) — e=t=2)) /(2u) por (e~letvtl — e=lvt=2l) /(2v) em (14), o problema das divergéncias



nao mais existe, as solugoes (13) e (14) com estas modifica¢oes coincidem com as anteriores para
x > 0 e tornam—se impares (anti-simétricas pela troca de x por —x).

Alternativamente, se a formula de D’Alembert fosse empregada no PVI (8)-(9) em t > 0,
—00 < x < 00, com f e § dados pela extensio de f(x) =sinz e g(z) = e™* para & € R como uma
fungao impar (f ja €), entdo a solugdo u(t,x) € uma fun¢dao impar de x que coincide com (13) e
(14) nos dois dominios x — vt > 0 e x — vt < 0 para x > 0.

(¢) Escrevemos a solugdo (13) para x — vt > 0 e (14) para x — vt < 0 (com as modifica¢oes do
item (b)) em uma unica expressao valida para todo t,x > 0:

1 1
u(t,z) = 3 (sin(z + vt) + sin(x — vt)) — o (€f|x+vt| _ €f|x7vt|) '

Exercicio 3 (Valor 3.5) Considere o PVI
U — Uy = h(t, ) , t>0, —co<z<o0 (15)

sujeita as condigoes iniciais u(0,z) = u,(0,x) = 0, que rege o movimento de uma corda vibrante
nfinita forcada.

(a) Se xp(&) denota a transformada de Fourier da fungao xp(x) = v/7/2 se |x| < b e xp(xz) =0

se |x| > b, entdo

~ 1 OO —i€x
() = \/_Q_W/_OOX(Q:)G & dy

1
= —/ e % dx
2 )

1 e—i€b _ p—itb

£ —%
_ sinb§
=
(b) Para verificar que
Psinb(t — 7)
Ut) = ———H(7)d 16
0= [ =L (16)

satisfaz U" + b*U = H com U(0) = U'(0) = 0, usamos o teorema fundamental do cdlculo:
d t
%/ f(r)ydr = f(t) juntamente com a regra de Leibnitz: (fg) = f'g + fg'.' Diferenciando

(16) duas vezes, suscessivamente,

U'(t) = WH(T)

t
+/ cosb(t — 7)H(7)dr
T=t 0

_ /0 Ccosblt — 1) H(r)dr (17)

¢ ¢
Note que (16) pode se escrita como U (t) = (sin bt/ cosbrH(7)dr — cos bt/ sin bTH(T)dT> /b e cada um dos
0 0

termos tem a forma f(t)g(t).



U'(t) = cosb(t—71)H(T)|,_, — b/O sinb(t — 7)H(T)dr

= H(t)-bVU(t), (18)

obtemos a equagao desejada. Assumindo H continua, os integrandos nas expressoes (16) e (17) sdo
fungoes continuas de T e as integrais sobre [0,t] convergem para 0 quando t tende para 0, concluindo
que (16) satisfaz (i) a equagao diferencial de sequnda ordem nao—-homogénea (18) e (i) os dados
iniciais U(0) = U'(0) = 0.

(c) O método da transformada de Fourier (na varidvel espacial), juntamente com os itens (a)
e (b), serd utilizado para deduzir a solugdo

1
u(t,z) = E/Qh(r, y) drdy

do PVI, equagao (15), onde Q = Q(t, ) € o interior da regiao triangular no plano tempo X espago
com vértices A = (t,x), B=(0,z —t) e C = (0,x + t).

Denotando por 4 = u(t,€) a transformada de Fourier da solugdo u(t,z) do PVI

u(t, &) = \/% /OO u(t, ) e % do

e usando as propriedades de linearidade da transformada de Fourier e das derivadas com respeito
ax

—~ e~ 2 A
Uge = €U, = —E°U
e com respeito a t
Ugt = Uyt

obtemos

>
I
S
<
8
8

= Gy + %0 (19)

com u(0,&) = 4,(0,€) = 0, cuja solugdo

e - [ S =T, )

= | terlhtrir (20)

A~

seque do item (b) fazendo as identifica¢oes: U =1, b =& e H = h. Na sequnda linha usamos item
(a) comb=1t—r.



Para obter a solugao do PVI original, faremos uso dos teoremas da convolugao e formula da
inversa. Assumindo que a ordem da integral de Fourier inversa e a integral em (20) possa ser
trocada,? temos

u(t,r) = (@) (t2)

_ /0 t (;gt_T(g)iL(T, g)) L dr

[ e
= P
; 5 Xt
1 t (e}
= 7 / / Xt—r(x — y)h(r,y)dydr
0 —00

1 t THt—7
= = / / h(7,y)dydr
2 0 r—t+7

que € justamente a integral sobre a regido triangular Q) = Q(t,x) de vértices A, B e C. Para ultima
integral usamos xi—(x —y) = /72 sejlx —y| <t —T exi—-(x —y) =0 se |z —y| >t —T, cuja
restricao |x — y| < t — 7 pode ser escrita como

(1,x)dT

—t+T7<c—-—y<t—71

ou ainda
r—t+7<y<ac+t—1,

concluindo a demonstracao.

2Para aplicar o teorema de Fubini é suficiente que iL(t, €) seja uniformemente continua em ¢t e &.



