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Exerćıcio 1 (Valor 3.5) Considere o PVIF de uma corda elástica idealmente flex́ıvel de compri-
mento L, sujeita a uma força linear restauradoura uniforme, para o deslocamento u = u(t, x) em
relação a sua posição de repouso:

1

v2
utt − uxx = −k u , k > 0 (1)

em R = {t > 0 , 0 < x < L }, com extremidades fixas (na posição de repouso)

u(t, 0) = u(t, L) = 0 , t > 0 , (2)

e dados iniciais
u(0, x) = f(x) e ut(0, x) = g(x) , 0 ≤ x ≤ L . (3)

(a) Para obter a equação da energia da corda, vamos assumir que u é uma solução do PVIF
no sentido estrito, isto é u da classe C2 em R e da classe C1 em R̄. Lembramos que v =

√
τ/ρ,

a velocidade de propagação da onda na corda, ρ a densidade (linear) e τ a tensão em repouso,
mantém–se constante durante o movimento. Multiplicando a equação (1) por τut (tensão × veloci-
dade instantânea da corda em x), têm–se (com K = τk)

0 = ρuttut +Kuut − τuxxut

= ρuttut +Kuut + τuxtux − τ (uxtux + uxxut)

=
ρ

2

(
u2
t

)
t
+
K

2

(
u2
)
t
+
τ

2

(
u2
x

)
t
− τ (uxutx + uxxut)

=
ρ

2

(
u2
t

)
t
+
K

2

(
u2
)
t
+
τ

2

(
u2
x

)
t
− τ (uxut)x

resultando, ao integrar–se sobre a extensão da corda,

0 =

∫ L

0

(ρuttut +Kuut − τuxxut) dx

=

∫ L

0

(
ρ

2

(
u2
t

)
t
+
K

2

(
u2
)
t
+
τ

2

(
u2
x

)
t
− τ (uxut)x

)
dx

=
1

2

∫ L

0

(
ρu2

t +Ku2 + τu2
x

)
t
dx− τ uxut|L0 (4)

pelo teorema fundamental do cálculo.
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O integrando da expressão (4) é uma função cont́ınua em R, integrável em [0, L] e, porcon-
seguinte, sua derivada com respeito a t pode ser tomada fora da integral. Por (2), o termo de
fronteira se anula:

−τ uxut|L0 = τ (ux(t, 0)ut(t, 0)− ux(t, L)ut(t, L)) = 0

(sendo u(t, 0) e u(t, L) funções em t identicamente nulas, suas derivadas ut(t, 0) e ut(t, L) são
identicamente nulas) e (4) pode então ser escrita como

E ′(t) = 0

onde

E(t) =
1

2

∫ L

0

(
ρu2

t +Ku2 + τu2
x

)
dx (5)

é a energia da corda, conservada pelo movimento.

(b) A energia E(t), sendo uma quantidade conservada ao longo do tempo, pode ser expressa
em termos dos dados iniciais (3) do problema:

E(t) = E(0) =
1

2

∫ L

0

(
ρg(x)2 +Kf(x)2 + τf ′(x)2

)
dx . (6)

(c) Caso uma solução do PVIF exista (no sentido estrito), a conservação de E garante sua
unicidade. De fato, se u1(t, x) e u2(t, x) forem duas soluções distintas do PVIF, então a diferença

w(t, x) = u1(t, x)− u2(t, x) (7)

satisfaz o PVIF (1), (2) com (3) substitúıdo pelo dado inicial trivial:

w(0, x) = 0 e wt(0, x) = 0 , 0 ≤ x ≤ L ,

de onde se conclui, por (6),
E(t) = E(0) = 0

e, por (5),
1

2

∫ L

0

(
ρw2

t +Kw2 + τw2
x

)
dx = 0

resultando, devido a continuidade do integrando em R̄,

w(t, x) = 0 , t ≥ 0 , 0 ≤ x ≤ L ,

em contradição com a hipótese em (7). Logo u1 ≡ u2 em R̄.

Exerćıcio 2 (Valor 3.5) Considere o problema de Cauchy de uma corda vibrante semi–infinita:

1

v2
utt − uxx = 0 , t > 0 , x > 0, (8)

com a extremidade fixa na posição de equiĺıbrio, u(t, 0) = 0, t > 0, e

u(0, x) = sin x e ut(0, x) = e−x , x > 0 . (9)
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(a) Vamos calcular o deslocamento u(t, x) da corda. Pela solução geral de (8),

u(t, x) = F (x+ vt) +G(x− vt) . (10)

Para x− vt ≥ 0 e dados iniciais (9), temos

u(0, x) = F (x) +G(x) = sinx (11)

ut(0, x) = v (F (x)−G(x))′ = e−x .

A equação da integral desta última

F (x)−G(x) =
1

v

∫ x

0

e−ydy +K

onde K é uma constante arbitrária, juntamente com (11), formam um sistema de equações algébricas
para F e G, cuja solução para x ≥ 0:

F (x) =
1

2
sinx− 1

2v
e−x +K ′ (12)

G(x) =
1

2
sinx+

1

2v
e−x −K ′

com K ′ = (K + 1/v)/2, quando substitúıda em (10) resulta na fórmula de D’Alembert

u(t, x) =
1

2
(sin(x+ vt) + sin(x− vt))− 1

2v

(
e−(x+vt) − e−(x−vt)) . (13)

Para x− vt < 0, (10) e a condição de fronteira

u(t, 0) = F (vt) +G(−vt) = 0

resulta para y > 0 em

G(−y) = −F (y) = −1

2
sin y +

1

2v
e−y −K ′

de onde se conclui, juntamente com (12) e (10),

u(t, x) =
1

2
(sin(x+ vt)− sin(vt− x))− 1

2v

(
e−(x+vt) − e−(vt−x)

)
. (14)

(b) A solução (14) de (8)–(9) para x− vt < 0 é anti–simétrica

u(t,−x) = −u(t, x)

quando estendida para x ∈ R. Já a solução (13) para x−vt ≥ 0 não o é, como deveria, pela seguinte
razão. Notamos que os termos (sin(x+ vt) + sin(x− vt)) /2 em (13) e (sin(x+ vt)− sin(vt− x)) /2
em (14), são funções ı́mpares de x mas os termos envolvendo as exponenciais divergem quando x
tende a −∞. Porém, se substituirmos

(
e−(x+vt) − e−(x−vt)) /(2v) por

(
e−|x+vt| − e−|x−vt|

)
/(2v) em

(13) e
(
e−(x+vt) − e−(vt−x)

)
/(2v) por

(
e−|x+vt| − e−|vt−x|

)
/(2v) em (14), o problema das divergências
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não mais existe, as soluções (13) e (14) com estas modificações coincidem com as anteriores para
x ≥ 0 e tornam–se ı́mpares (anti–simétricas pela troca de x por −x).

Alternativamente, se a fórmula de D’Alembert fosse empregada no PVI (8)–(9) em t > 0,
−∞ < x <∞, com f̃ e g̃ dados pela extensão de f(x) = sinx e g(x) = e−x para x ∈ R como uma
função ı́mpar (f já é), então a solução ũ(t, x) é uma função impar de x que coincide com (13) e
(14) nos dois domı́nios x− vt ≥ 0 e x− vt < 0 para x ≥ 0.

(c) Escrevemos a solução (13) para x− vt ≥ 0 e (14) para x− vt < 0 (com as modificações do
ı́tem (b)) em uma única expressão válida para todo t, x ≥ 0:

u(t, x) =
1

2
(sin(x+ vt) + sin(x− vt))− 1

2v

(
e−|x+vt| − e−|x−vt|

)
.

Exerćıcio 3 (Valor 3.5) Considere o PVI

utt − uxx = h(t, x) , t > 0 , −∞ < x <∞ (15)

sujeita as condições iniciais u(0, x) = ut(0, x) = 0, que rege o movimento de uma corda vibrante
infinita forçada.

(a) Se χ̂b(ξ) denota a transformada de Fourier da função χb(x) =
√
π/2 se |x| ≤ b e χb(x) = 0

se |x| > b, então

χ̂b(ξ) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

χ(x) e−iξx dx

=
1

2

∫ b

−b
e−iξx dx

=
1

ξ

e−iξb − e−iξb

−2i

=
sin bξ

ξ
.

(b) Para verificar que

U(t) =

∫ t

0

sin b(t− τ)

b
H(τ)dτ (16)

satisfaz U ′′ + b2U = H com U(0) = U ′(0) = 0, usamos o teorema fundamental do cálculo:
d

dt

∫ t

a

f(τ)dτ = f(t) juntamente com a regra de Leibnitz: (fg)′ = f ′g + fg′.1 Diferenciando

(16) duas vezes, suscessivamente,

U ′(t) =
sin b(t− τ)

b
H(τ)

∣∣∣∣
τ=t

+

∫ t

0

cos b(t− τ)H(τ)dτ

=

∫ t

0

cos b(t− τ)H(τ)dτ (17)

1Note que (16) pode se escrita como U(t) =

(
sin bt

∫ t

0

cos bτH(τ)dτ − cos bt

∫ t

0

sin bτH(τ)dτ

)
/b e cada um dos

termos tem a forma f(t)g(t).

4



e

U ′′(t) = cos b(t− τ)H(τ)|τ=t − b
∫ t

0

sin b(t− τ)H(τ)dτ

= H(t)− b2U(t) , (18)

obtemos a equação desejada. Assumindo H cont́ınua, os integrandos nas expressões (16) e (17) são
funções cont́ınuas de τ e as integrais sobre [0, t] convergem para 0 quando t tende para 0, concluindo
que (16) satisfaz (i) a equação diferencial de segunda ordem não–homogênea (18) e (ii) os dados
iniciais U(0) = U ′(0) = 0.

(c) O método da transformada de Fourier (na variável espacial), juntamente com os ı́tens (a)
e (b), será utilizado para deduzir a solução

u(t, x) =
1

2

∫
Ω

h(τ, y) dτdy

do PVI, equação (15), onde Ω = Ω(t, x) é o interior da região triangular no plano tempo × espaço
com vértices A = (t, x), B = (0, x− t) e C = (0, x+ t).

Denotando por û = û(t, ξ) a transformada de Fourier da solução u(t, x) do PVI

û(t, ξ) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

u(t, x) e−iξx dx

e usando as propriedades de linearidade da transformada de Fourier e das derivadas com respeito
a x

ûxx = iξûx = −ξ2û

e com respeito a t
ûtt = ûtt

obtemos

ĥ = ̂utt − uxx

= ûtt + ξ2û (19)

com û(0, ξ) = ût(0, ξ) = 0, cuja solução

û(t, ξ) =

∫ t

0

sin ξ(t− τ)

ξ
ĥ(τ, ξ)dτ

=

∫ t

0

χ̂t−τ (ξ)ĥ(τ, ξ)dτ (20)

segue do ı́tem (b) fazendo as identificações: U = û, b = ξ e H = ĥ. Na segunda linha usamos ı́tem
(a) com b = t− τ .
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Para obter a solução do PVI original, faremos uso dos teoremas da convolução e fórmula da
inversa. Assumindo que a ordem da integral de Fourier inversa e a integral em (20) possa ser
trocada,2 temos

u(t, x) = (û)∨ (t, x)

=

∫ t

0

(
χ̂t−τ (ξ)ĥ(τ, ξ)

)∨
dτ

=

∫ t

0

1√
2π
χt−τ ∗ h(τ, x)dτ

=
1√
2π

∫ t

0

∫ ∞
−∞

χt−τ (x− y)h(τ, y)dydτ

=
1

2

∫ t

0

∫ x+t−τ

x−t+τ
h(τ, y)dydτ

que é justamente a integral sobre a região triangular Ω = Ω(t, x) de vértices A, B e C. Para última
integral usamos χt−τ (x− y) =

√
π/2 se |x− y| ≤ t− τ e χt−τ (x− y) = 0 se |x− y| > t− τ , cuja

restrição |x− y| ≤ t− τ pode ser escrita como

−t+ τ ≤ x− y ≤ t− τ

ou ainda
x− t+ τ ≤ y ≤ x+ t− τ ,

concluindo a demonstração.

2Para aplicar o teorema de Fubini é suficiente que ĥ(t, ξ) seja uniformemente cont́ınua em t e ξ.
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