Segunda Prova de Fisica Matematica I — Solugoes
(Equagoes a Derivadas Parciais e Transformada de Fourier)
IFUSP - 21 Maio 2016

Exercicio 1 (Valor 3.5) Considere o PVIF

Up = Ugy + @Pu = e (1)
em R={t>0,0<az <7}, com
w(t,0)=0 e wu(t,m)=p, t>0 (2)
e
u(0,z) =0, O0<z<m, (3)

sendo «, B ey numeros reais.

(a) Seja U = U(x) a solugao independente do tempo das equagoes (1) e (2) em t — oo:

~U"+a*U = 0, O<z<m
U@) = 0
U(r) = 8 (4)

U(zx) = Acoshar+ Bsinhax
U) = A=0

U(r) = Bsinhar =«

_ Bsinhax

U(x) (5)

sinh ar

(b) O primeiro passo para resolugio do PVFI € transformd-lo em outro PVIF com a condi¢ao
de contorno homogénea. Escrevemos

u(t,z) =U(z) +w(t,z) (6)

onde U(x) é a solugao de equilibrio (= independente do tempo das equacoes (1) e (2) em t — o).
Substituindo (4) e (6) em (1), (2) e (3), resulta da linearidade das equagoes o sequinte PVIF para
w

wt_wx$+6w:76_tv (7)
em R={t>0,0<z<m}, com

w(t,0) =w(t,m)=0, >0 (8)
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[ sinh ax
0,2) = -2 g<p < 9
w(0, ) sinh ar rsT (9)
Note para equagao (7) que
Up — Uy + Pu = =U" + U + wy — Wyy + 02w = Wy — Wy + 0’0 = ye ™

e as demais equagoes sequem analogamente.

(c) O PVIF (7), (8) e (9) pode ser resolvido pelo método da variag¢ao dos parametros. Substi-
tuindo

w(t,r) = ch(t)sinm: (10)

[e.e]
v = E Jn SINNT
n=1

[ sinh ax - .
T b,
sinh ar ; ST
em (7), (8) e (9), resulta uma equacdo diferencial ordindria de primeira ordem para o0s c¢,’s:
d,+(n*+ o), = gue ", t>0
cn(0) = b,
cuja solucao € dada por
¢
Cn(t> _ bne—(n2+a2)t +gn€—(n2+a2)t/ €(n2+a2)se—sd8
0
_ —(n?+a2)t In -t —(n?+a?)t
= bpe + P ror 1 <e e ) (11)

Os b,’s e g, ’s sao coeficientes de Fourier (ndo era solicitado na prova o seu cdlculo) da fungdo
f:R— R eg:R— R, 2r—periddica impar tal que f(r) = —fBsinhax/sinhar e g(x) = em
(0, m):

—9 ™
b, = —5 sinh ax sinnz dzx
msinhar /,

= L/gﬂ(cos(n—i—ia)x—cos(n—ioz)x)dx

i sinh o

= g ( ! sin (n + o) ™ — 1. sin(n—z’a)w)

imsinh am \ n + i« n —iq

1 1
= b ( + ) 1 sinh am cos nm

irsinhar \n+ia n— i«

% n

e SR AL LU (12)



com o uso das relacoes

1
sinhax sinnx = 3 (—cos (n +ia) x + cos (n — i) x) |
i

na seqgunda igualdade, sinnm = 0 e siniam = isinh am na terceira e quarta igualdade, e

2 ™
Jn = 1/ sinnx dx
0

™

2
= %(1 — cosnm) . (13)

Substituindo (5), (10) e (11) (com b, e g, dados por (12) e (13)) em (6), concluimos

inh > n, 2, 2 n
u(t,z) = PIIaT Z [(bn g—) emiradt I —t| g (14)

sinh amr T n24+a2—1 n?+a?2-1

Exercicio 2 (Valor 3.0) Considere o problema de Cauchy (PVIF)

1
U—Qutt—um:m t>0,z>0, (15)

com u(t,0)=0,t>0, e
u(0,z) =sinz e w(0,x)=e", x>0. (16)

(a) A solugao geral de (15) é u(t,z) = F(x + vt) + G(z — vt), onde F (x) e G(x) sdo fungoes
arbitrdrias determinadas pelos dados inicias e de fronteira.

Para x — vt > 0, temos
uw(0,z) = F(z)+G(z) =sinz
u(0,7) = v(F(x) - G(x)) =e". (17)

Integrando a sequnda equagdo
-1
F(z)—G(z) = —e *4+2C
v

onde C' é uma constante de integragcio. Resolvendo para F(z) e G(x), temos

Flz) = = <sin:z; . e_x) +C (18)

resultando

1 1
u(t,x) = 5 (sin (x 4 vt) + sin (z — vt)) + o (e—a:—i-vt B e_x_“t)

— sinzcosvt + — sinh vt . (19)
v



Para x — vt < 0, usamos a condicao de fronteira
u(t,0) = F(vt) + G(—vt) =0
que implica, devido a (18),

1 /e7Y

Gl-y)=-Fly) =3 <T - Sin?/) -C

para y > 0, de onde se conclui, juntamente com a solu¢ao geral e (18),

u(t,z) = F(x+ovt)+G(—(vt —2))

i (6—vt+x

—x—vt
2v )

L. .
= 5(31n(:5—{—vt)—sm(vt—x))+ —e

—ut

sinhx . (20)

. e
= sinxcosvt +
v

(b) Quanto a paridade das solugées (19) e (20) com respeito a varidvel x, a primeira ndo tem
paridade a sequnda € impar pois € uma combinacao linear de duas fungoes impares, sinx e sinh x.

Alternativamente, podemos escrever o PVIF original em Ry como um PVI em R estendendo
0s dados iniciais (16) como fungoes impares (método das imagens): f(x) =sinz e

- x e se >0
— el =
g(x) |x|e { —e¥ se x <0

A solugao deste problema € dada pela formula de D’Alembert usual, bastando substituir na primeira
equacdo em (19) as fungies exponenciais pelas exponenciais de menos o mddulo do argumento.
Note, para isso, que (—e"“ﬂ)/ = (x/|z]) e7®! e a equacdo (17) ao ser integrada, sequida da resolucdo
para F' e G, resulta

1
u(t, x) = sinx cos vt + % (6_‘“”_”“ - e“””t') (21)
v

para todo t > 0 e x € R, reproduzindo o resultado anterior quando restrito a Ry x Ry. Observe
que nao € possivel tomar x < 0 et > 0 na solugdo anterior (19) sem violar a condi¢iao x — vt > 0.
A expressao (21) € impar por construgao.

Exercicio 3 (Valor 3.5) Corda percutida por martelo convexo: Considere o sequinte PVIF:

1

E Utt — Ugy = O, (22)

em R={t>0,0<x <}, com condigao de fronteira
u(t,0) = u(t,m) =0, (23)
para t > 0, e iniciais u(0,z) = f(x) =0,0<zx <m7e

Acosl(x—a) se |r—al <o

u(0,2) = g(z) = { 20

0 se 0<z<a—-deat+d<z<m
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onde a e § sdo reais positivos tais que 6 < a < m — . Pelo método de Fourier de separacao de
varidaveis a solu¢io do PVIF, dado pelas equagoes (22), (23) e (24), tem a forma

u(t,x) = ch(t) sin nx (25)

n=1
com
cn(t) = by, cos nut + d,, sin nut (26)
onde
2 [7 .
b, = —/ f(z)sinnx de =0, (27)
T Jo
2 [T .
nvd, = —/ g(x)sinnx dx
T Jo
2A a+9d
= — - cos%(x—a)sinnx dr , n=12,... (28)

sao, respectivamente, os coeficientes de Fourier das funcoes f : R — R e g : R — R, 27—
periddicas, impares e tais que em [0, 7|, f(x) € identicamente nula e g(x) € dada por (24). Fazendo
a mudanga de varidvel y = x — a em (28) para centrar a integral em x = a, juntamente com

cos arcos 3 = % (cos (a+ B) + cos(a — ) ,

obtemos
24 (7 T
d, = — Ccos —1 si +a)d
nv .y 55V inn(y+a) dy
24 [° s ) .
= — cos —y (sinny cosna + cosny sinna) dy
m -5 25

7 20
= 2%ﬁlsinna/é(cos(%+n>y+cos<2%—Tl>y> dy
0
b

T
com a integral / cos %Y sinny dx na sequnda igualdade sendo nula pela paridade do integrando.
-5

Integrando a expressao resultante, tendo em vista que

4A /5 T
= —sinna | cos —ycosny dy
0

sin (7/2 £ nd) = cosnd,



obtemos na sequéncia

nvd,,

24
— sinna
T

1
<7T/25+n

%sinna L + L cos no
T T/20+n  7w/20 —n

24 T/

————————sinnacos nd
T w2/ (20)" — n?

80A

—  _sinnacosnd
w2 — 402n2

de onde se conclui, juntamente com (25), (26) e (27), o resultado desejado:

80 A — 1
ulto) ===

sin na cos nd

sin nx sin nut .
n

sin (7/2 4+ nd) + W/%;_nsin (m/2 — n5))



