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Exercicio 1 (Valor 3.0) Considere a fun¢ao f: R — R dada por
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Desejamos mostrar que a transformada de Fourier de f(z) é
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Figure 1: Gréfico das funcdes f(z) e de f(z) = F(z)

Seja f(x) = fi(x) + fo(x) onde fi(x) e fo(x) € respectivamente, a parte linear e senoidal de
f(x). Por lineariadade, f(€) = f1(€) + fo(€). A transformada de Fourier de fy é (veja exercicio
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onde na terceira iqualdade usamos a formula de Euler e™* = coséx — isinéx e a paridade de
1 — |z| /27, na quarta integramos por partes e na sexta fizemos uso das identidades

cos2B = cos’pB —sin®f €

sin?3 = 1—cos’f3,

para escrever 1 — cos 2 = 1 — cos? w€ + sin® 7€ = 2sin® €

A transformada de Fourier de fy €
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onde, em adi¢ao aos arqumentos utilizados no cdculo de fy, empregamos as sequintes identidades
trigonométricas

sinacos B = % (sin(a + B) +sin(a — 3))

cos(atb) = cosacosbFsinasinb

na terceira e quinta igualdades, sendo que a ultima implica em cos2m(1 + & = cos 2w€).

Adicionando (2) a (3) obtemos a fungao (1) desejada.

Exercicio 2 (Valor 3.5) Considere o problema da condugdo de calor em uma barra infinita de
difusibilidade térmica k = 1, devido a um nao—homogeneo:

U — Ugy — 0Pu = 2 f(x), t>0, zeR, (4)

com u(0,z) =0, z € R, onde f(z) ¢ tal que f(£) = ar/2/x.

Tomando a transformada de Fourier da equacdo, juntamente com as propriedades de linearidade
—~ o A~ . 2 A
€ Upy = €U, = —E71U,
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Up — Ugy — O2U = Up — Ugy — QU

= o+ (€ - 0D = () (5)

obtemos uma equag¢do ordindria para U de primeira ordem em t, sujeita a condigdo inicial (a
transformada de Fourier de uma fun¢ao identicamente nula)

(0,€) =0, EeR. (6)
A solucdo da equagao
Y +ay = bt), t>0
y(0) = 0



A solugao do par de equagoes (5) e (6) para & fizo €, portanto,
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onde na quinta e dltima igualdade usamos f(€) = ar/2/m, M) = \/2/ma/(E24a2) e §(t,€) = e 57",
Para o primeiro termo de (7), a anti-transformada de Fourier de fz(f) é
h(z) = el

Para o seqgundo termo de (7), a anti-transformada de Fourier de ﬁ(f) - g(t, &) €, pelo teorema
da convolugio: hxg = \2rh - § e dado que §(t,€) é a transformada de Fourier de g(t,z) =

(1/VE) e/,

de onde se conclui

u(t,r) = (at, )" (z)
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Exercicio 3 (Valor 3.5) Considere um disco condutor de raio a uniformemente carregado com
uma carga total q.

Para mostrar que o potencial ¢ produzido pelo disco, centrado na origem e sobre o plano xy,
em um ponto do espaco x € R®, com r = |x| > a e 0 é o angulo entre o raio vetor x e o eizo z, €
dado por

6(r.0) = —1 Z Pnl0 @™ (cos) (8)

47r507" n+1r

onde P)(z) € o polinomio de Legendre de ordem [ e

H(O):{ (=127 /(1/21)?  se 5 par 7 ()

0 se | € impar

Sequiremos o sequinte roteiro:

(i) Primeiramente, notemos que o problema eletrostdtico em questdo satisfaz a equagao de

Laplace
V3 =0 em  R3\D ,

onde D = {x? + y? < a*, z =0} € o lugar geométrico ocupado pelo disco condutor carregado. A
solugao geral do problema para r > a é, pelo método de separacao de varidveis,

o0

o(r,0) = Z <A17‘l + Bl%> Py(cos®) .

=0

Sob a condi¢ao que no infinito o potencial seja nulo os coeficientes A; , | = 0,1,..., devem se
anular e

ZBl l+1Pl (cos®) . (10)

(ii) Para determinar os coeficientes By’s, calcularemos o potencial do disco em um ponto
(2,0) sobre o eizo z. Para isso, integramos o potencial no ponto (z,0) devido aos anéis A =

{(m,y) ERZ:p< a2+ <p+ dp} uniformemente carregados com a carga dq = 2mwopdp (o0 =
q/(ma®) € a densidade do disco)

“ dq 1
z,0) = , z>a
oe0)= [ e

que, por sua vez, pode escrito em uma série de polinomios de Legendre, com o auzilio da func¢ao
geratriz:

S Pz
Vio 2:ct+t2 ;l



Tomando x =0 et = p/z, temos

#(z,0) = /047T€Oz i

£i(0) (11)

(a integragao em p € [0, a] termo-a-termo pode ser realizada devido a convergéncia uniforme desta
série em 0 < p/z < a/z <6, para qualquer 0 < 6 < 1).

(iit) Comparando os coeficientes da série integrada (11) com a série (10) da solug¢ao geral do

item (i) no ponto (z,0), obtemos

o al+2 PZ(O)
250 (1 +2) A(1)

B, =

q a
T 25 (I F 2)3(0) (12)

devido a P(1) = 1, determinando a solugdo (8) em vista de (10), (12) e (9).



