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Exerćıcio 1 (Valor 3.0) Mostre que a transformada de Fourier da função

f(x) =


√
π

2

(
1− |x|

2π
+

sin |x|
2π

)
se |x| ≤ 2π

0 se |x| > 2π

é

f̂(ξ) =
sin2 πξ

πξ2(1− ξ2)
.

Exerćıcio 2 (Valor 3.5) Use a transformada de Fourier para resolver o seguinte problema de condução de calor em
uma barra infinita de difusibilidade térmica κ = 1:

ut − uxx − α2u = e2α
2tf(x) , t > 0 , x ∈ R (1)

sujeita a condição inicial
u(0, x) = 0 , x ∈ R

com f(x) a função cuja transformada de Fourier f̂(ξ) é constante igual a
√

2/πα, onde α > 0 aparece também no
termo proporcional a u e na dependência temporal do lado direito de (1).

Indicação: ĝ(ξ) = e−ξ
2t é a transformada de Fourier de g(x) = e−x

2/4t/
√

2t e ĥ(ξ) =

√
2

π

α

ξ2 + α2
é a transformada

de Fourier de h(x) = e−α|x|, α > 0.

Exerćıcio 3 (Valor 3.5) Considere um disco condutor de raio a uniformemente carregado com uma carga total q.
Mostre que o potencial φ produzido pelo disco, centrado na origem e sobre o plano xy, em um ponto do espaço x ∈ R3

com r = |x| > a é dado por

φ(r, θ) =
q

4πε0r

∞∑
n=0

P2n(0)

n+ 1

a2n

r2n
P2n(cos θ)

onde θ é o ângulo entre o raio vetor x e o eixo z e Pl(x) é o polinômio de Legendre de ordem l, cujo valor em x = 0 é

Pl(0) =

{
(−1)l/22−ll!/(l/2!)2 se l é par
0 se l é ı́mpar

.

Indicação: O problema eletrostático em questão satisfaz a equação de Laplace ∇2φ = 0 em todo espaço R3, excluindo
o disco D = {x2 + y2 ≤ a2, z = 0}. (i) Escreva a solução φ(r, θ) geral do problema em uma série de polinômios
ortogonais de Legendre para r > a, com a condição que no infinito o potencial seja nulo: φ(∞, θ) = 0. (ii) Determine
os coeficientes desta série, calculando o potencial do disco em um ponto (z, 0) sobre o eixo z. Para isso, integre

termo-a-termo em ρ ∈ [0, a] o potencial no ponto (z, 0) devido aos anéis A =
{

(x, y) ∈ R2 : ρ ≤
√
x2 + y2 < ρ+ dρ

}
uniformemente carregados com a carga dq = 2πσρdρ (σ = q/(πa2) é a densidade do disco):

φ(z, 0) =

∫ a

0

dq

4πε0

1√
z2 + ρ2

, z > a

escrito em séries de polinômios de Legendre, com o aux́ılio da função geratriz:

1√
1− 2xt+ t2

=

∞∑
l=0

Pl(x)tl

(a integração termo-a-termo pode ser realizada devido a convergência uniforme desta série em −1 ≤ x ≤ 1 e 0 ≤ t ≤ δ,
para qualquer 0 < δ < 1). (iii) Compare os coeficientes da série integrada com a série da solução geral do ı́tem (i) no
ponto (z, 0), determinando a solução.
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