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Exercicio 1 (Valor 5.0) (i) Seja f: R — R, a fungdo 2m —periddica tal que

1 se 0<z<m
f(ac)—{ -1 se —7w<2<0

(isto €, f(x) coincide com a funcgdo sinal de z: O(x) = +1 se x > 0 e O(x) =

(—m,m|). A série de Fourier Sf de f é

Sf(x) = ansinnx
n=1

onde
2 ™
b, = —/ sinnx dx
™ Jo
= %cosn:clo
2
- 2 a- .
7m( cosn)
Portanto,
2 = 1—(=1)"
S = — ———— i
f(x) w; - sin nz
S7) =43 -1
xr)=— sin(2k — 1)z .
™ 2k —1

(it) A série de Fourier
o0

A
SF(x)= 70 + ZAncosnx
n=1

da funcio F : R — R, 2w —periodica par e tal que

Fla) = /0 i) dy

= /9(y)dy=|x|, —r<zx<m

0
¢ dada pela integracao de (1) termo-a-termo

o0

SF(z) = ;21_72—2—1)“(1—0087%) :

—1sex <0, em

ou



Logo, comparando (2) e (4) juntamente com (3), temos

paran > 1 e, por definicado,

De onde se conclui que

2 = 1—(=1)"
|| :g—;z 7(12 cosnx —T<zx<T, (7)
n=1
ou equivalentemente,
|| ZQk— 5 cos(2k — 1), —T<x<m,

(iii) Pelo Teorema sobre a integracdo de séries de Fourier (veja pdg. 33 de “Andlise de Fourier
e EDPs”, por Djairo G. de Figueiredo), a série de Fourier SF(x) de F(z) € dada pela integragdo
de (1) termo-a-termo. Como f(x) € seccionalmente continua e como F'(x) = f(x) nos pontos de

continuidade de f, pelo teorema fundamental do cdlculo, a fun¢ao F(x) = f(y)dy é continua,

0
seccionalmente diferencidavel e estas condicoes sao suficientes para concluir a igualdade entre a série
e a funcao, ponto a ponto,

F(z) = SF(z) , Ve eR,

pelo Teorema de Fourier.

Alternativamente, notamos que a série de Fourier SF(x) dada por (7) pode ser majorada pela

SETIES NUMETLCa E M, M,, = 4/(7n?) paran > 1, que é somdvel. Pelo teste M de Weierstrass, a
n=0
séries trigonométrica SF(x), de fungdes continuas, € uniformemente convergente em cada intervalo

fechado e limitado de R. Pelo teorema de unicidade dos coeficientes de Fourier, existe uma unica
fungdo continua na reta, 2w—periddica, cujos coeficientes sao dados por (5) paran > 1 e (6) e esta
funcgao deve ser necessariamente igual a F(x) = min,ez |z — 27n|.

(iv) Concluimos a partir da identidade de Parseval

l/7r F(z)*dz = A—%+§:A2
7r 2 =

1 [" 2 [T 2
—/ F(z)*dr = —/ ride = Zn? |
T J_ T Jo 3

A2 & ™ 16
0 A?L:_ -
; 2 m? k=1 Qk_l

devido a (3), e de

devido a (6) e (5), a relagdo almejada:

f: 7r4 2_1 _7T4
2k—1 T16\3 2/ 9

k=1



(v) Integrando mais uma vez a série (7), termo-a-termo, obtemos que a fun¢ao 2w —periddica e

continuamente diferencidvel
T

Ga) = [ (5~ Fw)dy 0

’

€ impar, tal que

= g(ﬂ—x), O<z<m

e sua série de Fourier
2 e 1—(=1)"
SG(z) =23 i
(x) r 2 g sinng
satisfaz

x 4 & 1 :
§(W—x):;;msm(2k—l)x, O<z<m.

Claramente, a func¢ao SG(x) converge para a fun¢io G(x) para todo x € R, sendo por isso uma
fungao periddica de periodo 2m. Note que o integrando w/2 — F(y) de G(x) em (8) subtrai o termo
constante Ay/2 da série de Fourier SF de F, equagao (2) juntamente com (6).

Exercicio 2 (Valor 5.0) Considere o sequinte problema de valores inicial e de fronteira (PVIF):
Up — Uy = 2 sinax | a= g 9)

em R={(t,x):t>0,0<z <1}, com

u(t,0) =0 e u(t,1) =1, t>0 (10)

u(0,2) =0 . (11)

(1) Vamos calcular a solucao de (9) e (10), independente do tempo. Seja U = U(z) a solugao das
sequintes equagoes
~U" =a’*sinaz , (12)

U)=0 e Ul)=1. (13)
A solugao geral de (12) € da forma
U(SL’) — Upart(w) + Uhom(x)

s

onde UP(z) é uma solugio particular de (12): UP*(z) = sinax, por exemplo; U™ (x) € a
solucao geral da equacdo homogénea —U" = 0:!

U(x) =sinax +a+ bz .

! Alternativamente, obtemos a solugdo geral U (x) por integracao de (12 ): U'(z) = [ —a?sinax dz = acosaz+b
e U(z) = [ (acosax +b) dx = sinaz + bx + a, onde a e b sdo constantes de integragao arbitrarias.



Com a = m/2, determinamos a e b pelas condigoes (13):

U0) = a=0

U(l) = sinw/24+b=14+b=1
cuja solucao € a = b =0, resultando na solugao de equilibrio

U(x) =sinmz/2 .

(ii) Escrevemos
u(t,z) =U(x) +w(t,x) . (14)

Substituindo (14) no PVIEF original (egs. (9), (10) e (11)), obtemos um PVIF para a fun¢do w:
Wy — Wy =0, (15)
em R={(t,x):t>0,0 <z <1}, com condigao de fronteira homogénea
w(t,0) =w(t,1)=0, ¢t>0 (16)

e inicial

w(0,z) = —U(x) = —sinmx/2 . (17)
(iii) Aplicando o método de Fourier, as solugoes de (15) e (16) da forma
w(t,z) =T(t)X(z)
reduzem o PVIF para w em um par de equacoes diferenciais ordindrias
T+ XNT = 0
X"+ XX = 0, X0)=X(1)=0
cuja solugao geral (na varidvel temporal)
T =Ce

e (na varidvel espacial)
X(z) = Acos Az + Bsin Az,

juntamente com
X(0) = A=0
X(1) = BsinA=0
resulta em uma cole¢ao de autovalores e autofuncoes correspondentes
A, = N7

X, = sinnnmz, neN.



Sequndo o principio de superposicao, a solucao do problema é dada por uma combinagao linear
de solugoes w,(t, ) = exp (—n’n*t)sinnmx, n € N, de (15) e (16):

r) = Z boe ™ ™ sinna . (18)
n=1
(iv) Os coeficientes b, ’s sao determinados pela condi¢ao inicial (17):

= Z by,sinnmx = f(x)
n=1

com f:R =R, a fungdo 2—periddica, impar e tal que f(x) = —sinmz/2 para 0 < x <,

1
b, = —2/ sin7x/2 sinnrx dx
0

= - /0 (cos(n — 1/2)wx — cos(n + 1/2)wx) dx

1

_ ((; sin(n — 1/2)me — —— sin(n + 1/2)7rx)

n—1/2)r (n+1/2)7 0
—1 : :
= wEo1De ((n+1/2)sin(n —1/2)7 — (n — 1/2) sin(n + 1/2))
T G- 1/2)r (19)
(2 —1/4)7 ’
resultando Snsin(n — 1/2)
bn = (4n? — 1)w (20)
Substituindo (18) e (20) em (14), concluimos
u(t,z) = cosma/2 — %Z nsjr;(;;__llm)ﬂe_"%% sinnwx . (21)

n=1
(v) A temperatura de equilibrio € atingida se w(z) € o transiente da solu¢ao (21) do PVIF:

lim (u(t,z) —U(x)) = lim w(t, x)

t—o00 t—o00

o0 .
8 . nsin(n —1/2)w _ 2, .
= —— lim e sinnwx
T t—ro0 £ 4n?2 — 1
n—=

272 .
lime ™ ™ tsinnre =0

t—o0

™

8 i nsin(n — 1/2)

devido a convergéncia uniforme da série em (t,x), para t > 0, passamos o limite t — oo para
dentro do somatorio.



