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Problema 1 (Valor 6.0) Considere o PVIF:

utt—uM:O, t>0,0<$<ﬂ' (1)
com
u(t,0) =e ", ut,m)=1, t>0 (2)
e
u(0,z) = u(0,2) =0, O<z<m. (3)
1. Seja
u(t,z) = v(t, 2) + w(t, 2) (4)
onde . .
_ = = —t
olt,a) ==+ (1 W) e (5)

¢ a uma fungao linear em x que interpola os valores de u na fronteira do intervalo (0,7) parat > 0.
Diferenciando (4) uma e duas vezes em relagdo a t e duas vezes em relagao a x, obtemos

Uy =

Uy =
Upy =

que juntamente com as equagoes (1),
para w:

Wit — Wy
w(t,0) =
com os dados iniciais
w(0, x)

w(0, )

Ut‘i‘Wt:—(l—%)@_t‘f'wt

TN 4
Vgt + Wy = <1—;> e "+ wy

Uz + Waz = Wae

(2) e (3) substitui o PVIF original para u por outro PVIF

<£—1>e*t, t>0,0<z<m

Vs

wt, ) =0, t>0 (6)

= -1

= (1—£>, O<z<m. (7)
T

1. Uma solugao das equagoes (6) e (7), pelo método da varia¢ao dos parametros, € da forma

w(t,x) = ch(t) sin nx (8)



onde 0s ¢, substituindo (8) em (6), juntamente com as expansoes

T o0
(——1) et = e_tg Yn SIN NT
7
n=1
(o]
X .
1—— = E Qp, SINNT
T
n=1

[e.e]
-1 = E Bpsinnz |
n=1

fazendo uso do “Dado” a este problema,
o
A+ Bx = Zaninnx ,
n=1

2A(1— (—1)")  2B(—1)"

B, = - , 9
™m n ©)
satisfazem as equacoes
CZ + TL2Cn - ’Vne_t (10)
com (A=—-1eB=1/m naeq. (9))
-2
o 11
Yo = — (11)
e dados iniciais (A = —1 e B =0 e, respectivamente, A=1e¢ B=—1/7 na eq. (9))
0 (- (1) (12)
Cn = ap=—(1-(-
™m
G0) = Bui=- (13)
n T

151. A solucao geral da equacao ¢’ + n*c = vye™t, com c¢(0) = a, <(0) = 8 en # 0, dado que uma
solucao particular é da forma Ae™ e cosnx e sinnx sdo duas solucoes L.I. da equacdo homogénea,

¢ da forma
sin nt

c(t) =acosnt +b + Ae”! (14)

n

onde, com os indices n omitidos por simplicidade, a, b e A devem ser determinados em termos de
a, B, v. (14) substituida na equagdo (10),

Al +n*e !t =qe

determina a constante "
= — 15
T2 (15)

t

e,consequentemente, Ae~" é uma solu¢ao particular da equagao. Substituindo (15) em (14) e em

sua derivada:

innt
c(t) — acosnt + b 4 T ot
n 1+ n?
e
'(t) = —ansinnt + bcos nt — !
c(t) ansinnt + bcosn T :



as equacoes para os dados iniciais

v
O = —_— =
«(0) i T

A0) = b il =0

C 1+4n2
determinam
14+n?’
g

b = —
b+ 1+n?

e a solugao do problema

B vy ol sin nt v _t
c(t)—(a—1+n2)cosnt+<6+1+n2) . —|—1+n26 . (16)

tv. Substituindo em (16) os coeficientes oy, B € Vo calculados em (12), (13) e (11), obtemos

) -2 = (=1)" 1 - 2 1 1 smnt 2 1 _,
Cn = —(1-(-1)"— cosnt+—(1— - — e
™ 1 +n? ™m 1+ n? n ™1+ n?
_ 2 1 (((—=1)" (1 + n®) — n*) cosnt + nsinnt — e ™) (17)
1+ n? '

A solugao do PVIF original é, por (4), (5), (8) e (17),

2 1
u(t,x) = %4— (1 — %) et + - nz:l W) (((=1)" (1 4+ n®*) — n*) cosnt + nsinnt — e™") sinnz .

Exercicio 2 (Valor 4.0) Para mostrar que o nicleo integral de Fejér

Fn(z) = EN: < —|£N|> e'n®

n=—N
pode ser escrito como

1 sian/2>2 | a8)

Fn(z) = (W

para x /27 & 7, sequiremos 0s sequintes passos:

(i) A anti—transformada de Fourier de

fe) = \/g (1‘%) se [¢] < 2a (19)

0 se & > 2a



¢ dada por
fla) = <= [ e e
B
_ /:a (1 _ zi) cos Ex de

= <1 — 2§_a> smx{x —/ sinéx d€

1
= 3 5 (1 — cos 2ax)
ax

sin? ax
(ax)? '

= a

onde na terceira igualdade usamos a férmula de Euler ¢* = cosx +isinéx e o fato da integral da
fungao impar i (1 — |€| /(2a)) sin&x no intervalo simétrico [—2a,2a) ser nula; na ultima igualdade
usamos cos 2ax = cos? ar — sin® ar = 1 — 2sin? ax.

(ii) Aplicando a formula de Poisson

Z flz+2nk) = Z f(n)e™ms (20)

k=—o00 n— [S)

com f e f dados pelo item (i) com a = 1/2, obtemos

sin?(z + 27k) /2
2 21
ZOO e = T \f (21)

devido ao fato que o inico termo nao nulo no lado direito da igualdade (20) é o den =0. Observe
que f(§) dada por (19) com a = 1/2, é uma fun¢do continua e se anula para || > 1. Usando

2
sin? (g + 7rk> = (sin g cos k?T) = sin? %

no lado esquerdo de (21), obtemos a igualdade

o0

> ararer - (aa) @)

k=—00

(iii) Aplicando novamente a férmula de Poisson (20) com f e f dados pelo item (i) com
a = N/2, juntamente com (22) e

N N 2 , N
sin? (7:1: —i—7rNk> = (sinTIcos kN?T) = sin Tx ,



temos para o lado esquerdo de (20)

sin?(Nz + 2rNk)/2 1 1
2N = Nz/2 —_—
Z (Nx + 27 Nk)? om2N o z/ kz_oo (k+z/(2m))?
1 sin® Nz /2
= ———— 23
2N sin®x/2 (23)

e para o lado direito de (20), devido a f(£) se anular para || > N,

Igualando (23) e (24) obtemos a expressao (18) desejada.

Observe que (23) e (24) sao funcgoes periddicas de periodo 2w e que (23) estd bem definida em
todo interval (—m,m) com excecao de x = 0. Para mostrar que Fy(2wk) = N, k € N, basta entdo
examinar (23) (multiplicada por 2) no limite em que x tende a 0. Por L’Hopital, temos

1 sin Nm/2 . 1 (sinQN:c/2)'
im—-——7" = lim————"—
a0 N sin?z/2 z=0 N (Sin2x/2),
1 Nsin Nz/2cos Nz /2

= lim —
20 N sinz/2cosx/2

1 N (sin Nz)'
= lim —————~
2=0 N (sinz)’

z—=0 N  cosx



