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Exercicio 1 (Corda percutida por martelo convexo) Considere o sequinte PVIF:
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em R={t>0,0<x <}, com condigio de fronteira

u(t,0) = u(t,m) =0,
para t > 0, e iniciais

u(0,z) = f(z)=0, 0<z<mw

v
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0 se 0<z<aeat+d<z<m

(3)

onde a e § sao reais positivos tais que 0 < a < w—4§. A solugdo das equagoes e (@, obtida pelo

método de Fourier € da forma
u(t,z) = ch(t) sin nx
n=1
com as funcoes dependentes do tempo dadas por

¢ (t) = by, cosnut + d,, sin not .

(4)
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Devido as condicoes iniciais, € (@ Juntamente com as primeiras iqualdades de (@ resultam em

u(0,z) = icn(O) sinnz = ib” sinnz = f(x)

n=1

u(0,2) = Z ¢ (0)sinnx = Z nvd, sinnx = g(z) ,
n=1

n=1

com os coeficientes b, ’s e d,,’s de Fourier determinados pelas formulas
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aplicadas as funcoes f,g: R — R, 21 —periddicas, impares e dadas por (@) em [0,7]. Usando em
@ a relacao trigonométrica

sinasin § = %(— cos (a+ ) + cos(a — B))

obtemos
A a+9d T T
nud, = ;/a <—cos(5(x—a)+naz)+cos(g(x—a)—nx>> dx
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= = _msm (g(x—a)—l—nx) —i-ﬂ/d—_nsm (E(x—a) —nx)L
= A2 Gsin(r o +0) — sinna) + o (sin(x  n(a+ 8)) + sinna)
= 7r_7r/5+ns T+ n(a sin na 7o —n sin (7 — n(a sinna)| .

Usando as relacoes trigonométricas
sin (r +n(a+0)) = tcoswsinn (a+ ) = Fsinn (a+ 9)
e
sinn (a +6) +sinna = sinn((a + 6/2) +/2) +sinn((a + 0/2) — 6/2) = 2sinn (a + §/2) cos 6/2

obtemos na sequéncia

A 1 1 ) .
nvd, = — (ﬁ/5+n+ 7r/5—n) (sinn(a + &) + sinna)

= %#ﬂim (sinn(a + d) + sinna)

— QL?QTLZSinn(aqLé/Q) cos /2
T2 _

de onde se conclui, juntamente com , (@ € (@, o resultado desejado:

u(t,z) = 4iA Z 104 sinn (a 4+ 6/2) cos 0 /2 sinnx sin nvt . (8)
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Observe que a fungio g € continua e sua série de Fourier Sg(x) = Y 2, (nmv/L)d, sinnx
converge uniformemente para g em [0, 7| pelo teste M de Weierstrass e unicidade dos coeficientes
de Fourier. A série de u(t,x) converge uniformemente em R para uma funcdo da classe O que,
por sua vez, € solu¢ao do PVIF no sentido generalizado — uma solugao u(t, x) de , (@ e (@) no
sentido estrito (veja Teorema 5.1, pdg. 137 do livro texto de Djairo G. de Figueiredo) requer que
g seja continua e g" seccionalmente continua em [0, ].

Como wvisto recentemente em aula, a formula de D’Alembert
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€ solugcao do PVIF, equacoes , (@) 2 (@, contanto que os dados iniciais f,g : R — R, sejam
funcgoes 2w —periddicas, impares e tais que em [0, 7| coincidam com as fungoes definidas em (@ 0
método de Fourier ja havia solicitado a extensdo dos dados iniciais para a reta. Assumindo que
a solucao de , (@ 2 (@ seja unica (pela conservacao de energia) e como f =0, a solugao do
PVIF é
T+vt
u(t,r) = — d
ta) =50 [ o)y

com g dada por (@

Tentem explicar por intermédio desta formula (com g uma fung¢ao 21 —periddica e impar) o
comportamento de sua solucao. Note, em particular, o atraso em reverter o sinal do deslocamento
da corda (o sinal é invertido bem depois da onda ter atingido a fronteira no menor t tal que
la— 8 —vt,a+ 6 +vt] N {0,7} # 0). Note que, pela férmula de D’alembert e pela equacio (),
u(t,x) = 0 nos maltiplos inteiros de w/v (por que?).

Exercicio 2 Para obter a equacao da energia do PVIF:
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Eutt—um—l—ku:(], (9)

em R={(t,x):t>0,0<x < L}, sujeita as condi¢oes de fronteira
ug(t,0) = u(t,L) =0, t>0 (10)
€ 1nicLaLs
w(0,z) = f(r) e w(0,x)=g(x), 0<zx<L (11)
com k > 0, procedemos da sequinte maneira.

Recorde que v? = 7/p, onde p e T sio a densidade (linear) e a tensio da corda em repouso, se
mantém constante durante o movimento. Vamos assumir que u € uma solucao no sentido estrito

do PVIF. Sendo u da classe C* em R e da classe C? em R, satisfazendo o PVIF, a equacdo (@
multiplicada por Tu; pode ser escrita como

0 = pupuy — TUg Uy + kTuu,
= pUply + TUg Uy + kTUU — T (UppUy + Uy Uy)
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Integrando em x sobre o intervalo |0, L], resulta

L
0 = / (puguy — TUzuy + kTung) de
0

L
= = / (pui + Tu2 + k7u2)t dr — T upuy| (12)
0
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devido o teorema fundamental do calculo aplicado ao ultimo termo. Sendo o integrando da expressao
acima uma fungao continua em R e integrdvel em [0, L], a derivada com respeito at pode ser tomada
fora da integral. Usando (10), como u(t, L) é mantido na posicao de repouso, uy(t, L) =0 e o termo
de fronteira se anula

— T U] = T (U (t, 0)uy(t,0) — uu(t, L)uy(t, L)) = 0 (13)
para todos instantes t > 0. As equagoes (@ e juntas resultam em
dE
—() =0
- ()
onde a energia da corda
1 L
E(t) = 5/ (pui + Tul + ktu?) dz (14)
0

€ uma quantidade conservada pelo movimento e, portanto, pode ser escrita em termos dos dados
1MiCLaLs do problema:
1

E(t) = E(0) = 5/0 (pg(x)? + 7f'(2)* + k1 f(2)?) da . (15)

Admitindo a ezisténcia de uma solugdo u(t,x) do PVIF no sentido estrito, vamos provar que
ela é unica. Supondo que haja duas possiveis solugoes do PVIF ul(t,z) e u?(t,x), a diferenca

w(t,r) = u'(t,z) — u?(t, o)
satisfaz o PVIF, equagoes (@, (@ com substituido pelo dado inicial trivial:

1
— Wy — Wy + kw =0,
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em R={(t,x):t>0,0<x < L},
wy(t,0) =w(t,L) =0, ¢t>0

w(0,2) =0 e w(0,2)=0, 0<z<L.
A quantidade E(t) deste problema, devido sua conservagdio e a , satisfaz
E(t)=FE0)=0
de onde se conclui, tendo em vista ,

1 L
3 / (pw; + Tw? + ktw®) dz =0 .
0

Devido a continuidade e positividade do integrando em R e positividade do termo de fronteira,

wi(t,x) = wy(t,z) =w(t,z) =0, t>0,0<z<L

w,(t,0) = w(t, L) =0, t>0

ou, equivalentemente,

w(t,z) =0, t>0,0<z<L.
De onde se conclui, devido a continuidade de w(t,z) em R, a contradi¢do:
w(t,z) = u'(t,z) —u*(t,z) =0, em R,

a saber, caso exista, u(t,z) € a unica solugao do PVIF definido pelas equagoes (@, (@) € .



