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Exercicio 1 (Corda semi-infinita) Considere o sequinte PVIF:

1
ﬁutt_u:m::o? (1>

em R={(t,z) e R?: t >0, z > 0}, sujeita a condi¢io de fronteira
u.(t,0) =e ", t>0, (2)

€ iniciais
w(0,z) =sinz e w(0,x)=e", x> 0. (3)

Dividimos o problema em duas partes: (I) Para (t,x) € R tal que x — vt > 0, empregamos a
formula de D’Alembert usual,

ults0) =3 (o) + 5 —ot) 4o [ o) dy

v —vt

N | —

xT

com f(x) =sinzx e g(x) = e ", que resulta em

1 T+t
u(t,x) = 5 (sin(x + vt) + sin(z — vt)) + 2—/ e ¥ dy

v —vt
= sinxcosvt — i (e—(x+vt) _ 6—(:(:—vt))
2v
. 1, .
= sinxcosvt + —e “sinh vt . (4)
v

Note que, devido a causalidade, o intervalo de dependéncia [x — vt,z + vt] do ponto (t,x) estd
contido no semi—eizo [0,00), sobre o qual a corda se extende quando em repouso, e a solu¢ao u(t, x)
para os pontos (t,x) tais que x — vt > 0 ndo difere da solugao do PVI de uma corda infinita.

(II) Para (t,x) € R tal que x — vt <0, devemos retornar & solu¢do geral da equagdo (1):
u(t,z) = F(z +vt) + G(x — vt) (5)
onde F' e G, devido as condigoes iniciais (3),

F(z)+G(z) = sinz,

v(F'(z) —G'(z) = 7, x>0
sao dados por
Fla) = gsing— o e+ K/2 (6
) = gsinw— e
Glz) = sing+ e — K/2 >0
T) = gsinwt e , T >



com K uma constante de integracao arbitrdria.

Note que o argumento da fungio G em (5) € negativo restando ainda, neste caso, determinar a
funcao G(x) para x < 0. Para isso, impomos a (5) a condi¢do de fronteira (2). Aplicando a regra
da cadeia, obtemos

F'(vt) + G'(—vt) = et | t>0.

A sequir, escrevemos esta equagao na variavel y = vt,
(Fly) =G(=y)) =", y=0
de forma que sua integral
Fly) = G(-y)=—ve "+ K", y=0
Juntamente com (6), resulta

G(-y) = ve "+ F(y) - K’

1 1
= ve_y/”—l—ﬁsiny—%e_y—i—K/Q—K', y>0. (7)

K' é uma nova constante de integrag¢ao. Substituindo (6) e (7) em (5), obtemos a solu¢do

u(t,z) = F(x+ovt)+G(—(vt —x))

1 (6—(x+vﬂ +_e—{vt—m))_+>}(___}(/

1
= pe /) 4 5 (sin(z + vt) + sin(vt — x)) — 5
v

= ve /) 4 coszsinvt — %e‘”t coshx + % —v (8)
para x — vt < 0. Observe que as constantes de integracio K = 1/v e K' = v foram escolhidas de tal
maneira que a solugao u(t,z) seja continua (sobre a caracteristica x — vt = 0, pois é conlinua em
Ry xRy \{z—vt =0}). Esta escolha evita que haja uma descontinuidade na solu¢ao se propagando
com velocidade v partindo da origem: v =0 em t = 0. Para isso, comparem as solugoes obtidas
para v — vt >0 e x — vt <0, equacoes (4) (primeira e sequnda linhas) e (8) (sequnda linha), no
limite em que (t,x) se aproxima, por cima e por baixo, da reta x — vt = 0:

1
2v

(6_(””) — e_(”"_”t))} = %sin 2x — i (G_QI — 1)

: L. :
lim {5 (sin(x + vt) + sin(z — vt)) — o

r—vt—0

lim, g0 {ve” 7%/ + L (sin(z + vt) + sin(vt — 2)) — & (e7@FD 4 e~ =2 4 K — K’}

v

=v+3sin2z — o (e +1)+ K — K’

coincide com a expressao logo acima se K = 1/v e K = v.

Comentdrio sobre a solucao (4) e (8): A sequnda linha de (8) sugere que a solugdo u(t,x)
definida em Ry X Ry pode ser estendida para R, X R por paridade par, se a condi¢do de fronteira
do tipo Neumann for homogénea: u,(t,0) = 0 (extremidade x = 0 da corda se movimentando



livremente). De fato, se substituirmos (2) pela equagio homogénea e (3) pelas condi¢oes iniciais
estendidas a R como funcgoes pares:

u(0,z) = f(z) = sin |z| e u (0, 2) = gz) = e reR,

entao a formula usual de D’Alembert aplicada ao problema estendido

o) = 5 (Faron+fa—m)+ o [ g

1 _ ~ 1 vt+x ~ vt—x ~
= —(f($+vt)+f($—vt)>+— / 9(y) dy+/ 9(y) dy
2 2v \Jo 0
que € claramente par na varidvel x, fornece a solu¢ao para o problema

1 1 —|z+vt| —|z—vt] _ <
u(t,z) = o (sin |z + vt] + sin |z — vt]) - { (e te 2) se |z <wt

20 | |eTletvtl — emle—vtl) se |x| > vt

que coincide, a menos do termo de fronteira nao homogéneo e K', com (4) e (8) para x > 0.
Fisicamente, uma onda ao atingir a extremidade livre da corda € refletida com a paridade par.

Exercicio 2 (Oscilagoes forgadas) Considere o problema:

1
Uy — Ugy = Asin2mwt (9)

02
em R={t>0,0<x< L}, sujeita a condi¢ao de fronteira

w(t,0) =u(t,L) =0, >0 (10)
onde A, v e w sao reais positivos.

Vamos mostrar que, exceto para certos valores especiais {w,} de w, o problema dado pelas
equagoes (9) e (10) admite uma solu¢ao da forma G(t,x) = p(z)sin2nwt. Derivando a forma da
solucao duas vezes com respeito at e x

Uy = —47r2w2p sin 2mwt
Uye = p'sin2nwt ,
substituindo em seguida as derivadas em (9), obtemos

42
—p"—izuﬂp:/l, O<zx<L (11)
v

Devido a condicao de fronteira (10), procuramos uma solug¢do de (11) na forma de uma série de
Fourier em senos:

- nm
=Y cusin " 12
p(z) nZIC sin — (12)

Para isso, representamos o termo nao—homogéneo de (11) em uma série de Fourier em senos (de
mesmo periodo 2L ):

A:Zhnsin%x, O<z<L (13)
n=1

3



onde

24 [
h, = A i sinn%:ndx
2A
= — (1 —cosnm) .
nm

Substituindo (12) e (13) em (11), usando a independéncia linear das fungoes {Sin n%x ,n € N},

obtemos

4r? 9 9
7(0)”—(,0 )cn:hn
de onde se conclui: se o
= — 14
WF W= o (14)
para todo n € N, entdo existe uma solucao p(x) de (11) da forma (12) com
v? h,
Ch = —
472 w2 — w?
Av? 1 —cosnm
_ 15
2nmd w2 — w? (15)
Determinamos agora a solugdo u(t,x) do problema (9) e (10) tal que satisfaz
w(0,2) =0 e w(0,z)=0, 0<z<L. (16)
A solugao geral do problema (9) e (10) é
u(t, ) = Unom(t,x) + p(z) cos 2wt
= ; (by, cos 2wyt + d, sin 27w, t) sin %x + ; Cp, Sin 27wt sin n—[jrx (17)
com b, e d, a serem determinados pelas equacoes
- niw
u(0, x) ; sin —
w(0,2) = 27?2 (Wnd, + wey,) sin n%x =0.
Pela ortogonalidade das fungoes sin "Fx, obtemos
b, = 0
d, = — ¢, VneN. (18)

n

A solugao do problema PVIF, equacoes (9) e (10) e (16), no caso nao-ressonante (14) é dada
por (17), (15) e (18):

Av?2w ~1—cosnr 1 (sin 2rwt  sin 27rwnt> nm
. _
w

g - — sin 7% (19)

— o — w W,
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Quando w = w, para algum n, aplicamos L’Hopital & solug¢do u(t,x) com w # w,, no limite
W = Wy. Suponha w = wy, para algum ng € N. Entao, aplicando L’Hopital ao termo n = ng da
solugao (19)

]. 1 /
lim ———— (sin 2wt — —— sin 27rwn0t) = lm —yy <sin 2wt — —— sin 27rwn0t)
ng w

W wng W2 w w—w 2 2\’
ng no nQ (wno — W ) wno

Tt COS 2Mwp,t SN 2w, T

)

_ 2
Wny 2wy,

onde ' denota a derivada com respeito a w, obtemos uma solugao

w(t.r) = AVn yo locosnr (Sin%wnot_sinzmnt) nw

sin —x

3 2 2

T n w2 —w w w L
n>1,n#ng n no no n

nomT
— 2wt cos 27Twn0t) sin %x

Av? 1 —cosngm (sin 27wt

43w, ng Wy

. . ~ \ A nov . :
cujo modo de vibragao normal correspondente a frequéncia wy,, = 5T € amplificado por t, devido
a ressonancia. Note que 1 — cosngm se anula quando ng € par e somente os modos impares podem
ser ressonantes.



