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Exercicio 1 Calcularemos a transformada de Fourier
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1. Se f(xz) = el a >0, entdo

f(g) — L/OO e—alel=itz 7.

2. Se f(z) =e %l sincr, a > 0 e c € R, escrevemos
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Fazendo uso das propriedades
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Juntamente com a transformadas de Fourier do item 1., temos
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Note que a fungio f(x) € impar e sua transformada de Fourier f(f) ¢ impar e imagindria
pura.

3. Seja f(z) =1—|z|/a se |z| <a e f(x) =0 se |z| > a. Entdo
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Integrando por partes
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de onde se conclui
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4. Se f(z) = e %"/2 entio f € S ' e a transformada de Fourier de f:
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¢ definida em termos de uma funcao ¥ = P(t) = ffooo cos (ty) eV’ dy/\/7 que satisfaz a
equacao
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com Y(0) =1 e cuja solugdo: w(t) = exp (—t%/4) resulta em
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Observe que em todos os itens acima f : R — R € uma funcao integrdvel e integrdvel em valor

absoluto, no sentido de uma integral de Riemann impropria: / |f(x)] dx = N}\i/[m / |f(z)] dx
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< 00, estando desta forma definida sua transformada de Fourz'erf :R — C. Sendo f uma func¢ao
real sua transformada de Fourier f € real se f for par e imagindria se f for impar. Observe também
que f(&) tem a mesma paridade de f(z).

Exercicio 2 (i) Desejamos encontrar uma funcao f(x) cuja transformada de Fourier é

flo) = TN 3 ©a(0), ab>o ()
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'Em particular, f é continua, limitada, integravel e absolutamente integravel.
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Para isso, observamos o sequinte fato: se

flx) = —%X *g(z) (6)
entao ]
F(&) = —=x*39(&) = x(£)4(¢) . (7)

pelo teorema da convolugdo (veja Teorema 6.3 e exercicio na pdg. 210 do livro texto “Andlise de
Fourier e equagoes diferenciais parciais”, Djairo G. de Figueiredo). As condi¢des para o uso deste
teorema sao x e g integraveis e absolutamente integraveis e x ou g continua e limitada. FEstas
condi¢oes sao satisfeitas como veremos a Sequir.

Vamos calcular as fungoes x(x) e g(x). Observe que, se x(x) = \/7/2 para |z| < a e x(z) =0
para |x| > a, entao
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coincide com a fungao definida em (4). Note que x € integrdvel e absolutamente integrdvel.

Como a anti-transformada de Fourier de uma funcao ¢(&) par qualquer €, pela mudanga de
varidvel £ — =&, formalmente a transformada de Fourier de ¢:
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se (&) = et b >0, entdo pelo item 1. do exercicio anterior e formula da inversa
g(z) = (9)" ()
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Note que g(x) é continua, limitada, integravel e absolutamente integravel. A férmula da inversa
(primeira igualdade) pode ser aplicada neste caso devido ao Coroldrio 4.18 dos “Complementos ao
curso de Fisica-Matematica I” que garante a igualdade da funcao original e a funcao tranformada
sequida da anti-transformada de Fourier da mesma.
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Substituindo as fungdes x e g obtidas no lado direito de (6), concluimos
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Fazendo a mudanca de varidvel
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esta integral pode finalmente ser escrita como
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de onde se conclui, juntamente com a paridade impar da fungao arco-tangente, formula da inversa

e defini¢ao (4) de f(g)
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concluindo a demonstragao de (5).
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(1) Verifiquemos a identidade de Plancherel-Parseval: || f||> = HfH para a fun¢ao Gaussiana:
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cuja transformada de Fourier é
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Substituindo a por 1/a em f e f no item 4. do Ezxercicio 1, multiplicando ambas por 1/v/2ma,
obtemos as f e f deste exercicio.

Por um lado, temos
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concluindo a igualdade.



