Mec 2Sem2015 - Proval Solu¢ao&Critérios

A cada exercicio esta atribuid 10 pontos. A cada item 2.5 pontos. A nota de cada exercicio é multiplicada por
10/3 e somada.

1 Ressonancia em uma cadeia de moléculas diatomicas lineares

Uma boa aproximacao para a energia potencial entre 4tomos de uma cadeia de moléculas lineares diatomicas é dada
por expressoes do tipo Lennard-Jones, como por exemplo:

V) = -5 +
x x

onde z é a distancia entre os atomos da cadeia e a e b sdo parametros positivos. Em um experimento de

ressonancia envolvendo uma cadeia de moléculas diatomicas, constituidas por d&tomos de massas M e m, o sistema

foi resfriado de maneira que sua energia total fosse bastante proxima do minimo da energia potencial. A cadeia foi

entao excitada por um laser de baixa poténcia que introduz na dinamica de oscilagoes naturais desta cadeia uma

forca do tipo Fp cos wt.

(a) Faga um esbogo de U(x). Para que valores de energia estados ligados sdo possiveis? Anote no seu esbogo
resultados de outros itens deste problema.

(2.5 pontos) O esbogo deve indicar claramente a existéncia de um minimo e alguma justificativa para o aspecto
geral do grafico. —0.5 para quem fez a parte x < 0 (x é distancia 1D). Apenas E < 0 que estados ligados sio
possiveis (0.5 pontos).
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Figura 1: Esbogo de U(x).



(b) Encontre, em termos dos pardmetros a e b, a distancia de equilibrio entre os dtomos da cadeia linear e a
frequéncia wy de pequenas oscilagoes em torno desta posicdo de equilibrio. Considere M > m, de maneira que o
dtomo de massa M permanece em repouso enquanto o mais leve percorre o €ixo x.

(2.5 pontos, 1.0 pontos a distancia e 1.5 para a frequéncia)

A distancia de equilibrio ocorre para dU(z)/dz|y=z,, = 0 (0.5 pontos), desta maneira:

dU(z) 4a 8b

dx x> a9
4da 8b
5 o =0
3, T2,
2b
4 -
Toy = ,

(0.5 pontos) Para pequenas oscilagoes da massa m, calculamos a segunda derivada em = = x4 (0.5 pontos):

d*U(x) —20a ~ T72b
k= dz2 o=z, = 26 ﬁ|w:%q
1 5 T2b a?
k= —[-20az" + —] = —5[—20a+/2b/a + 72b+/a/20
28 x? 4b?
1 5 72b a®
k= —[-20az" + —-] = —5[—20a+/2b/a + 36b+/2a/b|
28 2 4b?
a? 4+/2a5/?
Como apenas a massa m vibra (0.5 pontos), temos
s  k 4y2a°/?
WO =
m mb3/2

(0.5 pontos; erros exclusivamente na dlgebra: —0.25 pontos)

(c) A partir do experimento de ressonancia, o seguinte grafico da absor¢ao de poténcia do laser como fun¢ao da

frequéncia foi elaborado:
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Figura 2: Gréfico para a ressonincia de uma cadeia linear de moléculas.
Faca uma estimativa pelo grafico para a frequéncia natural de oscilagdes wg. A distancia de equilibrio z.q

também pode ser obtida pode meio de outros experimentos. Indique como vocé pode obter os parametros a e b da
energia U(x) a partir dos resultados experimentais para x¢, € wo.



(2.5 pontos, 1.0 para wy e 1.5 a discussao) Como se trata de um grafico da poténcia, temos que o maximo ocorre
para w = wyp. Desta maneira, wo ~ 3.1GHz é uma boa estimativa. Discussdo: pelo item b, x4 € wo dependem de a
e b apenas. Tendo os dois velores para wy e .;, podemos resolver a seguinte equacao:

2b
.'L'eq = o
_ 4\/§a5/2

Wo = 32

e obter a e b.

(d) Ainda dentro da aproximacdo M > m, proponha uma eq. diferencial que descreva a dindmica do atomo de
massa m para pequenos deslocamentos da posicao de equilibrio. Justifique, brevemente, a presenca de cada termo
na equagao diferencial. Estime paradmetros que possam ser estimados.

(2.5 pontos) A equagao que rege a dinamica neste caso se escreve:

mi = —kx + Fy coswt
onde k foi calculado em b (0.5 pontos). Mas, pelo gréfico da ressonancia, existe uma largura de linha, portanto,
temos que incluir um termo de amortecimento:
mi = —kx — 28 + Fycoswt

(1.0 pontos). Este termo, pode ser estimado pela largura de linha do gréafico de P(w), 23 = Aw =~ 0.04 GHz
(0.5 pontos).



2 Forcas centrais

Duas particulas, massas m; e mgy (m; = 2ms), interagem por meio de uma forga central cuja componente se escreve
f(r) ==Br® (F = f(r)?).

(a) Dentre as quantidades energia, momento linear e momento angular, indique quais sdo conservadas para cada
particula do sistema. Para cada caso, escreva uma breve justificativa.

(2.5 pontos)

Energia: é conservada (0.25 pontos). Cada particula esta sob agdo de uma forga central. Neste caso V x F=0
e, portanto, a energia de cada particula se conserva (0.5 pontos). Momento linear: ndo é conservado (0.25 pontos).
Cada particula esta sob acao de uma forga, portanto, o momento linear de cada particula ndo se conserva. Por
exemplo, para 1, temos dp;/dt = ﬁl(g) # 0 (0.5 pontos). Momento angular: em geral, ndo é conservado (0.5
pontos). O momento angular de cada particula conserva-se apenas quando medido do CM e ndo se conserva
quando consideramos qualquer outro ponto como origem (1.0 pontos).

(b) Determine a energia potencial efetiva Ve s;(r) para o problema. Determine o valor de L, para o movimento
circular de raio a. Determine também o valor de ¢ nesta mesma situagao.
(2.5 pontos, 1.0 pontos para Ves¢(r) e 1.5 para L, e 6).

Temos que U(r) = (1/4)Br* (0.5 pontos), dii encontramos:

L2 1
z B 4
2412 + 17"

(0.5 pontos). Para movimento circular de raio r = a, temos:

Vepp(r) =

dve
g = =0

(0.5 pontos). Desta maneira:

L2
-—= +Br3,—, =0
wr

L? = puBa®

(0.5 pontos). Como sabemos, em geral, L, = ,urzé, portanto para o movimento circular de raio a, temos:

VpBa? B

= Qa _—

6=Y"—""
pa? I

(0.5 pontos)

(c) Em um mesmo grafico, faga 3 esbogos da energia potencial efetiva como fungao de r considerando trés valores
Ly, Ly e Lg para L,. Adote, necessariamente, L; =0 e Lg > Lo > 0. Comente aspectos relevantes do grafico (duas
ou trés afirmagoes sdo suficientes).

(2.5 pontos, 1.0 para o eshbogo, 1.5 para comentérios): o esboco deve mostrar a auséncia de MCU para L, = Ly
e, com base no item b, mostrar que o ponto de equilibrio se desloca para valores # 0 de L,. Também deve mostrar
que para r grande, o grafico deve tender para o r*, ou para L, = L;. Comentérios: para L, = 0 ndo ha MCU
possivel (0.5 pontos). Para L, # 0 sempre ha um ponto de equilibrio estavel (0.5 pontos). Para L, # 0, todo as
trajetorias sdo limitadas (0.5 pontos). Para Ls > Lo, 0 movimento circular é com raio maior (0.5 pontos), etc.
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Figura 3: Esboco de V.z¢(r) para valores distintos de L.

(d) Considere L, # 0 e produza diagramas de fases para as coordenadas r (7 x r ) e 6 (6 x ) para os casos de
movimento circular uniforme (raio a) e pequenas vibragoes em torno de a (sdo 4 diagramas ao todo). Aproxime
que para pequenas vibracoes 6 é igual ao do movimento circular uniforme.

(2.5 pontos, 0.5 para a coordenada ¢ e 2.0 para a coordenada r)

Coordenada #: em ambos os casos 6 é constante (aproximagao no enunciado), conforme determinado no item b,
para qualquer 6, o espaco de fases é uma linha (0.5 pontos). Para a cordenada r: MCU, no MCU 7 =0 e r = a,
o espago de fases é apenas um ponto! (1.0 pontos). Pequenas vibragoes: trata-se de um oscilador harmoénico, em
torno do ponto de equilibrio (r = a,7 = 0), e é uma elipse (1.0 pontos)
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Figura 4: Esbogo dos diagramas de fase.

(e) (até 0.5 pontos extra na prova) Produza, separadamente, um esquema descrevendo a dindmica do sistema
de duas particulas para a seguinte situacdo: F = Fp, ¢ L, = Ly. Adote ‘_/’Cm = 0 e inclua um tracejado para
a trajetoria de cada particula. Indique ainda o vetor posicao relativa e as velocidades e as aceleragoes de cada
particula (vetores) em dois pontos distintos da trajetoria.

Em caso duvidas, o esquema abaixo oferece um exemplo contendo elementos que devem estar presentes.
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Figura 5: Exemplo para a dindmica de um sistema de 2 particulas.



3 Nave espacial

Uma astronauta estd em uma nave espacial, no espaco livre, e aciona o propulsor da nave que passa a fazer um
movimento estritamente em uma tunica dire¢do (que chamamos 5) A astronauta pede entdo a um colega, que
encontra-se em sua mesma “altura”’, que jogue uma caneta em sua direcao. O mesmo lanca a caneta com velocidade
estritamente na horizontal vy (voz > 0). Considere que o combustivel ¢ ejetado a uma taxa constante de modulo
«a e a uma velocidade também constante de médulo u.. Considere ainda que no inicio da manobra o sistema tem
massa my.

(a) A astronauta estd em um referencial inercial? Se sim, explique porque. Se ndo, determine a aceleragao do
referencial da astronauta (use explicitamente a notacdo vetorial).
(2.5 pontos). Certamente que o referencial da astronauta é acelerado (0.5 pontos). Esta aceleragio é igual a

aceleracdo da “nave” (0.5 pontos). No sistema de coordenadas proposto, temos: 4 = —Uet (0.5 pontos), dai ficamos
com:
= UeO
ap = ——
mg — at

(1.0 pontos).

(b) Escreva a equacao do movimento para descrever a dindmica da caneta. Deixe claro qualquer forga de inércia
que possa ser necessaria.

(2.5 pontos, 1.5 para a equagao e 1.0 para a forga de inércia).

Para a dinamica da caneta temos:

— — — —UeX ~
med = F—meidp=—"—1
ci=Y clr =
(0.5 pontos)Igualando componentes, temos:
. Ue¥
r= ——
mo — ot
(1.0 pontos)A forca de inércia:
Fv'inercia _ —mcuea%
mgo — ot

onde m¢ é a massa da caneta, foi utilizada (1.0 pontos).

(c) Resolva as equagdes para encontrar 7(t) = x(t)i + y(t)j para a caneta. Considere a seguinte aproximagao:
In(l—9) ~ —0 para 0 < 1. Justifique porque o seu ”¢” é tal que ”6” < 1. A astronauta que observa o movimento
percebe que a caneta “cai” alguns centimetros (na diregao —j, ver figura). A caneta poderia ter “caido” de acordo
com seu modelo?

(2.5 pontos, 2.0 para a solugao e 0.5 para a justificativa do ).

Resolvemos por separacao de varidveis:

mo — at

azt - = - el -
v (t) — v ue In( e )
at

vy (t) — v = —ue In(1 — —mo)

E razoavel supor: at < mg, pois para uma manobra costumeira, mg é tipicamente muito maior que o combustivel
espelido. Dai temos:

v, (t) — vo & ueat/mg



z(t) = zo + YeQ Ty ot
0 2
Desta maneira:
o t? 4
’/‘(t) = (SC() + 5 + Uot)Z + YoJ
0

£5

Figura 6: Esquema da situagdo descrita no problema. A linha tracejada exagera o desvio (em relagdo a horizontal)
da trajetoria da caneta que possui velocidade inicial ¥ = vg.%, com vg, > 0.

(d) A observagdo que a caneta caiu alguns centimetros merece atencio. Explicagdes foram elaboradas:
(2.5 pontos, possiveis pontuagio abaixo. Note que o total é 2.5 pontos.)

(1) Emergéncia! Vamos olhar para a janela pois estamos proximos a um planeta que esté, efetivamente, acele-
rando a caneta.

Ezplicagao errada: uma forca peso externa teria a mesma aceleracdo sobre o referencial e sobre a caneta.
Portanto, esta situagdo nio poderia causar uma queda aparente da caneta. (0.75 pontos)

(2) A caneta foi polarizada por atrito e esta sendo atraida por forgas eletrostaticas por uma das paredes da nave
(digamos o “chao”).

Ezxplicagdo plausivel: uma forga como esta implica no aparecimento de um termo assocido as forcas reais » F
e poderia causar o efeito.

(3) Emergéncia. Nossa nave esté sendo atacada por uma espécie Alien, que a estd puxando com um raio trator!
(0.75 pontos)

Requer elabora¢do: um mecanismo para o possivel raio trator deve ser pensando. Se o raio atua sobre a nave
por meio de uma interagdo ndo gravitacional, seria razodvel. Mas se for por meio de alguma interagio gravitacional,
certamente que ndao. Outro ponto, é que bastante pouco provavel que uma nave humana venha a encontrar uma
espécie Alien. Esta seria uma péssima tomada de decisdo. (1.0 pontos)

Outra elaboragiao: Um ponto provavel é que o motor estd mal calibrado, o que levaria a um propulsao também
na diregao j’, ou mesmo a causar um torque no sistema. O torque implica o aparecimento de um termo de Coriolis.
A rotagao tem que ser no sentido anti-horario para que ocorra um efeito apreciavel (2.0 pontos).

Refute ou dé suporte a cada uma das explicagbes. Alternativamente, elabore uma outra explica¢do que julgue
melhor. Vocé ganha pontos caso consiga refutar e/ou dar suporte a qualquer uma destas explicagdes.



Formulario

A priori, vocé vai utilizar, ou pensar sobre, estas féormulas para resolver os exercicios da prova.
Derivada 1util:

i(i) ___m
dx xm’ ~— gmtl

Poténcia média absorvida em um ciclo do oscilador:

(F§/m)Buw?
[(w = w?)? + (26w)?]

P(w) =

Energia potencial devido a forgas centrais:

Uy = [ 10"
)
Energia total para forcas centrais:
1, I?
E:ilur +2u2+ (7’)
Energia potencial efetiva:
L?
erf(r) = 5 +U)

Equacao do foguete:

onde m(t) é a massa da “nave”.
Integral util:

t
a
= —In(b — t
/Obiatdt (b — at)l{]



