Mec 2Sem2015 - Prova2

Vocé tem até 120 minutos para fazer esta prova. Resolva os exercicios de maneira organizada. Cada exercicio
vale 10/3 da prova. O Item 2(d) é um item extra e pode acrescentar até 0.5 pontos a nota da prova. Bom trabalho.

Dica geral I: caso vocé nao consiga deduzir um resultado anterior necessario a um item, escreva explicitamente
no item em consideragdo o que esta faltando e siga em frente.

Dica geral II: muito cuidado com comentarios qualitativos. Seja objetiv@ e rigoros@ com os conceitos.

1 Particula em uma espiral

Uma particula de massa m esta restrita a mover-se na superficie de um cilindro reto de raio r = a. A particula
também estd sob influéncia da gravidade (U = mgz).

(a) Escolha coordenadas generalizadas e escreva a lagrangiana para a particula. O namero de coordenadas do
seu resultado deve ser igual ao niimero de graus de liberdade da particula.

(b) A particula esta sujeita a um segundo vinculo, tal que z = k¢ onde k > 0 é constante e z e ¢ sdo coordenadas
cilindricas usuais. Mostre que os momentos generalizados p, e p, ndo sao conservados. Interprete a natureza destes
momentos.

(c) Determine a equagdo de movimento de Lagrange para a coordenada ¢ e resolva a equagiao do movimento com
condigoes iniciais ¢(t = 0) = 0 e ¢(t = 0) = 0 (dica: nao perca seu tempo... neste item, vocé nao quer informagoes
sobre os vinculos).
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2 Particula no cone

Considere o problema, exaustivamente abordado no curso, de uma particula de massa m restrita a mover-se na
superficie de um cone de meio angulo . Devido o vinculo g(z,7) = z — rcot @ = 0 , a lagrangiana deste problema
se escreve:

m m .
L= 5#(1 + cot? a) + 57“241)2 — mgrcot «
Se um mecanismo gira o cone, e portanto a particula, em torno de seu eixo central com velocidade w > 0

constante, temos que ¢ = w e, portanto, a lagrangiana se escreve:

L= %T'Q(l + cot? ) + %TQUJZ — mgr cot a

(a) Deduza a hamiltoniana da particula nessa situacao e mostre que H é uma constante do movimento.

(b) Investigue a possibilidade de movimento circular de raio ry e ainda a estabilidade desta 6rbita (use o método
de sua preferéncia).

(c) Liste e classifique os pontos fixos do problema. Faga um esbogo do espago de fases (veja o formulério abaixo).
Hé& a possibilidade de uma bifurcacao, com respeito ao parametro w, neste sistema ? Discuta.

(d) (Até 0.5 pontos extras): mostre que a energia mecanica total deste sistema ndo se conserva.
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3 Pertubacao quartica

A energia potencial de uma particula de massa m se escreve:

1 146
Ulr) = =kr? + = =74
(r) 2 + 4 a?
onde a é uma constante com unidade de comprimento, k > 0, 6 > 0 e o termo quartico € uma pequena corre¢ao

ao termo harmonico (§ < k).

(a) Para ordem zero em & (ou seja, para § = 0), determine o momento angular L? desta particula para movimento
circular de raio 7o (dica: vocé pode usar o método de sua preferéncia, mas um potencial efetivo pode ser definido,
com a devida justificativa, facilmente). Calcule também a frequéncia ¢, de revolugéo.

(b) Deduza uma expressio para a frequéncia w? de pequenas vibra¢des em torno do raio de movimento circular
7o (considere § # 0). Adote como aproximagio o valor de L? encontrado no item (a) e escreva uma expressao para
w, em até primeira ordem em § (considere que a constante a é da ordem de 7y e lembre que § < k).

(c) Analise o comportamento da érbita na situagdo de pequenas oscilagoes e para § # 0 (é aberta ou fechada?
é estavel? qual o sentido de precessdo?)
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Formulario
A priori, vocé vai utilizar, ou pensar sobre, estas féormulas para resolver os exercicios da prova.

Velocidades em coordenadas cilindricas:
U2 :7;2+r2¢2_~_2}2

Defini¢ao da Lagrangiana

L=T-U
Egs. de movimento de Lagrange
o _doc
8(]]' dt 8q] -

Eqgs. de movimento de Lagrange (na presenca de vinculos)
99—

oL d oL
B0, ~ dr g, T 2k Mgy
91(45)

Forcas de vinculo generalizadas:

gk
Qr = A5
aq]‘
Momentos generalizados:
oL
Py aqj
Hamiltoniana (deve ser funcdo de g; e pg;):
H= Z 4jpg; — L
J
Eqs. canénicas do movimento:
OH
G = o
_ _OH
Dy, ~oq;
OH _oL
ot ot

Autovalores e autovetores da matriz 2 x 2:

Ay = +Vbe
_— < +(bfe)!/? )

U
* 1
Aproximagoes importantes (z < 1):
14+x)"~1+nz
Hamiltoniana para forcas centrais (para 2 corpos, basta substituir m por u):

2 2
p
W=y T

2m  2mr2 +U()




