Mec 2Sem2015 - Prova2 Sub_ Solucao&Critérios

Vocé tem até 120 minutos para fazer esta prova. Resolva os exercicios de maneira organizada. Cada exercicio
vale 10/3 da prova. O Item 2(d) é um item extra e pode acrescentar até 0.5 pontos a nota da prova. Bom trabalho.

Dica geral I: caso vocé nao consiga deduzir um resultado anterior necessario a um item, escreva explicitamente
no item em consideragdo o que esta faltando e siga em frente.

Dica geral II: muito cuidado com comentarios qualitativos. Seja objetiv@ e rigoros@ com os conceitos.

1 Forcas de vinculo

A dinamica de uma particula de massa m é descrita por duas coordenadas generalizadas, = e 6, relacionadas pela
seguinte equacao de vinculo:
g(x,0) = Az — B =0

onde A e B sdo constantes, A é adimensional e B tem dimensdo de comprimento. A coordenada generalizada x
tem dimensdo de comprimento. A lagrangiana deste sistema se escreve:

%dsQ + %l292 —mgx

E =

onde [ > 0 é uma constante.
(a) Escreva as equagbes de movimento de Lagrange na presenca do vinculo g(z, 6).
(2.0 pontos, —0.5 pontos para qualquer erro)

—mg—mi+IA =0

—ml*0 — \B =0

Azx — Bo =0
(b) Encontre o multiplicador de Lagrange A e as forgas generalizadas de vinculo Q. e Qg.
(4 pontos, 3 para A, 1 para as forcas)
Usamos a equacgao de vinculo para obter:

Ai— B6 =0

Substituimos esta expressao nas eqs. do movimento:

—mg—mi+AA =0

—mi*0 — \B =0

Ai — B =0

Ou ainda:

—mg—mi+AA =0
—ml?(4)i —AB =0

Temos agora uma eq. para & e A. Para eliminar &, usamos o seguinte velho truque: multiplicamos a primeira
linha por —12(A/B) e somamos as duas linhas:



(24)mg + (4)mi — (I*4)AA =0
—mi?(4)i — \B =0

Somando as duas linhas:

A A
(l2§)mg — (l2§)>\A —AB=0

Resolvendo para A
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_ I’mgA
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(3.0 pontos, -1.0 para erros algébricos). Decorre deste valor que:

A

?’mgA?

r = Azi
@ A 12A% 4+ B2

1’mgAB
Qo="AB="p

(1.0 pontos para as forcas)

(c) Analise a conservagdo dos momento generalizados p, e pyg.
(2.0 pontos)
Diretamente da equagao do movimento, temos:

oL d oL o
e A=— =0

8q]' dt an' Xk: k qu
Para p,, temos:

d
_mg_&pz'f'Qx:O

Portanto, p, ndo é conservado (1.0 pontos). Um desenvolvivmento similar, mostra que o mesmo pode ser dito
sobre pg (1.0 pontos).

(c) Interprete a natureza das forgas de vinculo @, e Qy.
(2.0 pontos, 1.0 para cada afirmagao)
Primeiro notamos que A tem dimensoes de forga.

1’mgA?
2A2 | B2

Por anélise dimensional (tem que mostrar a andlise): (), é uma forca

I’mgAB

PA? 1 B?
Por anélise dimensional (tem que mostrar a analise): Qg é um torque.
Sem mostras a anéalise (—1.0 pontos)

Qo =—AB =



2 Péndulo simples

Considere um péndulo simples, de comprimento [, massa m, acoplado a um dispositivo que exerce um torque
constante 7y > 0 sobre o mesmo. A hamiltoniana deste problema se escreve:

v}

=5 mgl cos 6 — 10

(a) A hamiltoniana é uma constante do movimento? Justifique. Deduza as equagdes candnicas do movimento.
(2.0 pontos)
Pelas equacoes canonicas sabemos que:

an _ on
dt Ot
como OH /0t = 0, temos que H se conserva (1.0 pontos). Ha um tnico par de eqs. canonicas a ser deduzido:
0 =po/mi?
pg = —(mglsind — 7p)
(1.0 pontos)

(b) Investigue a existéncia de pontos fixos no intervalo —7 < 6 < 7. Classifique eventuais pontos fixos ou mostre
explicitamente que nao existem pontos fixos neste problema (veja formulario para autovelores).

(4.0 pontos, 2.0 para os pontos fixos, 2.0 para a classificagdo)

Usando as equacgoes canonicas do item (a), podemos achar os pontos fixos. Os mesmos ocorrem para:

0 =pj/ml?
0 = —(mglsind* — 7p)

(0.5 pontos pela condi¢do para ponto fixo). Portanto os pontos fixos ocorrem para pj = 0 e 6* tal que sin * =
70/mgl. No intervalo —7 a m, sdo dois angulos: 6* e m — 6*. Portanto, sdo dois pontos fixos (2.0 pontos). A
classificacdo dos mesmo decorre da matriz Jacobiana:

0 1/mi?
—mglcos§ 0

)\Q—i—%cos@* =0

De maneira que:

A2 = —% cos 0

Note que: cosf* = +1/1 — sin? 6*. O sinal + é para 0* < /2 e o negativo para m — 6*. Para o primeiro, temos
que:

A\ = fg\/ 1 — sin? 6%

l
Portanto, A é imaginario puro, e o ponto fixo € um centro (1.0 pontos). Para = — 6*, temos:

/\2:7 1 — sinZ @*

e \é real, com sinais trocados, portanto o ponto fixo é uma sela (1.0 pontos).



(c) Faga um esbogo do espago de fases para regides proximas de eventuais pontos fixos (veja formulério para au-
tovetores). Analise a possibilidade de bifurcagoes neste problema com respeito ao parametro 7y (ha uma bifurca¢ao?
Qual o torque critico 7¢? Como interpretar a bifurcacao?).

(4.0 pontos, 2.0 pontos para o esbogo, 2.0 pontos para a andlise da bifurcagio)

O esbogo deve mostrar as érbitas para regioes proximas do centro e a ligagao de sela no ponto instavel com as
direcbes corretas associadas aos autovetores (2.0 pontos).

Sobre a bifurcacdo, devemos notar que a solugio para 6* se escreve sin 8* = 79/mgl. Portanto, s6 temos ponto
fixo para 79 < mgl. Assim, hd uma bifurcagdo no sistema e 7. = mgl (1.0 pontos). Para 7 > 7. ndo ha pontos
fixos no espago de fases, e o péndulo executa “rotacoes” (0.5 pontos). Neste caso, o torque 7y ¢ maior que o torque
maximo exercido pelo peso (0.5 pontos).

(d) (Até 0.5 pontos extras): mostre que a energia mecanica total deste sistema nao se conserva.



3 Potencial —kr—*

A energia potencial de uma particula de massa m se escreve:

U(r) = —%r“l

onde r é a distancia da particula ao centro da forca e k > 0 é uma constante.

(a) Escreva a lagrangiana do sistema e encontre os momentos generalizados. Interprete a natureza destes
momentos e discuta sua conservacao. Deduza a hamiltoniana da particula e mostre que H é conservada. Discuta a
conservacao da energia mecanica da particula.

(4 pontos, 2.5 para £ e os momentos, 1.5 para H e a energia)

Novamente, lidamos com um potencial central, logo podemos escrever o problema em coordenadas polares.

. 1
L= %ﬂ + %r2¢2 + Zkr_4
(0.5 pontos). Momentos generalizados:
Dr = mr
po = mr’o

0.5 pontos). O momento p, é a componente r do momento linear e p, é a componente z do momento angular
¢ g

0.5 pontos). A anélise pela equacdo de movimento de Lagrange mostra que p,. ndo se conserva, mas que py se
grang ¢

conserva (1.0 pontos).
A partir da definigdo (ou com argumentos rigorosos), calculamos H:

H=rp, + dpy — L

2
ip72“ p¢ 1]{37"74

T 2m o 2mr? 4
(0.5 pontos). Notamos que OH /0t = 0, como OH /Ot = dH /dt, temos que H é conservada (0.5 pontos). Notamos
que H = E, portanto, E é conservada (0.5 pontos). Nota: vocé nao pode partir do fato que H = E sem o devido
argumento/demonstracdo. Perceba que foi deduzido que H =T + U, e este fato usado no final, pois sempre temos
E=T+U.

(b) Estude a estabilidade da particula nesse problema; isto &, investigue se existe uma orbita circular ro e se
esta Orbita é estavel (use o método de sua preferéncia).

(4.0 pontos, 1.0 para o método e seu desenvolvimento. 1.5 para o e 1.5 para a estabilidade).

Uma solucdo possivel: podemos definir um potencial efetivo Vs ¢(r), notando que # é constante. Notemos ainda
que py = L, de maneira que:

L? 1
V. =—2- — —fpr*
ers(r) omr2 4
Procedemos como usualmente: para rg temos:
—-L? K
/ _ —
V;,ff(ro) = (mrg ﬁ)lr:m =0

9 mk
7'0 -

LZ

Portanto, ha possibilidade de movimento circular de raio rg para L, # 0 (1.5 pontos). Analisando a segunda
derivada, temos:



3L2 5k

" o
eff(ro)*(mrgl 77076”?”:7“0
316 5L 2L

= s a3 <0
m3k m3k m3k

Logo o ponto ¢ instavel (1.5 pontos). Nota: o “método” avalia a sequéncia logica de definir e aplicar um potencial
efetivo (1.0 pontos), ou qualquer outro método.

(c) Para para um dado sistema de unidades (L, para comprimento, T para tempo e M para massa), os parametros
e condicdes iniciais do problema se escrevem m =1 M, k =2 MT 2L"3, 7y = 25: + 5] L e &y = 507 + 105 L/T.
Discuta a dindmica desta particula em termos gerais.

(2.0 pontos)

Notemos que:

Lo=7xp=0k

Como o momento se conserva, este valor é o mesmo em toda dinamica. Para L, = 0, ndo h4 movimento circular
(1.0 pontos). Nesta caso, a massa m ¢é atraida até o centro da forga (1.0 pontos).



