Mec 2Sem2015 - Prova2 Solu¢ao&Critérios

Vocé tem até 120 minutos para fazer esta prova. Resolva os exercicios de maneira organizada. Cada exercicio
vale 10/3 da prova. O Item 2(d) é um item extra e pode acrescentar até 0.5 pontos a nota da prova. Bom trabalho.

Dica geral I: caso vocé nao consiga deduzir um resultado anterior necessario a um item, escreva explicitamente
no item em consideragdo o que esta faltando e siga em frente.

Dica geral II: muito cuidado com comentarios qualitativos. Seja objetiv@ e rigoros@ com os conceitos.

1 Particula em uma espiral
Uma particula de massa m esta restrita a mover-se na superficie de um cilindro reto de raio r = a. A particula
também estd sob influéncia da gravidade (U = mgz).

(a) Escolha coordenadas generalizadas e escreva a lagrangiana para a particula. O namero de coordenadas do
seu resultado deve ser igual ao niimero de graus de liberdade da particula.

(2.0 pontos)

Da defini¢ao temos:

L=T-U
Considerando as coordenadas cilindricas usuais como coordenadas generalizadas, temos:
m
2

Uma vez que r = a, temos 7 = 0, desta maneira:

L= =2+ r2¢* + %) —mgz

L= %(aqu + %) —mgz

(—0.5 pontos se deixou 7 )

(b) A particula esta sujeita a um segundo vinculo, tal que z = k¢ onde k > 0 é constante e z e ¢ sdo coordenadas
cilindricas usuais. Mostre que os momentos generalizados p, e p, ndo sao conservados. Interprete a natureza destes
momentos.

(4.0 pontos, 2.5 para a anéalise da conservacdo, 1.5 para a interpretagao)

EXISTEM PELO MENOS DUAS SOLUCOES, solucio mais comum:

(2.5 pontos)

Observamos que as equacoes do movimento de Lagrange se escrevem:

doc_ ot
dt 0§  0Oq
lembramos que os momentos generalizados se escrevem p, = 0£/0¢. De maneira que:
-
q 8q

Implementando os vinculos, podemos escrever a lagrangiana para z ou ¢. Para z temos:

1
L= %(cﬂﬁé? + %) —mgz

Para ¢ temos:



£ =2 (2 + K23?) — mgho

Portanto, para ambas as coordenadas z e ¢ temos:

oL
dq
De maneira que:
Pg # 0
para ¢ = ¢ ou z. _
OUTRA SOLUGAO:
A equacgdo de vinculo se escreve:
9(z,0) =2-k¢ =0
Na presenca dos vinculos, temos:
d oL )
—mg — %% + /\% =0
z—ko =0
Que pode ser resolvida para encontrar A:
—ma2$ — Ak =0
—-mg—mZi+A =0
5 — ko =0
—ma2d — \k =0
—mg—mk¢+A =0
3 = ko

k.2

CL2

A= a? + k2 g
Agora, lembramos que p, = 9L/9¢, portanto:

— Ly — Ak =0
_mg_%pz'i_)\ =0

Dai, ambos momentos ndo sio conservados (2.5 pontos). Note que apenas escrever estas ultimas expressoes nao
é suficiente. E claro que Py NAO se conserva, mas p, nao é claro (foi atribuido 2.0 pontos, ou seja, —0.5 pontos).

INTERPRETAGAO (1.5 pontos):

O momento p, deve ser interpretado como a componente z do momento angular da particula, enquanto que p, é
a componente z do momento linear (1.5 pontos, 0.75 para cada). Atenc¢do: momento angular é definido em relagao
a um ponto, nao hd um eixo. Nao existe momento angular em torno de z.

(c) Determine a equagdo de movimento de Lagrange para a coordenada ¢ e resolva a equagio do movimento com
condigoes iniciais ¢(t = 0) = 0 e ¢(t = 0) = 0 (dica: nao perca seu tempo... neste item, vocé nao quer informagoes
sobre os vinculos).



(4.0 pontos)
Inspirandos na dica, escrevemos:

£ = 2 (a6 + k6?) — mgho
A equacdo de movimento de Lagrange se escreve:

oc _doc_
o6 dtod

—mgk —m(a® 4+ k?)é =0

(2.0 pontos, —0.5 para erros algébricos)

R L
(@ +7)
Cuja solucdo, com as condicoes iniciais corretas:
o(t) = _ gk
(a? + k%) 2

(2.0 pontos, —1.0 pontos para erro devido as condigbe iniciais)



2 Particula no cone

Considere o problema, exaustivamente abordado no curso, de uma particula de massa m restrita a mover-se na
superficie de um cone de meio angulo . Devido o vinculo g(z,7) = z — rcot @ = 0 , a lagrangiana deste problema
se escreve:

m . m o -
L= 57"2(1 + cot? a) + 57“241)2 — mgrcot «
Se um mecanismo gira o cone, e portanto a particula, em torno de seu eixo central com velocidade w constante,

temos que ¢ = w e, portanto, a lagrangiana se escreve:

L= %T'Q(l + cot? ) + %TQUJZ — mgr cot a

(a) Deduza a hamiltoniana da particula nessa situacao e mostre que H é uma constante do movimento.
(2.0 pontos, 1.5 para H e 0.5 para a conservagao)
A hamiltoniana para este sistema é encontrada pela definicdo:

H=rp— L
Primeiro, calculamos p, = 9L/07:
pr = mir(1 + cot? a)
Em seguida, substituimos na expressao:
p% _ [m p% UL ]

= - T t
m(1+ cot? a) 2 m2(1+cot’a) 2 res T mgreota

2
Dy m 2 2
=—T - — + cot
2m(1 +cot?a) 2 P mmgreota
(1.5 pontos, —0.5 para erros algébricos). Como
an _ on
dt ot
Temos que H se conserva (0.5 pontos).

(b) Investigue a possibilidade de movimento circular de raio rg e ainda a estabilidade desta orbita (use o método
de sua preferéncia).

(4.0 pontos, 2.0 para ro e 2.0 para a estabilidade)

Solugao possivel:

Tomando vantagem que H é constante, definimos o potencial efetivo:

Verp(r) = —%7‘%}2 + mgr cot a

Um esbogo do potencial (cujo gréfico deve estar bem justificado) revela imediatamente a possibilidade de mo-
vimento circular de raio ro (2.0 pontos) e que a 6rbita é instavel (2.0 pontos). Alternativamente, pode-se derivar
Veyf(r) para encontrar e classificar o ponto de equlibrio.

—mrow? +mgcota = 0

de maneira que 79 = gcot a/w? (2.0 pontos). E fazer a segunda derivada:

—mw? <0



Ou seja, orbita instavel (2.0 pontos). Pode-se ainda usar equagoes de Lagrange, etc, etc, ou analisar as equagoes
canodnicas desde de ponto vista da anélise de pontos fixos e da matriz Jacobiana.

(c) Liste e classifique os pontos fixos do problema (vocé pode analisar o espago r X p, ou r x 7 ). Faga um esbogo
do espago de fases (veja o formulério abaixo). H4 a possibilidade de uma bifurcacéo, com respeito ao parametro w,
neste sistema ? Discuta.

(4.0 pontos, 1.0 para os pontos fixos, 1.0 para a classificagdo, 1.0 para o esbogo, e 1.0 para a bifurcacio)

Analisaremos o espago r X p,.. A partir de H temos:

2

7 =p./m(1+ cot? a)
pr = mrw? —mgcot a = mw?(r —rq)

O ponto fixo (apenas 1), ocorre no ponto de equilibrio calculado no item b (rg, 0) (1.0 pontos). Este espago é
linear! A matriz A se escreve:

mw? 0

( 0 1/m(1+cot?a) )
A =
(perceba que esta implicada uma transformagao da variavel ' = r — rg, etc, etc). Ou autovalores sao :

A= +w?/(1 + cot? @)

Com autovetores:

iy = ( i(b/lc)1/2 )

Ou seja, o ponto é uma sela (1.0 pontos). Um esbogo do espago de fases mostra que todo o fluxo eventualmente
se afasta do ponto fixo, a ndo ser que a condicao inicial esteja ao longo de uma das autodiregdes (1.0 pontos).
Nota-se que ao variar w ird ocorrer apenas uma mudanca na posicdo do ponto fixo. Portanto, ndo ha bifurcacao
(1.0 pontos).

Notas: é importante perceber que os itens c e b precisam ser compativeis. Um erro ao calcular as eqs. candnicas
poderia levar o estudante a uma conclusao errada sobre o poto fixo. No entanto, este erro pode ser contrastado
com o resultado do item b.

(d) (Até 0.5 pontos extras): mostre que a energia mecanica total deste sistema ndo se conserva.
A energia total se escreve (F =T+ U):

2
b
F=—-" - t
2m(1 + cot? o) +mgreota
dE Dr

N t o
dt  m(1+ cot? a)p,«—l—mgco o

Usando as equagoes candnicas:

Pr | = prrw?

m(1 + cot? o) (1 + cot? o)

- m [mrw? — mg cot a] + mg cot af

De maneira que a energia ndo se conserva, exceto se o sistema estiver no ponto fixo, ou seja, em movimento
circular uniforme!



3 Pertubacao quartica

A energia potencial de uma particula de massa m se escreve:

1 146
Ulr) = =kr? + = =74
(r) 2 + 4 a?
onde a é uma constante com unidade de comprimento, k > 0, 6 > 0 e o termo quartico € uma pequena corre¢ao

ao termo harmonico (§ < k).

(a) Para ordem zero em & (ou seja, para 6 = 0), determine o momento angular L? desta particula para movimento
circular de raio 7o (dica: vocé pode usar o método de sua preferéncia, mas um potencial efetivo pode ser definido,
com a devida justificativa, facilmente). Calcule também a frequéncia ¢, de revolugéo.

(3.0 pontos, 1.0 pontos para o método, 1.0 pontos para ro e 1.0 pontos (;50)

Seguimos a dica e notamos que podemos escrever (formulario):

2 2
Pr p¢ 1 2 14 4
H=_— + ckrt 4+ ——r
2m  2mr? 2 + 4a?
Como OH /Ot = 0 e dH/dt = OH/Ot, H é constante (ver equagdes canonicas), portanto o método do potencial
efetivo pode ser usado. Observamos que pg = 0, portanto pg é uma constante. Este momento generalizado deve ser
identificado como a componente L, do momento angular, ou seja, p, = L, (0.5 pontos). Desta maneira, podemos

definir o seguinte potencial efetivo:

2

Vers(r) = gzg + U(r)
L? 1 16

_ z Zk 2 - v, 4
2mr2 + 2 T 4a2r

(1.0 pontos). Para encontrar o minimo, avaliamos V/; ,(r):

—12 )
/ z 3
erf(r) = —5 +hkr+ v

Para r = rg, esta expressao é igual a 0:

—L? d 4
(mr3 + kr+ ?T Jr=ro =0

Para § = 0, temos:

L? = mkr

.=

(1.0 pontos). Para a frequéncia de revolucado, temos:

do = L./mra = \/k/m
(1.0 pontos)
(b) Deduza uma expressao para a frequéncia w? de pequenas vibragdes em torno do raio de movimento circular
o (considere § # 0). Adote como aproximagao o valor de L? encontrado no item (a) e escreva uma expressio para
w, em até primeira ordem em 0 (considere que a constante a é da ordem de 7, mas que § < k).

(4.0 pontos)
Seguimos usando V., de maneira que:

Lembrando que § # 0, temos:



3L2 30 o
e’}f(r) = W +k+ ang

Precisamos calcular o valor desta fungao para r = 7o (2.0 pontos). Adotamos a aproximagio referente a L2.
Desta maneira:

4
Wt = LA gy B
m- omrg a

2 2
%[4k + Tzr('}

r

(1.0 pontos). Considerando a da ordem de rg e § < k (como est& no enunciado), temos:

2 %[ 357’(2)]
T m 4ka?

k 3012
.21 —|1 9
w m[ +8ka2]

(¢) Analise o comportamento da érbita na situagdo de pequenas oscilagoes e para § # 0 (é aberta ou fechada?
qual o sentido de precessdo?)

(3.0 pontos)

A anélise é baseada na razao entre as frequéncias gf)o e w;, que pode ser racional ou irracional, o que determina
se a orbita é fechada ou aberta, respectivamente (1.0 pontos, note que as frequéncias devem ser corretamente
interpretadas). Nesta direcdo, note que:

w

e finalmente:

(1.0 pontos)

36rd l
8ka?

“r_ o+
o
pode ser considerado um ndmero racional, mas isto é uma aproximacao. Em geral, este niimero nao serd racional
e a orbita é aberta e serd observada como uma 6rbita eliptica que precessa (1.0 pontos). A precessdo é uma questao
delicada. Note que para § # 0, a frequéncia w, aumenta com respeito ao caso 6 = 0. Vamos denominar este caso
w?. Analogamente, T° = 27/w?. Desta maneira, T, < T . Assim, os apsidais ocorrem um um tempo anterior,
havera um retrocesso e a precessio é no sentido horério (1.0 pontos). Para provar (néo é necessario, quem o fez
pode ter ganho pontos extras), considere: como para § = 0 o primeiro apsidal ocorre para ¢ = .

(,ZS()TS =T

Mas temos que T;. < TY. Desta maneira:

éOTr =T — A¢

(note que por esta defini¢ido, A¢ positivo é um retrocessso angular). Ou ainda:

@ZW:W—A¢

Wy

2T

3612 ]

T r=—Aé
2[1 + 8ka?




3word
Ap~ -0
¢ 8ka?

Portanto, temos um retrocesso angular e a precessao é no sentido horario. Pode-se também considerar a/rg ~ 1.



Formulario

A priori, vocé vai utilizar, ou pensar sobre, estas féormulas para resolver os exercicios da prova.
Defini¢ao da Lagrangiana

L=T-U
Egs. de movimento de Lagrange
o _doc_
aq]‘ dt aq] N

Eqgs. de movimento de Lagrange (na presenga de vinculos)
oL _ d oL i  _
qu - E@ + Zk /\kaig? =0
9k (4;) =0

Forcas de vinculo generalizadas:

gk
Qr =7
8qj
Momentos generalizados:
oL
Pq; = 87%

Hamiltoniana (deve ser funcdo de g; e pg;):
H= Z ijqj - L
J

Eqgs. canoénicas do movimento:

5. — OH
qj - 8pj
) — _9H
qu o 8qj
daH  _ OH
dt - ot

Autovalores e autovetores da matriz 2 x 2:

0 b
a=(00)
Ay = +Vbe

(£
UL = 1

1+z2)"~1+nx

Aproximagoes importantes (z < 1):

Hamiltoniana para forcas centrais (para 2 corpos, basta substituir m por p):

2
_p L Pe
2m  2mr?

H

+U(r)



