Mec 1Sem2019 - Prova #1 - Solugao&Critérios

Voceé tem até 120 minutos para fazer esta prova. Resolva os exercicios de maneira organizada. A prova contém
8 itens e cada item vale 10/8 pontos. Respostas particularmente bem escritas poderao receber pontos extras.

Dica geral I: caso vocé nao consiga deduzir um resultado de um item anterior que deve ser usado em um item
posterior, escreva explicitamente no item em consideracao o que esta faltando e indique como vocé resolveria o
problema.

Dica geral II: muito cuidado com comentérios qualitativos. Seja objetiv@ e rigoros@ com os conceitos.

Algumas observagoes: de um ponto de vista técnico, a prova exigiu apenas a solu¢do de uma equagao diferencial
linear, a integracao e derivacao de polinomios e ainda operagoes vetoriais. Todas sao ferramentas que podem ser
reduzidas & um curso de calculo I e de geometria analitica. Nota-se, portanto, que a dificuldade da prova esta
centrada na Fisica, e ndao em métodos mateméaticos. Uma segunda observacao diz respeito & este gabarito: aqui
exponho o conteido minimo que a resposta deve conter para ter nota méxima. A auséncia de uma ou outra
informacao leva certamente & diminui¢ao da nota no item.

1 Dindmica de um particula 1D

Considere uma particula de massa m, restrita a mover-se em uma tnica dimensao, sujeita & uma forca restauradora
do tipo F = —k(x —2.4)& e & uma forca forca de amortecimento proporcional & velocidade da particula (-b&, b > 0).

(a) Escreva a equagdo do movimento (segunda lei de Newton) para descrever a dinamica desta particula e ainda
a solucao geral do problema.

Solugdo: Da segunda lei de Newton, temos: Y F = ma. Adotamos coordenanadas cartesianas, de modo que
a = I e escrevemos:
mi = —k(x — zeq) — b

(0.4 pontos). Com a mudanca de varidveis u = & — x4, temos:

mi = —ku — bu
(0.2 pontos, ou algum argumento sobre a translagio da origem do sistema de coordenadas). Para amortecimento
fraco, este é o problema do oscilador harmonico amortecido (ou pode-se analisar casos separados, com pontos extras).
De fato:
u(t) = x(t) — xeq = Aexp(—pFt) cos(wpt + @)
onde 8 =b/2m e wj = wj — 3> . (0.4 pontos)

(b) Para condigdes iniciais zp = x4 € velocidade vy = v,0& onde vy > 0, determine a funcdo z(t) para a
particula. Faga um esbogo de z(t) (0 < t < c0) relacionando a figura & parametros da solugdo.

Solugao: Em t =0, 2(0) = x.q mas também z(0) — z., = Acos(¢) a partir da solugdo geral. Chegamos entdo
que: ¢ = 7/2 e ficamos com:

z(t) — Teq = Aexp(—pt) sin(wgt)

(0.3 pontos) Agora:



& = —fAexp(—pt)sin(wgt) + wg A exp(—pFt) cos(wgat)
mas & = Vg, € temos:
Vog = wgA

assim:

Vox .

z(t) — Teq = — exp(—pt) sin(wst)

wp

(0.3 pontos) O esbogo deve conter: 1) partida de x = z., com velocidade v, > 0 7) um padrdo de decaimento

de uma oscila¢do 4i¢) em torno da reta & = 4. (0.4 pontos)

(c) Determine o trabalho total realizado sob a particula ( durante o intervalo de tempo 0 < ¢ < o0) e ainda o
trabalho realizado por cada forca que age sobre a particula.

Solugdo: O trabalho pode ser obtido pelo teorema trabalho energia cinética:
W=AK=K; - K;
a partir de b sabemos que para t — 0o, (t) = z¢, com velocidade nula, assim Ky = 0 e temos:

mug,
2

(0.3 pontos) Este é o trabalho da forca resultante, que escreve-se:

W=—

F=—k(zx —xeq) — 0T

Vamos calcular cada um destes termos:

/ Fidt = / (—k(x — zeq) — b)ddt
0 0

ook d 5 (oo} 5
——/0 §(£(m—xeq) )dt—/o ba“dt

para qualquer conjunto de parametros, teremos que z(0) = z(00) = z,, € assim:

=} d -
- [5G =0

(0.4 pontos, note que ao longo da dinamica este trabalho pode ser # 0) Portanto, sobra apenas o trabalho devido

0 termo:
oo
- / b2 dt
0

mas, pelo teorema trabalho-energia cinética, temos:

—/Oobx'th:—mvg’”
O 2

e a forca —b# realiza um trabalho de —%gx. (0.3 pontos)



2 Particulas interagentes

Duas particulas, de massa m; = 2mg = m, interagem por meio de uma forga que contém dois termos. Um dos
termos é chamado termo repulsivo, e se escreve:

= Uo/6 . Uo/6 . Uo/6
Flyy = i = ==& =
1O |z - Bl 127 a
onde Uy > 0 é uma constante e & = I1 — Z2 é o vetor posigdo relativa 1D (note que ||Z]| =z > 0) e & = Z/x .

O outro termo é o chamado termo atrativo e sua expressao escreve-se:

—

Filyy = —k(#) — ) = —kE = —kz
onde k > 0 é uma constante. O sistema é estritamente 1D.
(a) Determine a distancia de equilibrio z., entre as duas particulas.

Solugao: A forga que age, digamos, sobre a particula 1 escreve-se:

- Up/6 . .
Fio(z) = ;4 & — kxz

Esta particula estd em equilibrio quando Zﬁl(g) () = 0 o que, pela terceira lei de Newton, também garante
que a outra particula estra em equilibrio (0.5 pontos). Desta maneira:

Uo/6 . .
[ o & — kai]ly,, =0
U
8 _ “0
Tea = Gk

(0.5 pontos).

(b) Deduza uma expressao para U(z) de maneira a escrever a energia total do sistema na forma:
E= gx'Q +U(2)

E determine a frequéncia de pequenas oscilagoes das particulas em torno da distancia de equilibrio (ou mostre
que o ponto de equilibrio deste sistema ¢é instavel).

Solugdo: Usamos a defini¢do para U(x) = — [ F(z)dx 4+ C, a integracdo nos mostra que:
Uy 1.,
Uz) = 3620 + ka +C

onde C pode ser determinada a posteriori (0.3 pontos). A frequéncia de pequenas oscilagoes é calculada como:
1 d?U(z)
e

(0.2 pontos). A derivada segunda de U(z) se escreve:

2 _
Wy =

Uy
U'(z) = — +k
(@) =g+
Calculamos agora: U (z¢q)
Wo )= 7k 4 & =8k
65k

Portanto (usando g = mymsa/(my +mz) = (m?/2)/(3m/2) = m/3):



3

wg = E(Sk)

como a solugao para wy é real (ou como k.sy > 0, etc), também mostramos que o ponto de equilibrio é estavel.
(0.5 pontos)

(¢) Em t = 0 as particulas encontram-se em repouso e a uma distancia d, tal que d  xq. Para estas condicoes
iniciais, determine expressoes aproximadas para Z(t), Z1(t) e #2(f) medidos a partir do CM. Para um instante logo
apos t = 0, faca um esquema incluindo as duas particulas, a posicdo do CM e os vetores posicao e velocidade de
cada uma das particulas.

Solugao:
Nestas condigoes, a energia do sistema é um pouco maior que a energia de equilibrio e estamos na situacao de
pequenas oscilagoes. A equacgao do movimento para distancia (1D) entre as duas massas escreve-se:

.. k
i=—-——(r—z.
( a)

Desta maneira a solucao geral para o vetor distancia relativa escreve-se:
z(t) = (x(t) — xeq)® = Acos(wot + @) &
(0.2 pontos). As condigbes iniciais sdo tais que z(0) = d e ©(0) = 0. Assim, ficamos com:

d—2eqg=Acos¢

0 = wp sin ¢

desta maneira temos: ¢ =0 e A = d — xeq. Assim: x(t) = [(d — xeq) cOs(wot) + xeq]E (0.2 pontos) Para cada
particula, temos:

mi1x1 + Moo

oM =
mi + mo

mas, quando medimos a partir do CM: z¢op = 0 e temos:

mixTy = —MaT2

ou ainda:
m
mx, = ——I2
2
usando que:

r =T — X2

resolvemos o sistema para encontrar cada um dos deslocamentos:

Ty
T2
(0.3 pontos)

O esbogo deve mostrar: i) velocidades que se afastam do centro de massa e i) o centro de massa mais proximo
da massa 1. (0.3 pontos)

W=
8

|
Wl
8



3 Nave espacial

Uma enorme nave espacial, em forma aproximada de um cilindro reto de raio Ry e comprimento L, viaja em
velocidade constante pelo espago profundo, suficientemente afastada de outros corpos. Um mecanismo interno
mantém a nave girando ao redor de seu eixo geométrico central com velocidade angular & constante (& = UJQ]AC).
Dois cientistas, A e B, estdo no interior da nave em pé sob a casca cilindrica, ambos em repouso em relagdo ao
chao. Os cientistas estao distantes [ metros (I é constante).

(a) O referencial da cientista A é inercial ? Se sim, explique porque. Caso contrario, determine a aceleragao do
referencial da cientista A. Neste caso, use explicitamente a notacao vetorial.

Solugao:
N&ao, o referencial de A é ndo inercial uma vez que A esta em movimento circular uniforme, de raio Ry, devido
a rotagao do cilindro (0.5 pontos). Sua aceleragio ¢ dada por @ = —Row37 onde um sistema de coordenadas estd

definido com origem em um ponto no eixo do cilindro (0.5 pontos).

(b) O cientista B lanca um objeto de massa mg na direcio de A. Determine as equagbes do movimento que
devem ser escritas pela cientista A para o estudo da dindmica do objeto apds o mesmo ter sido langado. Deixe
explicito forcas reais e forcas de inércia na expressao. Discuta brevemente, a nivel qualitativo, o efeito de cada um
dos termos da equacdo do movimento sobre a dinidmica do objeto.

Solugao:
A cientista A deve incorporar os efeito de sua acelera¢do na equacoes da dindmica. Em geral, temos:

moé’:Zﬁ—mo[&ixF—F@'x(QXﬂ+QQX5+ﬁf}

Uma vez que a nave encontra-se no espago profundo, inferimos que ndo hé forgas reais, portanto: > F=0 (0.2
pontos). Notemos que & =0,equed = wk, (perceba que este & coincide com o & da nave (!), mas é devido o
movimento circular uniforme de A). Adotamos um sistema de coordenadas cilindricos com origem em um ponto no
eixo do cilindr . Escolhemos como % o eixo do cilindro.

mod = —mo[@ X (& X 7) + 23 x T+ Ry

( 0.3 pontos, observo que um sistema cartesiano com origem em A seria de fato a melhor escolha, caso o problema
fosse quantitativo).

Em geral, apenas o termos de Coriolis e o termo centrifugo Ef = —Row? sdo relevantes. O termo de Coriolis
(2wq (rp—r¢t)) sera responsavel por uma deflexao laterial da trajetoria (0.2 pontos), enquanto que o termo centrifugo
(w3(r + R)?), age como uma forga peso sobre a particula, acelerando & mesma na dire¢io da casca cilindrica (0.3
pontos).



Formulario

A priori, vocé vai utilizar, ou pensar sobre, estas féormulas para resolver os exercicios da prova.
Segunda lei de Newton:

Derivada util:

Pequenas vibragoes:

|w::1:eq

Teorema de Coriolis
mi =Y F—mldx7+&x (& x ) + 26 x 0+ R

onde md é a forca efetiva, medida em um referencial ndo inercial, > F é a soma das for¢as que atuam sobre
o corpo de massa m (= md’, onde @’ é medido em um referencial inercial), ¥ e ¥ sdo quantidades cinematicas

da particula medidas no referencial ndo inercial, e JJ e Ry sdo a velocidade angular e a aceleragao do referencial
acelerado, respectivamente. O termo:

—

B ercia = —ml@ X 74 @ x (@ X 7) + 20 x 7+ R

recebe o nome de forgas de inércia.



