Movimento em melos resistivos

Nesta aula iremos tratar movimentos na presenca de forcas resistivas. Trata-se de um objeto de estudo
complicado, com importantes ramificacbes nas diversas areas das ciéncias béasicas e aplicadas. Iremos
nesta aula expor alguns modelos simplificados, e ainda sim suficientemente complicados, com o objetivo
de entender algumas questoes gerais sobre este tipo de dinadmica.

Um dos pontos que primeiro salta aos olhos diz respeito ao fato que a dindmica em meios viscosos
nao é universal, no sentido que é altamente dependente do modelo de escolha para lidar com o pro-
blema. Por modelo, devemos entender a maneira como o meio interfere na dinamica do sistema. Apos
completarmos esta etapa, o procedimento é resolver as equagoes do movimento levando em conta estas
novas forcas.

O primeiro ponto a ser considerado em nosso modelo é algo que vém da experiéncia cotidiana.
Parece razoavel supor que as forcas envolvidas neste processo sejam dependentes da velocidade. E
mais, estas forcas parecem aumentar com a velocidade e sempre encontram em direcdo oposta a
velocidade (—v).

Vamos separar nosso problema em dois: vamos tratar as forcas de contato entre um objeto e uma
superficie (por exemplo, um bloco num plano inclinado) e forgas que surgem quando um objeto se
desloca num fluido (uma bactéria num meio de cultura, um objeto em queda). Ao primeiro tipo,
reservaremos o nome de for¢a de atrito e, ao segundo tipo, de forgas de arraste.

Porque é importante fazer esta distingdo? Bem, for¢as de atrito, como definimos acima, surgem
como resposta a forca normal F', e parece ser mais conveniente fazer um modelo da seguinte forma:

Fat = —(‘LLN){]

onde N é o modulo da for¢ca normal entre a superficie e o objeto. Qualquer sofisticacdo deste modelo
¢é bastante dificil, uma vez que envolve consideracoes sobre a elasticidade dos corpos, deformacao
de superficies, etc... dai, ndo consideramos uma dependéncia explicita velocidade para F,; . Mas
podemos, como ¢é feito em Fisica basica, considerar a existéncia de dois coeficients de atrito, que
podemos chamar cinético, pc, ou estatico, ug. Para forcas de arraste (ou resisténcia), as forgas
surgem da interacdo da particula com o fluido. A solu¢io deste problema se da por meio da equagio
de Navier-Stockes, cuja discussao esté fora do escopo do presente curso. Adotaremos uma abordagem
fenomenologica, segundo a qual a maneira mais conveniente de se escrever a lei da forca é:
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onde m é a massa do objeto e k, sdo constantes a serem determinadas para o problema em
particular. Ou seja, as forgas do fluido sobre a particula em um determinado tempo ¢’ sdo proporcionais
a poténcias da velocidade da particula neste mesmo tempo t'. A dinamica que decorre desta escolha
pode ser bastante intricada.



As forcas de arraste

Vamos aqui considerar objetos em um meio viscoso em uma dinamica com velocidades que sejam
menores que a velocidade do som naquele meio. Nesta circunstancia, tomamos apenas os termos n = 1
e n = 2 da expressao geral acima. O mo6dulo da forga de arraste escreve-se

F = bv + v?

com F' = —F9. Nesta expressdo, b e ¢ sdo constantes cujo significado fisico precisa ser discutido.
Primeiro, vamos estabelecer o conceito de velocidade critica, que chamaremos v.. Escrevemos um
diagrama para comparar as forcas proporcionais a v e a v2. Inicialmente bv domina, mas para altas
velocidades temos que cv?. Mas lembremos que “alta” e “baixa” velocidades sdo conceitos relativos,
portanto, precisamos de uma escala de para fazer a comparacao. Existe uma velocidade para a qual
estas contribui¢oes sao iguais, e a chamamos velocidade critica. Podemos determinar v, em termos da
expressao para a forca. O que queremos é determinar a velocidade para a qual:

b,
7 =1
cv?
Desta maneira:
b
Ve = —
c

(Tarefa: faga o diagrama descrito em palavras e localize v,)

Perceba que agora podemos dizer o seguinte: para velocidades muitos maiores que v., 0 termo cv?
¢ dominante, enquanto que para v < v, 0 termo linear é dominante. Mas qual a ordem de grandeza
de v.? Para tal precisamos, necessariamente, ter uma interpretacido Fisica para as constantes b e c.
Ou seja, que parametros fisicos reais dos sistemas que vocé quer modelar determinam b e ¢? O que
vocé acha?

E razoavel supormos que b e ¢ agregam tanto caracteristicas do meio como do objeto. Exemplo:
se vocé deixar cair uma esfera de raio R, a dinamica deste objeto serd distinta da dinamica de uma
esfera, de mesma massa, de raio 2R. Portanto, a geometria do objeto é um fator importante. E notavel
também que um mesmo objeto tem uma dinamica distinta no ar e na agua. Portanto, h4 também
uma influéncia do meio (chamaremos este meio de fluido).

O que usaremos a seguir é validado por experimentos e certamente existe um caminho longo até
tirarmos esta conclusdo. Mas o que temos é o seguinte: o termo linear em v (b) depende da viscosidade
do fluido e de um tamanho caracteristico do objeto. Este termo é devido a forca viscosa. Podemos
fatorar a constante b da seguinte maneira:

b o nl

Ounde 71 é devido ao fluido (viscosidade) e [ devido a geometria. J& o termo quadratico em v (c)
depende da densidade do fluido e do quadrado de uma distancia caracteristica do objeto. Na verdade
depende de sua drea transversal.

¢ x pl?

Perceba que estamos sendo cuidadosos em utilizar o simbolo , que expressa proporcionalidade, e
ndo o de igualdade. O ponto é simplesmente o seguinte: ainda ndo incorporamos a geometria especifica.
Estamos genericamente falando sobre um “comprimento caracteristico I”. A geometria, no entanto, nos
dara um fator geométrico, um nimero, que precisa ser calculado por técnicas especificas de cada area



do estudo de fluidos. Para fixarmos idéias, e pensarmos em ordens de grandeza, vamos considerar o
caso particular de esferas sob resisténcia do ar. Nesta situacdo:

F = BDv +yD?*v?

onde:

{,8 = 1.6 x 107*Ns/m*® ~ = 0.25Ns?/m*

E D é o diametro da esfera em particular (o caso da esfera é altamente simplificador poir seu
didmetro, ou raio, é o tinico comprimento caracteritico do problema). Desta maneira, podemos calcular
v, para uma pequena esfera. O nimero que calculamos é o seguinte:

1.6 x 107% 1 1
e=——————=64x 10—
v 025 D D

Lembremos agora que se simplesmente deixamos um corpo em queda livre, a forca resultante em
t = 0 ¢é, de fato, mg. Portanto, inicialmente a aceleragao da pedra é 10 m/s?. Vamos pensar em uma
pedra de 1 cm, isso corresponde a v. = 6.4 x 1072 m/s. Dado que inicialmente a aceleragdo da pedra
é¢ de g = 10 m/s?, em cerca de 0.01s a pedra tera uma velocidade préxima a 0.1 m/s. Portanto, a
dinamica j& est certamente no regime no qual F(v) oc v?! Fica sugerido, portanto, que raras sio as
vezes na qual uma forca linear em v possa ser considerada uma aproximacgao razoavel!

Ou seja, a dinamica de objetos grandes ¢ dominada por forcas de arraste do tipo v2. Para objetos
muito pequenos, a forca é do tipo v. Estas idéias podem ser generalizadas se definirmos o chamado
numero de Reinolds R. O nimero de Reinolds relaciona propriedades do fluido e da geometria do
objeto. Perceba que a razdo entre os dois termos das forcas de arraste é certamente uma quantidade
adimensional. Vamos definir R da seguinte maneira:

R="LDy
Ui
Que é praticamente a razao entre estes dois termos de forca, a menos de alguma constante geomé-
trica. Desta maneira, para movimentos com R pequeno, temos que as forcas viscosas dominam, no
regime contrério, as forgas de proporcionais a p dominam.

Numero de Reinolds pequeno

Vamos tratar iniciamente a dindmica de uma particula para a qual R < 1, com condicoes iniciais r( e

v, sujeita a uma forca constante. Vamos usar este exemplo para introduzir o conceito de velocidade

terminal. Como R < 1, temos que a dinamica é dominada pelo termo linear (Fypaste = —bvd = —bv).
Primeiro, consideramos o diagrama das forgas sobre o corpo:

ZF:Farraste+F0

Consideramos a for¢a Fg na diregdo —k (F = —Fyk) e adotamos coordenadas cartesianas:
S E, =-—bu,
Y B, =—by
E Fz = —FO — bUz
Perceba que: Fyracte = —b[vx§—|—vy§—|—vz l%] Comparando com a segunda lei de Newton, escrevemos

as equacgoes do movimento:



mi = —bu,
my = —buy

mz = —Fy—bv,

(Tarefa: considere o digrama de forgas de uma particula subindo e de uma particula descendo.
Verifique que, em ambos 0s casos, a equagao acima para a coordenada z esté correta.)

Percebam que o problema para as componentes x e y sao totalmente equivalentes e, por isso,
precisamos resolve-los uma tnica vez. Ja o problema para a componente z difere do problema das
demais. Consideramos usar o método de separacio de varidveis. Vamos comegar com as equacoes mais
faceis:

mi = —bu,
m%vx = —bu,
dvy
e
Uy

v, (t) /v, (0) = (~b/m)(t — 0)

E, finalmente, temos a solucdo para v, (t)

b
Vg (t) = Voz eXp(*Et)

Podemos obter z(t) integrando esta v, (t):
! b
xz(t) —xo = /0 Vo exp(—%t)dt

b
)|6+$0

x(t) = v (— _Et

=3

) exp(
(1) = voe (=) exp(— 1) + (20 + v )

x(t) = vop(——) exp(—— o + Vox —

Oz b p m 0 Ox b
Uma expressao correspondente é vélida para y(t). A interpretagdo desta equagdo ndo é dificil. A
forca viscosa desacelera a particula de massa m até que a mesma atinge o repouso. Importante notar
que existe um méximo deslocamento que é dado por vo,m/b que depende, portanto, da geometria e

massa do objeto e ainda da viscosidade do meio. Olhamos agora a equagdo para a componente Z(t):
mz = —Fy— bz

A equacgdo pode ser integrada facilmente considerando a seguinte substitui¢ao:

w=2z

w=—g—kw=

onde k =b/me g= Fy/m.
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g+ kw(t)
g + kw(0)

Tomando exponenciais dos dois lados:

= exp(—kt)

g+ kw(t) = exp(—kt)[g + kw(0)]

E, finalmente, usando as condicgoes iniciais e voltando para o problema original onde v

s(r) = 9+ ko) +:”°Z> exp(—kt) —

Agora integramos mais uma vez para encontrar z(t)

2(t) = 2(0) = /(we*’ﬂt ~ Dar

(1) = (R Loy 8 2pq)

Finalmente, escrevendo z(¢) com condicoes iniciais para z(0):

( +k’UOZ)
z(t) = zo kt + 2 (1
Muitas coisas interessantes podem ser ditas sobre estes resultados. Primeiro, nota-se que para
tempos muito grandes, a forca viscosa ird equilibrar com a for¢a constante Fg e o resultado é que a
velocidade do objeto torna-se constante. Esta velocidade tem o nome de velocidade terminal. Um jeito
de encontrar a velocidade terminal de um objeto é tomar o limite para ¢ — oo na Eq.

o efkt)

(g + kvoz) exp(—kt) — % _ _%

Ou pode-se simplesmente olhar a equacao de movimento e ver o momento de equilibrio de forgas:

lim v(t) = lim
t—o0 t—o0

mz = —Fp— bz

O resultado é o mesmo. Perceba ainda que para t suficientemente grande, o comportamento de
z(t) € o comportamento esperado para um movimento com velocidade constante. (Tarefa: mostre que
as expressoes para z(t) sem t = 0 é igual a zp e que para t — oo a expressdo ¢ o de um movimento
uniforme com velocidade igual a velocidade terminal)



Alguns casos de interesse

O problema que resolvemos para a forca linear pode descrever uma pequena particula carregada em
um campo elétrico constante a se mover em um meio viscoso. Nesta situagao, uma vez que a particula
é pequena, é bem possivel que a dindmica seja dominada pelas forcas viscosa o v, de maneira que
nossos resultados acima sdo inteiramente aplicdveis. Se a particula tem carga ¢ e massa m, podemos

escrever e o campo elétrico em questao se escreve E = —Fyk.
mi = —buy,
my = —byy,
mzZ = —qFEy—bu,

Outra questao importante sobre movimentos dominados por forcas viscosas, é que este se aplica a
maior parte dos problemas de interesse biolégico. Um exemplo importante é o problema de natacao
de microorganismos (como células). Na verdade, trata-se de um dos problemas mais interessantes
atualmente, devido a capacidade recentemente desenvolvidas de trabalhar com pingas épticas (recen-
temente agraciado com prémio Nobel em Fisica). Para o movimento linear, sem for¢as, com uma certa
velocidade vy, , temos o seguinte

2(t) = voa (=) exp(— ) + (0 + v0s ()

O deslocamento de uma particula Ax(t) = z(t) — x¢ neste contexto é

) + v ()

A(t) = vou (= =) exp( ;

b
Tomando o limite de ¢ grande, temos o seguinte:

——t
m

Amag = voz(m/b) ~ (voz)(m)/(In)
1 —1

Para este microorganismo, podemos usar os seguintes dados vp, = 30 um/s, n = 1073 kg.m~1.s
el=10"%m

1
(1073 x 10-9)

Este resultado é muito importante pois diz exatamente o que significa um namero de Reinolds
pequeno. Suponha que o microorganismo tem um flagelo, ou um intricado sistema de cilios, que o faz
nadar com uma certa velocidade. Desta maneira, assim que o sistema deixa de contribuir para sua
impulsdo, o mesmo se desloca por apenas 107'%m, o que significa que, praticamente, ndo hi qualquer
efeito de inércia!

Gostaria de falar um pouco mais, apenas para cultura geral , sobre este tipo de movimento. Existe
uma consequéncia muito importante para esta relevancia de forgas viscosas. Suponha que um pequeno
ser tenha apenas um eixo que ele pode abrir e fechar e o utilize de maneira a gerar uma propulsao.
Este ser, tentando nadar, realiza um certo movimento de maneira a empurrar o fluido e, por acao e
reacao, ser empurrado. Na presenca de inércia, o ser poderia fazer uma contracao rapida e retomar o
ciclo bem devagar, gerando assim um movimento liquido. Na auséncia de inércia o ser deixaria de se
mover no momento que a primeira fase do ciclo termine (sem forgas, sem movimento). Ao completar
o ciclo, este ser voltaria ao mesmo lugar do inicio do ciclo. O movimento liquido seria zero! A tnica
maneira para este pequeno ser se mexer é que ele tenha, efetivamente, pelo o menos dois graus de
liberdade. Este resultado é conhecido como teorema da concha.

AZ oz ~ (30 x 107%)(4 x 1071°) ~ 107%m



Discussao qualitativa para projéteis

Comentado agora o limite oposto, o de nimero de Reinolds grande, podem entender que ocorre com
um projétil. Para este caso F' = —cv?® e o caso geral é muito mais complicado que podemos supor
inicialmente. Adotando coordenadas cartesianas, escrevemos:

F = —cov=—c(i? + 9> + )Y2 (@1 + 47 + k)

Ou seja, a equacao é acoplada de maneira nao trivial! Perceba também que a dindmica em qualquer
das diregoes serd dependente da dindmica em outras direcoes, uma situacao qualitativamente distinta
da situagao do projétil livre. Um resultado analitico pode ser obtido considerando a situacao na qual
as velocida nas direces 7 e j sdo nulas e estamos interessados apenas com o que ocoore na direcio k.
Consideremos condicoes iniciais zg e vg,. Escrevendo diretamente a equacdo do movimento temos:

mz(t) = —mg + cv?

Perceba que F = —cV/322k = c3%k. Podemos escrever diretamente a velocidade terminal deste
movimento:

0 = —mg + cv?

mg
Ve = —_—
c
Agora, podemos discutir o seguinte ponto. Suponha que temos dois cones feitos em cartolina. Um
cone ¢é feito de uma cartolina quadrada de de comprimento [ e outro de uma cartolina de comprimento
20. Qual dos cones tem maior velocidade terminal? A anélise dimensional nos mostra que os dois
objetos terdo a mesma velocidade terminal. Percebam que m o< L? mas que ¢ o< L2. O resultado final
independe do tamanho do objeto (desde que permaneca vélido que R — o00). Se compararmos, no
entanto, objeto de materiais diferentes, a resposta muda. O material mais denso cai mais rapido. O
que esta formula nos mostra, portanto, é que o objeto mais denso tem maior velocidade terminal.



