Teorema de Bertrand

O teorema de Bertrand é um resultado referente as condigbes para existéncia de érbitas fechadas para
o problema de forcas centrais (tarefa: relembre o que sio érbitas fechadas e diferencie orbitas fechadas
de orbitas limitadas). Os ingredientes principais para a solugdo deste problema sdo os teoremas de
conservagdo. Assim como na primeira parte do curso, onde aplicamos os teoremas de conservacao
ao problema de forgas centrais, iremos fazer o mesmo nesse momento. Considerem, portanto, uma
particula sujeita a um potencial central U(r), nossa lagrangiana para o sistema se escreve:

L= %mﬁ - %mr2¢2 ~U(r)

Esta lagrangiana é ciclica em ¢ o que significa que o momento conjugado (ou generalizado) pyé
conservado:
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que reconhecemos como o momento angular ao longo do eixo z (py = I,). Como visto, este

formalismo nos permite encontrar imediatamente a equacao de movimento para r. De fato, a equagao
de movimento de Lagrange para r é:

mr(i)Q — oU(r) —mi =0
or
de maneira que (substituindo ¢ e também f(r) = _aggr) ):
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(Tarefa: relembre que esta é mesma equagdo diferencial para 7 que seria obtida por meio das
equagoes de Newton). Note que para MCU temos:
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Sabemos da parte I do curso que o MCU esté associado a um certo valor para a energia mecanica
total E que denotamos Ey. Note que o MCU é um orbita limitada e fechada. No presente caso, estamos
interessados em entender sob que condigdes érbitas com energia E 2 Fy permanecem limitadas e
fechadas. Apenas por conveniéncia py, = [, onde [ é uma constante.

l2
m2r3

= 50 (1)

Fazemos agora a mudanca de varidveis, similar a que fizemos para resolver o problema de Kepler:
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Cujo resultado é:
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O queremos analisar sdo oOrbitas para as quais E 2 Fy. Sabemos que quando E = Ej, a érbita se
da em rg = 1/ug . Neste caso, ug pode ser calculado a partir da equagado da orbita (Eq. 2):
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Para entender o que ocorre na vizinhancga de ug, o primeiro passo é definir a seguinte funcao:
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Uma oOrbita com energia levemente superior corresponde a raios que sejam um pouco maiores que
ro. Desta maneira, sugere-se expandir J(u) na vizinhanga de ug. O esquema fica assim:

J(u) = J(ug) + (v — UO)%M:W, + ..

Vamos denotar esta vizinhanca de uy como x = u — ug ou seja, x mede a deformacao da oérbita.
Perceba que z/ug = xrg < 1. Perceba ainda que 4 = &, de maneira que nossa eq. fica:
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Prosseguimos considerando apenas termos de até primeira ordem em z. Agora usamos a defini¢iao
da funcdo J(u) para calcular J(up). A partir da equagdo de movimento para r, temos:

|u=uo (3)
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Como vista acima. (tarefa: verifique seu entendimento sobre J(ug)). Com isto, fixamos novamente
nossa atencao a Eq. 3 para a deformacao x(¢). Usando o resultado para J(ug), escrevemos:
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Prontamente, reconhecemos esta equagao como a equagao diferencial do “oscilador harmonico”, mas
para tal precisamos que:
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Vamos chamar esta quantidade de 52 e analisd-la. Para termos um “oscilador harménico”, precisa-
mos que:

(1- 2 ]umiy) > 0
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Note que o termo:
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depende da forca particular sendo estudada (tarefa: calcule este termo para a forga f(r) = —kr).

Se voltarmos para nossa eq. para x, temos o seguinte:

x = acos P
(de fato temos x = acos B¢ + bsin ¢, esta forma para x(¢) esta ligada a condigbes iniciais parti-

culares, quais?) De maneira que a solu¢do aproximada para u(¢) se escreve:

u(d) = up + acos fo

Ou, em termos de 7(¢), temos:
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Ou ainda:

r(¢) = (% +acos Bg) "t~ ro(1 — arg cos )

(pois arg < 1). Portanto, a equagdo que temos ¢ o de um movimento circular acrescido de uma
deformacédo argcos f¢. Note que o periodo (angular) desta variacdo se escreve: T = 27 /3. Temos
agora todas as condigbes necessérias para orbitas limitadas e fechadas:

B? >0
B8 = racional

Consideracoes gerais sobre J(u)

Para tirarmos conclusbes gerais sobre este termo, precisamos calcular dJ/du. Para tal, relembramos a
definigdo de J(u):
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Cuja derivada se escreve:
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Para avaliar os termos acima, precisamos apenas nos lembrarda equagao de movimento para forcas
centrais (Eq. 1) e da definigdo da funcdo J(u). De fato, temo:
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De maneira que a Eq. 4 se escreve (usando a notacgao fo = f(1/ug) = f(ro)):
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e, com isso, temos 32:
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Para que a discussao fique mais clara, é interessante retornarmos para a varidvel r:
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De maneira que:
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Suponha que podemos escrever:

Calculando os termos para 32, temos:

f*=3-n
(tarefa: deduza esta expressio para 32). Note que dado f(r) = —k/r™, temos:
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Comentarios finais

Isso no entanto, nao conta toda a histéria. Perceba que estamos considerando uma pequena pertubacao
para a Orbita circular. E se considerarmos pertubagdes maiores, o que acontece? Neste caso, precisamos
considerar termo de ordem maior que 1 na expansao de .J. Se fizermos isso, teremos um resultado
impressionante: apenas Orbitas para as quais 8 =1 (n =2) e § =2 (n = —1) permanecem limitadas
e fechadas! Ou seja, apena os potenciais —k/r e kr? é que possuem Orbitas estaveis para grandes
deformacoes.

Para melhor entender esta teoria, considere as Figs. 1(a)-(b) e 2(a)-(b). As érbitas circulares sdo
determinadas pelo minimo do potencial efetivo rg. Ao permitir energias levemente superiores & Ej, a
orbita sofre uma pequena deformacdo z(¢) que encontramos acima. A nova oOrbita passa a ser dada
pela seguinte equagao:

u(@) ~ up + ()

b
r(9)

Perceba que arg < 1. Logo, a nova 6rbita é como um circunferéncia deformada pela presenca deste
novo termo.
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Orbitas e deformages Orbitas e deformagdes
Figura 1: Orbitas circulares e deformadas para os potenciais n = —1, & direita, e n = 2, & esquerda.

Estes casos correspondem aos potenciais harménico e gravitacional, respectivamente. Em ambos pai-
néis as orbitas deformadas sdo mostradas em laranja. Perceba que para o caso harmoénico, a orbita ja
adquire sua forma de elipse centrada na origem. Para o caso gravitacional, perceba que a orbita se
desloca para a esquerda, mostrando que o centro da érbita é o foco.
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Orbitas e deformagdes Orbitas e deformagdes
Figura 2: Orbitas circulares e deformadas para os potenciais n = —6, & direita, e n = —3, & esquerda.
Em ambos painéis as érbitas deformadas sao mostradas em laranja. Para o caso n = —6, temos 3 = 3
e a orbita é fechada de acordo com os critérios estudados. Perceba os trés méaximos e minimos da
orbita devido a modulacio imposta pela deformacio . Para o cason = —3, 8 = /6 e a 6rbita é aberta.

Perceba no detalhe que a orbita nao fecha. Neste caso, plotamos 2 revolucoes.



