Particula no campo eletromagnético

Vamos deduzir a Hamiltoniana de uma particula classica no campo eletromagnético. Este resultado
é certamente dos mais importantes deste curso. Para chegar ao resultado, precisamos introduzir o
conceito do potencial generalizado. Este conceito diz respeito a situacoes onde as forcas dependem da
velocidade, mas de uma maneira muito particular. Relembremos que toda nossa dedugao do formalismo
de Lagrange tinha como hipétese que £ é funcao de g, ¢ e t. Nesta direcao, nao ha mudancas a serem
feitas as equagoes de movimento de Lagrange caso U dependa das velocidades generalizadas g.

Vamos entdo supor que temos uma forca que possa ser deduzida a partir de um potencial U da
seguinte maneira:
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Neste caso, U é chamado potencial generalizado e £L = T — U. Existem varias aplicacoes deste
conceito e aqui vamos considerar a aplicagao para uma particula no campo eletromagnético. Muito o
que faremos aqui s6 sera justificado de um ponto de vista puramente matemaético. A fisica associada
a esta questao serd explorada em cursos posteriores.

E importante, antes de tudo, considerar nossa estratégia para encontrar este potencial. Primeira-
mente, vamos mostrar que a forca de Lorentz pode ser encontrada a partir de um potencial generalizado
U (como definido pela Eq. 1) e usaremos este resultado para encontrar £ = T — U. De posse da la-
grangiana, vamos escrever os momentos generalizados e, finalmente, encontrar a Hamiltoniana H (um
bonus). Em geral, a Hamiltoniana nao serd a energia total do sistema. No entanto, para campos
estaticos h, assim como H, serao constantes do movimento.

Vamos iniciar nosso problema com duas eqs. de Maxwell.
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O que sabemos do célculo vetorial é que para qualquer campo vetorial ff, temos o seguinte:

V.VxA=0

Desta maneira, podemos certamente escrever que:

B=VxA

Onde chamamos A de potencial vetor do campo magnético. Podemos agora olhar a primeira eq. e
ver o seguinte:
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Ou seja, podemos definir um potencial ¢, tal que:
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Este potencial ndao é apenas eletrostatico, neste caso a configuracao de carga pode depender do
tempo. Usando esta linguagem, vamos escrever nossa Forca de Lorentz para uma particula carregada
de carga q.

L oA )
F =¢q[F +7 x B| :q[—V(;S—EJr(vx (V x A))]

Uma expressao formidavel! Vamos adotar coordenadas cartesianas e depois aprender como gene-

ralizar o resultado. Considere a expressido para a componente F,
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Vamos aqui fazer o truque de somar e subtrair a quantidade v,0A,/0x
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Esta expressao é bastante simétrica. O primeiro termo lembra um produto escalar, enquanto que
o segundo termo esté ligado a derivada total de A, em relacdo ao tempo.
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Colocando tudo isso junto para F, temos:
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uma vez que:
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(se voceé se perdeu nesta tltima passagem estou escrevendo o seguinte: %(621 ﬁff) = d:?tl'. Se vocé
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que é a expressido que usamos.)

Este é quase a forma que estamos procurando. Note que escrevemos a for¢a de Lorentz como uma
derivada das posi¢oes mais uma derivada em relagdo as velocidades. Os resultados para F), e F, seguem
de maneira anédloga. Para ser exatamente a forma que queremos, considere que podemos escrever a
expressao acima da seguinte maneira:
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Pois ¢ nao depende das velocidades. Desta maneira, o potencial generalizado que buscamos se
escreve da seguinte forma:

U=qp—qi.A
e a Lagrangiana fica:

L=T-U=T-qb+qt.A

Podemos agora escrever a Hamiltoniana de tal formulacio. Se vocé usar a defini¢do da Hamiltoni-
ana:
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verd que H se escreve H = T + q¢. Na liguagem da introducao destas notas, temos que V = g¢.
Portanto, precisamos apenas encontrar os momentos generalizados e fazer a mudanga de £ para H.
Continuando em coordenadas retangulares ela se escreve da seguinte forma:
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Note que neste caso, 0s momento p;’s correspondem as componente x, ¥y ¢ z do momento linear P.
Esta conexao deve ser feita com cuidado, uma vez que a interpretacdo do momento candnicos nao é

sempre tao direta. Com alguma conta, obtemos (tarefa: deduza esta expressio):
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Perceba que quando os campos nao dependem do tempo, o sistema é conservativo. Note ainda que
a Hamiltoniana ao final esta escrita em termos do médulo do vetor p— q/f. Sabemos que o moédulo de
um vetor nao depende do sistema de coordenadas no qual ele se escreve. Dessa maneira, a forma da
Hamiltoniana que deduzimos é valida em qualquer sistema de coordenadas. Mais uma vez, cuidado é
necessario para aplicar esta formula. Em geral, é sempre mais seguro usarmos a defini¢cdo para calcular
H, que é o que faremos abaixo em nosso exemplo.

H:
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Exemplo
Vamos estudar um problema com este formalismo. Suponha que temos uma bobina de maneira que:
B = By2
E além disso um campo elétrico que se escreve:
E=12
T
Podemos escrever para V' a seguinte expressao (sendo ry o raio interno da bobina):
V =q¢ = —galn(r/ry)
e vocé pode verificar que se definirmos A da seguinte maneira:
- 1 R .
A = 5(=Boyz + Bozj)
Temos:
VxA=B= By

Podemos escrever nossa Hamiltoniana em coordenadas retangulares sem problemas, mas é interes-
sante aqui explorar a simetria completa do sistema e escrever o problema em coordenadas cilindricas.

Desta maneira:
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Que possui componentes apenas em ¢. Precisamos ter cuidado ao usar a férmula para a Hamilto-
niana. Por exemplo, veja que o produto escalar tem um termo r¢ (apenas estou chamando atengéo

para o fato que ¢ = (7, r¢, 2)).

L=T-U=T-qp+qv.A
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Onde ja usamos que OA/Ot é zero para este caso. E os momentos generalizados sdo
br = % =mr
pe =55 =mr’¢+q5Bor?
p: = % =mz

Portanto:
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(Atengao: esta formula néo é tao direta, requer algum trabalho!) Se olharmos as eqs. de movimento
para ¢, encontramos:
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Note que py se escreve:

1
Py = mré + q5 Br’

Note que py tem um “termo” extra, devido a presenca do campo magnético. O primeiro termo é ja
conhecido momento angular ao longo do eixo z. J& o segundo temro aparece para B # 0. Ou seja, a
particula tem um momento angular extra que tem origem na interacdo da carga com o campo! Note
que p, também se conserva, e podem ser interpretado como a componente z do momento linear. Este
problema pode ser desenvolvido para andlise de estabilidade e pequenas oscilagoes.



