Capitulo 1

Teoremas de conservacao e sistemas de
1 particula

Diferente de resolver mais problemas particulares, vamos tentar entender que consequéncias gerais po-
demos extrair das leis de Newton para o estudo da dindmica classica de um sistema de particulas. Este
é nosso programa para esta e a préoxima aula. Iremos explorar a conservacao de trés quantidades cen-
trais no estudo da dinadmica classica: o momento linear, a energia e o momento angular. Nosso objetivo
com este estudo é formular métodos para a investigacao do comportamento qualitativo e quantitativo
de sistemas mecanicos, muitas vezes sem a necessidade de resolver as equacoes de movimento.

Mas primeiro é interessante explicarmos o que queremos dizer quando falamos que uma determinada
quantidade, por exemplo a quantidade C', é conservada com o tempo. Estamos querendo dizer que em
qualquer tempo ¢, a quantidade C terd o mesmo valor. Expressamos matematicamente esta afirmacao
da seguinte maneira:

C=0

Note que no caso de vetores, esta é uma afirmacdo que se estende ndo apenas ao modulo do
vetor, mas também & sua direcdo. Mas como chegar a conclusao que uma determinada quantidade
é conservada? Vimos exemplos para os quais esta conclusao pode ser extraida diretamente do vetor
posicao de uma particula. Mas isso significa que a solucao do problema j& é conhecida o que torna
nossa conclusao uma mera curiosidade. Felizmente, leis de conservacao manifestam-se nas equagoes
de movimento, sem que as mesmas precisem ser resolvidas. Considere uma particula sob a¢do de uma
forca central:

F = f(r)¢
A segunda lei de Newton neste caso escreve-se:
Z F, = m(r - T¢2>
S Fy =m(27¢ +1¢)
£r) = m(i —rd?)
0 = m(27p + rd)

Observando a segunda linha da equagido, podemos reconher uma derivada total. Note que:



m(2r‘¢.> + Tgb) = %%(mr%ﬁ)

Mas sabemos que m(21’"9 + 7"5) =0, e podemos concluir que:

1d 9
0= ;%(mr ?)
Ou ainda que:
mr¢p = C

onde C é uma constante. Neste caso, C é a componente z do momento angular em relacdo ao
centro da forca [,. Podemos aplicar este resultado & equagcao:

f(r) =m(# - ré?)
que agora escreve-se:
12

mr?2

1) = m(it = r(=25)?)

ou seja, o problema é agora, efetivamente, um problema 1D. Portanto, enorme simplificacao foi
obtida por anélise da conservagao da quantidade C' = [,. O que faremos é investigar as condicoes
gerais para as quais simplificacoes deste tipo estao disponiveis.

1.1 Energia potencial
A energia mecénica de um sistema de 1 particula é, estritamente falando, definida apenas como a
energia cinética da particula. Neste caso:

E:K:mv.v

O teorema trabalho - energia cinética nos diz que:

W =AK

onde W é o trabalho realizado pela resultante de forcas do sistema. Portanto, para que a energia
conserve-se € necessario que:
/ F.dr=0
.

Neste caso, F' = 0 ou F.dr igual & 0. Note que o primeiro caso é trivial. Ja o segundo, inclui a
dindmica de uma particula sob a¢do da forga magnética que, como ja trabalhado em problema da lista,
estd longe de ser um problema trivial. No entanto, podemos definir uma constante do movimento de
enorme utilidade para o tipo de anélise que queremos desenvolver nesta aula. Para tal, lembro aqui
um resultado do célculo vetorial. Vamos estudar a integral de um gradiente. Consideremos o seguinte
teorema, valido sob algumas hipoteses:

B
b5 — ba = /A Vo.ds



Ou seja: a integral de um gradiente depende apenas dos valores da func¢io no extremo, sem qualquer
referéncia a trajetoria particular a ser considerada. A prova, é como se segue: Supomos uma trajetoria
qualquer ~v(t), de maneira que: ¢4 = vy(t4) e ¢p = ~v(tp). Agora, voltamos para a integral:

th

B te
[ Voas = [ vola@ly e = [ oGt = o)l = 65 04

ta

De posse deste resultado, calculamos o trabalho de uma forca F' entre pontos A e B. Mas nao se
trata de uma forca Fqualquer, mas sim de uma forca F' que, por hipotese, pode ser derivada de um
gradiente F' = —V¢. Neste caso:

WE/FF.ds/Bv(;s.dsgbAqu

A

Note, no entanto, que temos uma outra expressao para o trabalho desta forca, que é deduzida pelo
teorema trabalho energia cinética: = T — T'4. Desta maneira:

T —Ts=¢a— 0B

ou ainda:

Ta+oa=Tp+ ¢B

Ou seja para forcas do tipo F = —V ¢, existe uma quantidade T + ¢, calculada em um determi-
nado ponto do espago que permanece contante ao longo do movimento. Note que ¢ é um funcao da
posicaoque chamaremos energia potencial. Vamos denotar esta quantidade pela letra U. Para definir
a fungdo U(r), consideramos o trabalho de F' para quando a particula desloca-se de um pontoi 7o ate
7 arbitrario, desta maneira:

/F.ds = —[U(r) = U(ro)]

Onde omitimos I' pois sabemos que esta integral ndo depende da trajetéria. Arbitrariamente,
definimos que rg é o ponto no qual U = 0. Desta maneira podemos definir a seguinte fungao U(r):

/: F.ds=-U(r)

Perceba que nessa defini¢ao a forga é o elemento fundamental da dindmica: a energia potencial é
definida em termos de uma forca. E extremamente importante entender que nem toda forca admite
uma energia potencial. Como saber se uma forca admite uma energia potencial? Ora, sabemos que
V xV¢ =0. Ouseja, se Vx F =0, entdo F adimite uma energia potencial. Trata-se de uma condi¢io
necessaria e suficiente. Comecamos a se¢cdo também com a hipdtese que F' ndo depende do tempo.
Perceba que F' pode depender explicitamente de ¢ e ainda sim V x F' = 0. Neste caso, perceba que
U=U(rt).

1.2 Definindo a funcao h

Agora que entendemos o que queremos dizer por energia potencial, estamos prontos para definir uma
importante quantidade dinédnica, que denotaremos fungao energia h. Esta quantidade escreve-se:

1
h=T+U= imv.v—i—U(r,t)



Agora, podemos investigar sob que condic¢Ges h se conserva. Vamos considerar a derivada temporal
desta expressao:

ah _dr v
dt  dt = dt
d1 d
= £§mv.v —+ %U
dh 1 d'v dr ou

Nossa primeira condicao é que U néo possui dependenc1a explicita com t. Reconhecemos também
a segunda lei de Newton e, portanto, temos:

=) _F+VU)w

O termo > F (a resultante de forgas) pode se dividir em duas expressoes: > . F =Y f + (=VU),
ou seja, um corpo pode estar sob acao de forcas derivaveis de potenciais e forcas nao derivaveis de
potenciais (exemplo: forcas de resisténcia e forca peso, respectivamente). Desta maneira:

:Zf.v

Portanto, quando (1) U nédo depende explicitamente do tempo e quando (2) todas as forcas que
atuam sobre uma particula sdo derivaveis de um potencial, temos que a funcdo h para o sistema de 1
particula se conserva. Forcas como F sao ditas conservativas e forcas como f sdo ditas nado conser-
vativas. Perceba que temos outro ponto importante: a taxa de variacao da energia, na presenca de
forgas ndo conservativas, se escreve: Y f.v, que conhecemos como poténcia. Forgas ndo conservativas
podem tanto aumentar quanto diminuir a energia mecéanica de particula.

Aqui cabe uma importante digressdo: o mais comum é que o que estamos chamando de funcio h
seja entendido em muitos textos como a energia mecénica total E do sistema de 1 particula. O termo,
no entanto, ndo é totalmente adequado. A energia potencial tem origem na interacdo entre particulas
e é estranho que a energia mecanica de um sistema de 1 particula nao ser definida em termos de
quantidades que dependem de mais de uma particula. Trata-se de uma terminologia confusa. Como
entdo resolver a questao? O usual é utilizarmos o termo de maneira solta e sem nos preocuparmos com
esta questao. Rigorosamente, o que estd por tras desta aparente displicéncia é que quando estamos
interessados ma dinamica de 1 particula e escrevemos £ = T+ U o que queremos dizer é que o restante
do sistema, ao longo de toda duracao da dinamica da particula de interesse, permanece essencialmente
em repouso. Tendo isto em mente, podemos de maneira nao muito rigorosa usar a ideia que £ = T+U.
Manterei ao longo do texto, no entanto, a terminologia acima adotada: falarei sempre sobre uma funcao
h, que chamarei de fung¢do energia.

1.2.1 Estrutura topolégica

Existe um detalhe muito importante a ser c0n51derad0 Somos tentados a concluir que se F nao
depende do tempo e se VxF = 0, entao F é uma for¢a conservativa. Embora esteja anotado em
diversos livros desta maneira, infelizmente isso nao é verdade, e contra exemplos importantes existem.
De um ponto de vista matemaético, este ponto foi abordado na lista 1 de exercicios. Vamos analisar de
perto o que este fato significa.

Suponha que a particula faz uma trajetoria fechada, indo da posicao r4 até de volta a r4. A priori,
podemos nos perguntar sobre a variagdo da energia total F para este movimento. Suponha que todas



as forgas sobre a particula sejam derivadas de um potencial. Calculando o trabalho da forca resultante
sobre a particula:

§£ Frds=T, Ty
T

Se ﬁR =-> ﬁU, sabemos que o lado da esquerda se compara com Uy — U4 = 0. Portanto, a
energia cinética também nao varia e entdo podemos concluir que AEF = 0. No entanto, a integral
gSF FR ds tem uma estrutura topolo’gica nao trivial. De fato, o que diremos é o seguinte: se o trabalho
de F 1ndepende do caminho, entao F ¢ conservativa. Para maior parte dos Casos, basta verificar se
VxF = 0, mas ndo se trata de um critério geral. Ou seja, o critério V x F =0¢éuma condicao
necessaria, mas nao suficiente para defirmos forcas conservativas. Para entender um pouco melhor
estas questoes, discutiremos brevemente o caso 2D e adotaremos coordenadas cartesianas para fixar
ideias.

Antes, precisamos entender o seguinte: dado uma fungdo continua ¢(z,y, z), temos para as deriva-
das parciais:

09 0¢

dxdy  Oydx

Este resultado é equivalente a escrever o seguinte: V x V¢ = 0. Por exemplo, para o componente
¢ do rotacional de V¢ temos:

0] 0
(8y82 B 8z8y)

que é 0 sempre uma vez que ¢ é diferencidvel. Suponha agora um campo de forgas 2D, de maneira
que:

F(z,y) = P(z,y)i + Q(z,y)]

Se o conjunto S onde o campo vetorial F ¢ definido for simplesmente comezo, temos que a integral
deste campo ao longo do caminho I' se escreve:

: e [ [0 0
$ ()i + Qi = [ [15 Pl - 5-QG.yldedy

para F um gradiente, esta integral é 0 para qualquer I'. No entanto, se S nao for simplesmente
conexo, precisamos olhar todas as singularidades em S. De fato:

}lg( (z,9)i + Q(x,y)] d8+Z¢K (x,y)i + Q(x,9)] dS—// my—fQ(ny)]dwdy

onde as curvas circulam em torno da singularidade. Um resultado importante, é que a integral em
torno de uma singularidade, ndo depende de I', e podemos usar a curva mais simples para o calculo
da integral.

1.3 Meétodo da energia

Vamos entender as consequéncias para a dindmica de uma particula que podem ser deduzidas a partir
da conservagao da funcdo energia. Neste caso, a fungdo h é dita uma constante do movimento. Neste
primeiro momento, vamos restringir nossa analise a um sistema 1D . Em uma dimensao, e apenas em



uma dimensao, a condicdo suficiente para forcas conservativas é que as forcas devem depender apenas
da posi¢ao (e ndo serem singulares na reta). Vamos ainda tomar que conhecemos o potencial U(z). A
forca, serd tida como a derivada de U(z), F = —dU(z)/dzi. Desta maneira, a funcio energia de uma
particula de mass m se escreve:

1
h= imx'Q +U(x)

Podemos resolver esta equagao para encontrar i:

i = i,/%(h— Ulz))

Esta expressao ¢ usualmente chamada primeira integral do movimento, em referéncia ao fato que
obtemos a velocidade da particula sem a necessidade de integrar a segunda lei de Newton. Perceba
que z(t) pode ser encontrada integrando esta equagdo (as condigoes iniciais determinam o valor de h).

Um vez que & deve ser um niimero real, a expressao nos mostra que apenas os €asos para os quais
a funcdo energia da particula h é maior que U(z) é que a dinamica da particula é possivel. Para o caso
no qual U(z) é limitado, a Eq. também nos mostra a regido na reta & qual a dindmica esta restrita
(pense em um pogo de energia).

Informacoes qualitativas sobre a dinamica da particula podem, portanto, ser obtidas por meio de um
diagrama de energia. Neste caso, fazemos um grafico de U(x) e consideramos um valor particula para
h (que é constante). As regides da reta acessiveis para a particula sdo aquelas para as quais h > U(x).
Ao interpretar esses diagramas de energia, devemos ter cuidado para ndo tomar a interpretacdo de
maneira tao literal. Devemos notar que a dinamica se da na reta, sem subidas e descidas ao sabor do
grafico de U(x).

Seguem algumas defini¢oes referentes a situacao de interesse: temos os chamados pontos de equi-
librio, sendo estes estaveis ou instaveis. Préximo a pontos estédveis, a dindmica é tal que a particula
tende a retornar para o ponto de equilibrio, e a trajetoria da dinamica se dd4 em um regiao limitada.
Proximo a pontos instaveis, o oposto ocorre, embora Orbitas fechadas ainda podem ocorrer. Qual-
quer que seja a forma de U(z) (desde que o mesmo possua derivadas), na proximidade do ponto de
equilibrio, podemos expandi-lo em séries de Taylor.

au 1 d*U

U(x) = U(xeq) +(z — fveq)(%)‘z:zﬁq + 5(35 - xeq)Q(@)lz:meq + ..

Préximo a um ponto de equilibrio, a primeira derivada é igual a 0, e apenas os termos de ordem
superior O > 1, contribuem para o potencial. Para pequenos deslocamentos, podemos ficar apenas
com os termos em (z — T.,)?. Desta maneira:

1 d*U
U(x) = U(zeq) + 5(93 - xeq)Q(W)lwzweq
Fica claro que a estabilidade do ponto de equilibrio é, portanto, dado pelo sinal da segunda deri-
vada de U(z) avaliada em x.,. Perceba que isso ¢ um ndimero, que chamaremos k, que depende dos
parametros fisicos que determinam a energia potencial U(x):

d*U
(e,

Se calcularmos a dindmica da particula nessa aproximagao, temos o seguinte:

2
F(2) = (0 = o)y oo



Que pode ser escrita em uma forma muito particular:

F(z) = —(x — zeg) ki

Sabemos exatamente qual o tipo de dindmica associada a esta forca: trata-se de um oscilador
harmonico, que veremos em detalhes nas proximas aulas. A funcéo posicdo da particula nas proximi-
dades de xg se escreve:

x(t) — Teq = Acos(wot — J)

As constantes A e d estao ligadas as condigdes iniciais do problema e wg = k/m guarda a informagao
sobre o potencial original.

1.3.1 Exemplo

Considere z > 0 e analise a dindmica de uma particula de massa m, cuja energia potencial se escreve:

U(x):%—l—x

Tarefa: em aula, estudaremos este exemplo em detalhes. Vocé deve a) fazer um esbogo do grafico;
b) por meio do esbogo, inferir pontos de equilibrio estaveis e/ou instaveis; ¢) analisar as frequéncia de
pequenas oscilagoes em torno de pontos de equilibrio estaveis.

1.4 Conservacao do momento e do momento angular

O caso da conservagao do momento linear p = mv de um sistema de 1 particula nao traz dificuldade.
De fato, uma vez que dp/dt = >_ F', sabemos que se Y F' = 0, entao p é conservado. A principal tarefa
desta secdo, portanto, é estudar a conservagdo do momento angular de um sistema de 1 particula. O
momento angular de uma particula com vetor posi¢ao r e momento p escreve-se:

l=rxp

Notemos que o momento angular é sempre calculado em relacao a um ponto O e depende da
posicao da origem do sistema de coordenadas e por vezes é importante lembrar esta questao, escrevendo
explicitamente:

loE’I”Oxp

No que segue, vamos eliminar o subescrito O, sem nunca nos esquecer que “ele esta 14”. Para estudar
a conservacgao de I, calculamos sua derivada em relacao a t:

dl
— =T XPpH+rXP=vXP+TrXrX F
yr P b P >

O termo r x Y F & conhecido como o torque da forga resultante. Denotaremos IN como o torque
de uma forca (resultante ou néo). Note que assim como no caso de I, temos que o torque de uma forga
F' é explicitamente escrito como: Np = ro X F': ou seja, torques também sao calculados em relacao
a um ponto. Nesta expressao, temos também o termo v X p = v X mwv = 0. Desta maneira:

dl
dt
Ou seja, se N = 0, temos que [ é conservada. Claramente, devemos comparar torques e o momento
angular calculados em relagdo & um mesmo ponto O. Note que uma vez que a variagdo do momento



angular é devido a torques, I pode se conservar mesmo na presenca de forcas externas, desde que o
torque resultante devido estas forcas seja nulo.

1.4.1 Forcas centrais e momento angular

As consequéncias para a dindmica referentes a conservacdo de I sdo muito bem ilustradas pelo exemplo
das forcas centrais. Ao longo do curso, nosso conhecimento sobre as forcas centrais serd aprofundado
sempre tendo como referéncia os teoremas de conservagao. Nosso objetivo neste momento é definir
nosso objeto de estudos e tirar algumas conclusoes iniciais sobre este problema bastante geral. Primeiro,
vamos esclarecer nosso objeto de estudo e para isto relembramos o que é uma forca central. Trata-se
de uma uma forca do tipo:

F=7f(r)

onde, a priori, r e 7 denotam de coordenadas esféricas. Uma vez que N = r x F' = 0, o momento
angular em relacdo ao centro da forga (que aqui coincide com a origem do sistema de coordenadas) é
conservado. Quais sdo as consequéncias mais imediatas deste resultado para a dindmica da particula?
Diretamente da definicao I = r X p, vemos que r e p definem necessariamente um plano de inclinacgao
fixal Porque? Uma vez que I é um vetor, ndo apenas seu modulo, mas também sua direcdo, ¢é
conservada! A conservagido de I, portanto, tem uma importante consequéncia geométrica: o movimento
devido a uma forca central se d& exclusivamente em um plano.

Note que a conservacdo do momento angular nos permite tratar este problema 3D, como um
problema 2D, diminuindo a quantidade de equagOes a serem resolvidas. Sem perda de generalidade,
podemos con31derar o plano da dinamica como o plano zy e escrever o momento angular como I =
mr2¢k =1, k que esta ao longo do eixo que contém a direcao k. A dinamica da particula, portanto, é
bem bem descrita por coordenadas polares coordenadas polares (r, ¢).

1.4.2 Equacao do movimento

Como vimos no inicio da aula, podemos escrever para forgas centrais que:

f(r) =m(i —r(—25)?)

mr?
agora, sabemos que esta expressdo é uma consequéncia da conservacdo do momento angular, uma
vez que o torque devido a forca central é nulo. Dado esta expressao podemos, por exemplo, no
perguntar sobre a existéncia de movimento circular de raio r = a para f(r). Neste caso, podemos
impor & equacgao de movimento que 7 = 0 e assim devemos analisar se:
2
F) = =gl

mr

admite uma solucdo fisicamente aceitavel. Qual o significado de “fisicamente aceitavel” neste con-
texto? Neste contexto, basta que a sera real.

1.5 Meétodo da energia para a forga central

O problema é bastante mais interessante quando o olhamos do ponto de vista do método da energia.
Para desenvolver este método, procuramos a fungdo h para uma particula sujeita & uma forca central.
Neste caso, definimos inicialmente a energia potencial:



= /T: f(r)dr

onde 7y é o ponto no qual U(rg) é 0. Como exemplo, considere F'. Efetuando a integracio, temos:

T To

Podemos agora escrever:
h="ov+U (r)
2
A conservagao de f implica que a dinamica de m esta restrita a um plano, definido pelos vetores
7 e ¥. Podemos adotar que este éo plano ry e ainda descrever a dinamica da particula por meio de
coordenadas polares. Portanto, [ = mr2¢k é conservado ou ainda [, = mr2¢ é conservado. Estas

consideragoes sao utilizadas para trabalhar a expressao para a energia e escrevemos:
2
m
E=—7+ 5
2 2mr

que depende apenas da coordenada r e sua derivada 7.

+U(r)

1.5.1 Energia potencial efetiva

Comparemos, de um ponto de vista formal, a expressdo acima para E com a expressao para um sistema
1D, que reproduzimos abaixo:

h = %mfvz +U(x)

Perceba que existe uma certa equivaléncia: a energia, em ambos os casos, depende apenas de uma
unica coordenada e sua derivada! Esta observacdo motiva a seguinte defini¢do:

2
Verp(r) = 277;2

Que denominamos energia potencial efetiva. Note que o termo:

+U(r)

12
2mir?

é uma fragdo da energia cinética e que apenas U(r) é uma energia potencial “legitima”. Porque
esta defini¢ao é importante? Para o caso 1D, podemos isolar & e obter a chamada primeira integral do
movimento:

e )

E nessa expressao na qual baseamos os argumentos para desenvolver o chamado método da energia.
No presente caso, considerando a defini¢ao para V.¢f, escrevemos:

h = %7”2 + Veps(r)



Ou ainda:

N )

Que nos permite analisar a dindmica da coordenada r da mesma maneira que antes analisamos a
dindmica da coordenada x. Deve-se apreciar que por aplicagdo dos teoremas de conservagao tivemos
sucesso em transformar um problema 3D, que envolve 3 coordenadas, em um problema efetivo que
envolve apenas uma tnica coordenada.

1.5.2 Consequéncias para a dinamica

Se consideramos um diagrama de energia no qual tracamos um gréafico de V.ss(r) e valor da funcao
energia h, podemos determinar extremos da dindmica do sistema, observando a existéncia de 7,4, €
Tmin, @Ssim como a existéncia de um “ponto de equilibrio” r.,. As aspas se fazem necessarias para
lembrarmos que tratamos neste momento uma descri¢do efetiva, e ndo um sistema 1D auténtico. A
interpretacao destes “pontos especiais” do diagrama de energia é bem distinta. Para entender esta
questdo, analisamos a dindmica de pequenas oscilagdes em torno de r.,. Nesta situacdo, queremos:

dVers 1d?V, s
Vers(r) = Vegs(ro) + T\T:req (r—req) + TS

Considerando que expandimos em torno de um ponto de equilibrio, temos:

lr=re, (1 — req)2 + ...

dVe

ff
P=Teq — 0
dr Ir=r,
Usando a defini¢ao para Veyy(r) temos:
dVeff‘ i dU(T)| 0
dr "7 3 dr "

eq

Note que a forca do problema, é apenas o termo:

dU (r)
“ar 70

Portanto, 7., ndo ¢ um ponto de equilibrio no sentido usual. De fato, hd uma forga resultante
sobre o sistema. Mas note que durante toda a dindmica pode-se escrever que o vetor posicao de m é
T = reqf. Este é o vetor posi¢do de uma trajetéria circular de raio r.,. E mais, retomando a expressao
para [, perceba que:

L

— = constante
mre,

Denotamos este valor ¢y. Ou seja, a particula estd em movimento circular uniforme. Mas ha um
outro resultado importante. Note que a frequéncia oscilagbes em torno do raio de equilibrio pode ser
calculada como:

1 dVegy

2
w =
" om dr?

‘r:nq

Note que existem duas frequéncia no problema. Uma é devido a ¢g é a frequéncia de revolucao. Ja
a frequéncia wy é devido a oscilagdo da coordenada 7.



1.6 Sumario e conclusoes

Concluimos a aula notando que os teoremas de conservagao permitem simplificages importantes para
o estudo da dindmica de um particula. Talvez, o mais interessante resultado desta aula foi nossa
abordagem do problema de forcas centrais. O chamado método da energia, desenvolvido em termos
da funcao energia h, nos permite tirar conclusoes qualitativas e quantitativas sobre o sistema que sao
bastante gerais e relevantes.



Capitulo 2

Teoremas de conservacao para
sistemas de 2 e N particulas

Nesta segunda aula sobre os teoremas de conservacao, consideramos sistemas de 2 e N particulas.
As quantidades a serem estudadas continuam sendo a energia, o momento e o momento angular
destas sistemas. Seguiremos de perto o programa da aula passada: primeiro definimos as quantidades
de interesse, em seguida estudamos as condi¢Oes para sua conservacao e, finalmente, avaliamos as
consequéncia para a dindmica que podemos extrair dos resultados.

2.1 Momento linear

O estudo da conserva¢do do momento linear, tem consequéncias mais importantes quando consideramos
um sistema de N particulas. Como definimos, o momento linear de uma tnica particula, com massa
m; e velocidade v;, se escreve p; = m;U;. Definimos o momento linear total do sistema de particulas
como a soma de cada um destes momentos:

P-Yp
i
Certamente que a variagao do momento linear total do sistema se escreve da seguinte forma:
AP d —~ . d
ar dt ;pz = ; %pz

Cada particula do sistema esté sob acao de forcas das demais particulas e eventuais forcas externas.
Assim:

dp; -, o
o =2 Fp+ D F

j i
Desta maneira:

dP q . .
T =22 P Y FE =)

i# i
Onde consideramos a terceira lei de Newton (F;; = —Fj;) na tltima igualdade. Desta maneira, o
momento total do sistema é constante quando a soma das for¢as externas é 0. Observe que mesmo
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nessa situacdo o momento de cada particula do sistema nao é constante, pois cada particula est& sob
acao de uma enorme quantidade de forgas. Outro ponto importante pode ser afirmado: Uma vez que
¥; = (d/dt)7;, podemos reescrever esta equagio da seguinte forma (para M total constante ):

, d d mi
Pl i = MG ()

i

Onde M é a massa total de todas as particulas do sistema. Reconhecemos o termo entre parentesis
como a posicao do centro de massa, portanto sua derivada é a velocidade do centro de massa: V.
Desta maneira:

P=MVoy

Ou seja, o momento do sistema pode ser escrito como a massa total multiplicada pela velocidade
do centro de massa. Ainda podemos concluir que:

dpP . -
E :M(ICM :ZF

Ou seja, um sistema de particulas se comporta de uma maneira tal que as forcas externas atuam
sobre uma particula de massa M na posicao do CM. Um resultado também muito importante é o
seguinte. Para o caso no qual ) Fe = 0, podemos considerar a origem no CM. Se usamos o CM como
referencial, 170 Mm = 0, ou seja:

PeM =

O momento linear de um sistema de particulas medido a partir do CM é nulo!

2.1.1 Sistemas de dois corpos

Um exemplo muito importante do acima exposto é oferecido pelo estudo de um sistema de contém
dois corpos que iteragem por meio de forgas newtonianas. Observa que temos pj e P2, de maneira que:
P =p)+p2

Considerando a variagdo de P, temos:

dP _ dpy  dp
a ot dt
Um resultado esperado, uma vez que o sistema ¢ isolado. Note, no entanto, que o p de cada
uma das particulas varia. O que permanece constante é P. Nesta situacdo, na auséncia de forcas
externas, podemos usar o CM como referencial e origem para o sistema de coordenadas, o que nos leva
a uma importante simplificacdo do problema. Para tal, considere o vetor posicao relativa entre estas
particulas e posicao do CM:

Fig) + Foq) =0

T =71 —T2
ECM — maTi+mors

mi+ma

Tomando o CM como origem do sistema, temos:

r = Fl — FQ
0 =myr + mais



Ou ainda:

R (L (my +ma)
rT=r1+—r1 = 1
mo mo
Derivando duas vezes, temos:
L mp+mg, my +msg =
a= a = Fi2

ma mimsa

onde @ é a derivada segunda do vetor posicao relativa. Esta equacio pode ser arranjada da seguinte
maneira:

i = Fi)

onde definimos a massa reduzida p = myms/(mq + ms). Perceba a importante conclusdo a que
chegamos. Para um sistema de dois corpos, nos é permitido estudar a dinAmica apenas da coordenada
relativa, desde que utilizemos o conceito de massa reduzida. Ou seja, efetivamente, precisamos resolver
apenas o problema de um tdnico corpo. Depois, usamos relagoes vetoriais para encontrar a din&mica
de cada corpo separadamente.

2.2 Energia de um sistema de 2 e N particulas

Para avaliarmos a energia do sistema, é bastante importante olharmos as defini¢oes para as energias
cinética e potencial e vermos como que estas defini¢oes podem ser adaptadas para o caso de duas, ou
N, particulas. Para a energia cinética escrevemos diretamente a seguinte expressao:

T=T1+1T;

Ja a energia potencial requer um desenvolvimento um pouco maior. Primeiro, nos restringimos a
avaliar apenas forcas que depende da distancia entre duas particulas. Desta maneira, F' = F (7} — %)
e também U = U (7] — 7). A forga sobre a particula 1 pode ser escrita da seguinte maneira:

F1(2) = —VlU(Fl - ??2)

Mas, evocando a terceira lei de Newton, temos que:

Fyny = —Fi2) = V1U(71 — 1%)

Note ainda que temos o seguinte:

ViU (7 — ) = =VoU (7 — 75)

Portanto, para um sistema de duas particulas, precisamos que uma tnica fun¢io energia potencial
para determinar as forgas agindo sobre cada particula. E errado portanto, escrever que a energia
potencial seria composta de dois termos do tipo:

U = Uiy + Uy = errado

Para demonstrar esta questao de maneira mais rigorosa, lembramos que a energia cinética das duas
particulas se escreve:

T=T+1T;

A variacado de T, portanto, se escreve:



dl' =dTh + dT%

Evocando o teorema trabalho energia cinética temos:

= ﬁl(g).dfl + ﬁg(l).dfg
Usando a terceira lei de Newton:

= Fy(o).d(F) — 7o) = —V 1 U(7 — 7).d(7 — )

—

Trocando varidveis ¥ = 7| — 75, temos:
—V1U (7 — 7).d(F — 7)) = =VU(F).d(T)

(note que V1 = V). Temos portanto que:

dl' = —dU

Ou ainda:

dT+U)=0
O que mostra que a defini¢do correta da energia total precisa de um tnico termo para a energia
potencial de interacao. Segue, portanto, que a energia total do sistema se escreve da seguinte forma:

2 2
myv mov L
5 Ty H UM =)
Ainda ha um detalhe a ser explorado. Como se trata de sistema de dois corpos, escolhemos o CM

e podemos escrever:

E =

0

miy

1

—
SIS
N =
|

<y 3‘5

De maneira que:

mlv% mgvg 1, mimgy
2 2 2(m1 + ma

Onde definimos a massa reduzida y = myms/(mi1+ms2). A velocidade nessa expressao é a derivada
da coordenada relativa 7 = 75 — 7. Podemos avangar mais um passo, e escrevemos para U:

1
T= w? = 5,111)2

U=U(rh —72]) =U(r)

Desta maneira, a energia total do sistema se escreve:

1
E = i;wz +U(r)

Ou seja, a energia de uma sistema de dois corpos também é similar & energia de um sistema de
um tUnico corpo. Para tal, trocamos m pela massa reduzida e devemos entender que r expressa o
comportamente da coordenada relativa do sistema.

Para um sistema de N particulas, esta redugao nao é possivel. Em geral, consideramos:

1
g i#]
onde U;; é devido a interagdo entre a particula ¢ e a particula j. Note o fator 1/2, que evitar contar
duas vezes termos do tipo Uiz e Usy.



2.3 Momento angular e sua conservagao

De maneira aniloga ao momento linear, podemos consideramos o momento angular de um sistema de
N particulas, o mesmo se escreve:

L=) li=) mixp

Vamos agora investigar o momento angular de um sistema de N particulas. Neste caso, queremos
investigar a quantidade:

L= li=) 7 xp

Para encontrar os resultados, vamos avaliar os torques sobre cada particula. A soma de todas de
todas as forcas sobre um sistema de particulas é:

/
F— B L S,
J

Agora, o torque total se escreve:

/
K=Y rx B= S B S < SO,
i i 7

i
A primeira parte é devido a forgas externas, vamos analisar a segunda parte, que é devido a forgas
internas Fj;. Para fixar ideias, considere uma determinado par de particulas

Nint:fi XF12+F2XF21:(F1—F2)XF12

Mais perceba que o vetor 71 — 75 estd ao longo da linha que conecta as duas particulas 1 e 2, assim
como a forga Fio, desde que esta forca obedeca a terceira lei de Newton. Desta maneira:

—

Nint =0

Portanto, for¢as internas ndo podem mudar o momento angular total do sistema e ficamos apenas
com o torque devido a forcas externas. Desta maneira;:

dL .
= Nea:t
DD
E concluimos que a variacdo do momento angular total do sistema é apenas devido a torques de
forcas externas. No entanto, perceba que forgas internas podem mudar /;. Um segundo importante

resultado, diz respeito ao momento angular das particulas em relacao em CM. O momento angular de
um sistema de particulas é:

L= g l; = E 75 X P
i i
Vamos agora fazer um truque: somar e subtrair a quantidade ), M; Rem x ¥;, de maneira que:
L:E ﬁXﬁZ+E miRcmXI_}‘ifé miRcmX17i

dai, escrevemos L como a soma dos seguintes termos:



ng miRcmefi—f—g (75 — Rem) X U
i i
= E Rem Xm0 + E (s — Rem) X m;;
i i

E:ZRcm X@+Z(ﬁ—ﬁcm)xﬁ

Ou seja, o momento angular total tem dois termos. > ; Rem X p; depende do sistema de coordenadas,
é e chamado momento angular extrinseco. Ja Zi(ﬂ-—ﬁcm) x mu; independe do sistema de coordenadas.
Trata-se do momento angular total calculado com referéncia ao CM. Esta quantidade é muitas vezes
chamada de spin. Porque este conceito é importante? Perceba que na auséncia de forgas externas, o
CM é um bom sistema de referéncia inercial. Desta maneira, podemos escolhar o CM como origem do
sistema de coordenadas. Assim, a expressao para L fica:

L= 7 xpi
%

Onde todos os vetores estao calculados com respeito ao CM. Se juntarmos os dois resultados desta
subsecao, chegamos que:

dL
CM _ Next
dt
Portanto, nosso segundo resultado é que o momento angular calculado com respeito ao CM do
sistema é uma quantidade intrinsica.

2.4 O problema de 2 corpos

Como um aplicacdo pormenorizada destes resultados bastante gerais, consideremos o problema de
dois corpos que interagem por meio de uma forca central. Para formular o problema de dois corpos,
relembramos que P = p1+ Do e L= 11 + 12 sao quantldades conservadas. A conservacdo de P, nos
permite considerar a posicao do centro de massa, Rcm, como um referencial inercial. Como ja vimos, é
muito atil adotar este referencial como origem do sistema de coordenadas e escrevemos a energia total
do sistema em termos da posicao e velocidade relativa. Consideramos brevemente este desenvolvimento
para refrescar a memoria.

Primeiro, escrevemos as relagoes usuais para os vetores posicao e velocidade das particulas 1 e 2 e
os vetores velocidade e posicao relativa:

—

— miT1+mars
Rem = mi+me
T =Ty —T2

Resolvemos o sistema para encontrar 71 e 72 e lembramos que adotamos o CM como origem do
sistema de coordenadas (R, = 0):

=

SERSE
!

De maneira que:



—N—
StSt

SERE
(ST

Estas expressao sao usadas para reescrever a expressao para F:

- -

m me , S
FE = 71’01.’[)1 + 721)2.’02 + U(T’l - 7"2)
Em termos apenas da posicao e velocidade relativa:

E= gﬁ.m U(7)

Nesta expressdo: 1 = mims/(mi+ms) é a massa reduzida do sistema. Agora nos voltamos para as

consequéncia da conservacdo de L no problema de forgas centrais. Notamos que neste caso U(7) = U(r)
e que podemos adotar coordenadas polares:

E="521B2g g
2 2
Mas ha uma quantidade L, tal que L, = ur2¢ é conservada? E qual sua interpretacao? Para o
caso de 1 particula, para o qual u = m, trata-se da componente z do momento angular do corpo que
constitui o sistema. Mas qual a interpretagao para o presente caso? Para chegar na resposta, avaliamos
o momento angular total do sistema:
E:l_i-i-l; = 71 X mqU1 + T2 X Moy
Substituindo a expressao para ¥, temos:
- ma . my
=71 Xmil—=v T9 X Mo(———0
1 1( i ) + 7 2( Vi )
— P T — 2
=urxX v =pur-e

Ou seja, L, = ur?¢ é a componente z do momento angular total do sistema. Desta maneira,
escrevemos a seguinte expressao para a energia total:

Moo Lg
E="=C
57t 57 +U(r)
ou ainda:
E :%T2+Veff(r)
L2
‘/eff(r) = 2/uz“2 + U(T)

Ou seja, as conclusoes e métodos enunciados na aula anterior permanecem validos. Basta conside-
rarmos m — 1 em todas expressdes. Como exemplo, w? que escreve:

1 d*Veyy(r)

2
Wy = ;7 5  |r=r
0 /l d7"2 | eq

Para além da questao pragmatica do calculo de (;50 e wp, ¢ importante ainda entender o que mais se
modifica para o caso de 2 particulas. O primeiro passo é reconhecer que o valor de 7.4 é a distancia entre
as duas particulas. O valor de (ﬁo é a taxa na qual a linha que conecta as duas particulas completa
o circulo. Cada particula estd em MCU ao redor do CM, mas com raios distintos. Considerando



mso > my (apenas para efeito do argumento), esperamos que o CM esteja mais proximo a ms. De fato,
note que o raios do MCU se escrevem:
— m2
rg = T2r
1 ' eq
ro = m7ﬂeq

nw

Quando consideramos pequenas oscilagoes, mais uma vez estamos a discutir variagoes da distancia

entre duas particulas. Note que ambas as particulas se afastam e se aproximam do CM com uma fase

contraria. De fato, este é um tipo de oscilagao acoplada, como um sistema de duas massas conectadas
por uma tnica mola.

2.5 Dinamica de foguetes

Um das mais interessantes aplicacoes do problema de um sistema de particulas é colocado no contexto
da conservagao do momento linear de um sistema bastante especial, que é composto por muitas e muitas
particulas. Genericamente, chamaremos este sistema de foguete. Um foguete denota um sistema que
ejeta massa a uma determinada taxa. A massa é ejetada para fora de uma parte do sistem acomo um
todo, que denotamos nave. A ejecdo de massa leva ao aparecimento de uma forca efetiva que acelera
a nave.

Esta é um situacao onde estd claro que a conservacao do momento linear do sistema, como um
todo, nao implica na conservagao do momento linear de cada constituinte deste sistema. Vamos revisar
as ideias centrais associadas a esta questdo e em seguida resolver o problema do foguete sob acdo de
uma forca externa constante.

Estudando inicialmente o foguete livre, definimos as seguintes varidveis para o nosso problema.
O foguete tem massa m, velocidade ¥ e o combustivel é ejetado a uma velocidade u em relacao a
nave. Portanto, um observador em um referencial na base de lancamento mede que a velocidade do
combustivel é ¥+ i, com base nos argumentos ja exaustivamente repetidos. Tomando o sistema como
o foguete, o que inclui a nave e todo seu combustivel, é certo que dﬁ/dt = 0, dai, podemos escrever a
seguinte expressao:

P(t) = P(t + dt)

Considerando que durante o intervalo de tempo dt, uma pequena quantidade de massa dm’ > 0 é
ejetada, escrevemos:

m(t)U(t) = m(t + dt)v(t + dt) + dm/(5(t + dt) + @)
Ou ainda:
m(t)v(t) = [m — dm/]0(t + dt) + dm/(U(t + dt) + @)
Desta maneira temos o seguinte:
m(t)[0(t + dt) — o(t)] = —udm’
Neste momento, dividimos ambos os lados da equagao por dt e tomamos o limite dt — 0, de maneira
que escrevemos:
m(t) dv _dm'’
Yy Suckdiel
dt dt



A esquerda desta equacdo temos, para um dado tempo ¢, a massa da nave e sua aceleracdo. A
direita, temos a velocidade (atencdo: vetorial) de ejecdo do combustivel em relacdo a nave e ainda a
taxa com a qual a massa do combustivel ejetado aumenta. Certamente que:

dm/’
— >0
dt
Podemos ainda lembrar que a variacdo da massa da nave, dm, se escreve dm = —dm’. Desta
maneira:

0 dv  _dm

m —_— =U——

dt dt

E extremamente importante notar que estamos matendo todas as quantidades em notacao vetorial
. E oberve ainda que temos sempre dm/dt < 0, pois essa taxa expressa a perda de combustivel pela
nave!

Definimos o termo:

dm

F =i
empuxo = U dt

Como a forca de empuxo. Esta é a forca efetiva que atua sobre a nave devido a expulsao do
combustivel. Trata-se, portanto, de uma forca interna.Uma vez que dm/dt < 0, a nave terd uma
aceleragdo sempre na diregao contraria a expulsdo do combustivel (cuja dire¢do é dada por ).

Vamos aplicar esta equagao e reconhecer os resultados ja conhecidos. Para um foguete em ascengio,
temos U = —uelAf e podemos supor que a massa é ejetada a uma taxa constante « (ou seja: dm/dt = —a),
de maneira que m(t) = mg — at

dv Ul »

dt — (mo — ot)
Resolvendo a equacao podemos escrever para a componente z da velocidade:

mo

02(t) — V20 = ue In( )>0

mo — ot

2.5.1 Foguete sob acao de uma forga externa

Como modificar este esquema para o estudo de um foguete sob acao de uma forga externa? Retornemos
ao inicio, onde escrevemos:

P(t) = P(t + dt)

Esta forma é equialente a:

Ou ainda:

Na presenca de uma forca externas temos:

dP .
PPt



Desta maneira:
dv  _dm -,

2.5.2 Problemas comuns

Note que a equagao para estudar o foguete pode ser escrita em duas formas. Temos:

dv  _dm -,

ou

o d i
mt) L + g M F
dt dt

Note que a mudanca do sinal é devido a mudanga da quantidade sendo monitorada. Certamente que
m/ cresce com o tempo e que m decresce com o tempo. Uma vez que este ponto seja entendido, o espaco
para confusdo de sinais reside inteiramente do sinal de «¥. A melhor maneira para evitar problemas
é escrever explicitamente o vetor «, assim comos as forcas externas ﬁi, no sistema de coordenadas
escolhido. Analisemos algumas situagdes para ver como que a escolha do sistema de coordenadas
elimina problemas. Vamos considerar uma queima a taxa constante «, com massa ejetada & velocidade
com moédulo u, e a nave no espaco livre. Desta maneira:

dv U
dt mgo — ot
Situacao 1: foguete querendo acelerar na dire¢ao i. Jogamos combustivel com velocidade @ = —u,i
, desta maneira:
dv UeX  ~

dt mgo — ot
Que é compativel com a situacio desejada. Situacio 2: foguete querendo acelerar na direcio —J.

Jogamos combustivel com velocidade 4 = u.j, desta maneira:

dv Ut~

Eiimo—at

Que é compativel com a situacao desejada, etc...



