Particula em um cone 1

Consideremos uma particula de massa m, sob a acdo de uma energia gravitacional mgz, restrita a
mover-se na superficie de um cone, de meio angulo « (ver Fig. 1). Vamos determinar a lagrangiana
e analisar a a dindmica da particula, usando as equagoes de movimento de Lagrange. O que significa
analisar uma dinamica? Significa tirar conclusoes gerais, qualitativas sobre a dinamica desta particula,
tendo como base para nossa argumentagao as equacoes de movimento de Lagrange. Ou seja, nossas
conclusoes sobre os aspectos qualitativos da dinimica estarao baseadas em resultados matematicamente

rigorosos.
Comecgamos o problema adotando coordenadas cilindricas como coordenadas generalizadas. Po-

derfamos, igualmente, adotar coordenadas esféricas, com a restricdo § = a e z = rcosf. Para v?
escrevemos em coordenadas cilindricas:

v? =% 4 r2? 4 52
De maneira que:
m .
T = 5(7;2 +7%¢” + £°)
A lagrangiana se escreve:

L= %(r2 +r2¢% + %) —mgz

Notando que:

z=rcot«

Escrevemos £ como uma funcdo de r, 7 e ¢ (ou seja, de fato o vinculo z = r cot @ reduz o nimero
de graus de liberdade do sistema):

m . m -
L= E(r2 +1r2¢? + 72 cot? @) — mgr cot o = 5(7"2 esc? a + 12¢%) — mgr cot a

As equagdes do movimento de Lagrange se escrevem:

oL _ d oL Ip) d oy e
i =mreo mg cot a — zmr csc” o =0
oL d oL d 2 ]

¢ ~ dt 9g =0 dt(mr gb)—o

Para a coordenada r temos:

mr$? —mgcota —mitcsc>a =0

A equacio para ¢ revela a existéncia de uma quantidade conservada, que denotamos De- Escrevemos
¢ em termos desta quantidade:



Figura 1: Figura representativa para a particula no cone.

¢ = pg/mr’
Dai ficamos com (equagao para r):
2

Py
m2r3

7— sin?a + gsinacosa = 0 (1)
Para encontrar as érbitas circulares, verificamos se podemos encontrar ry na condicao de equilibrio
(f=0e7r7=0)

3 pZsin® a v,
o= 5 = — tan o
m?gsinacosa  m?g

Ou seja, aparentemente ha a possibilidade da particula ter uma dindmica a r constante (e, devido
ao vinculo, a z constante). Mas o que ocorre a esta dindmica se a perturbamos? Esta dindmica é
estavel? Aqui consideramos uma pequena deformacdo. Consideramos que a particula pode se desviar
de ry através de uma varidvel n que definimos como: 1 = r—ry. Esta deformagao é pequena, comparada
com o raio 7y do movimento circular. Desta maneira 7/ry < 1. Note que por nossa defini¢ao: 7j = 7.
Assim, escrevemos a equagdo do movimento em termos de 7:

iz

) .
— ————sin“a+ gsinacosa =0
m2(y + ro)? J

i

Neste momento, consideramos uma aproximagao do inicio do curso: (1 +n/ro)~2 ~ (1 — 3n/r0),
quando 7/rg < 1

2 2
p . p
¢ sin2 ¢
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m;;g’ sin? a(1 — 3n/r¢)

Voltando para a eq. diferencial temos:

2

. b . .
R T — ;3 sin? a(l —3n/rg) + gsinacosa =0
m2rg
2 2
. p . p . .
=i+ 2¢4SIH20437]— 2¢3s1n2a+gsmozcosoz=0
mery mery

Observe o termo:

2
—% sin® o 4 g sin v cos o

marg
Volte & Eq. 1 acima e perceba que este é o termo usado para calcular a condic¢do de equilibrio. Ou

seja, este termo é igual a 0. Desta maneira ficamos com:

3p?
. ¢ .2
+ (—2; sin =0
i (m2r0 n
Agora definimos:
3p?
2 .2
wg = sin® «

07 m2rg

E podemos escrever:

Esta é a eq. de um oscilador harmoénico simples. Logo, a 6rbita circular parece ser estavel porque
ela nos mostra que a particula ficara oscilando em torno da oOrbita circular caso a desloquemos do
equilibrio (note ainda que devido o vinculo, isso significa que a particula est4 subindo e descendo com

esta frequéncia wp). Para ter certeza, precisamos entender se w? ndo muda de sinal:

3p?

2.4
mery

sin? o

2
“o

Esta, certamente, é uma quantidade positiva para qualquer valor dos parametros da expressao.
Agora, segue uma outra pergunta: a orbita é fechada? Para tal, precisamos saber se as frequéncias de
revolugao (¢ ) e de oscilagdo radial (wg acima calculada) sdo comensuraveis. Em primeira aproximacao,
usamos que a frequéncia ¢ pode ser aproximada pelo valor do movimento circular, portanto:

Po_

Po ~ 5 = constante
mrg

wo/% =V3sina

Portanto, a 6rbita é fechada apenas quando:

sino =

R
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Figura 2: Figura que ilustra a érbita da particula no cone para n = 1.

Com n um numero racional. Em particular, n = 1 representa uma situagdo important . Note
ainda que nesta situacio (sina = 1/v/3, e denotamos este & como ag: sinag = 1/4/3), temos wy = do
e este fato nos permite fazer uma importante interpretagao geométrica, que pode ser entendida com
referéncia a figura 2. A trajetoria laranja, descreve o caso para r = ry constante, ji a trajetoria azul é
a trajetoria para pequenas oscilagoes e angulo o = . Certamente, que todos os pontos da trajetoria
laranja estao em um plano, que é perpendicular ao eixo do cone. Um resultado nao trivial, no entanto,
é que os pontos da segunda trajetoria também se localizam em um mesmo plano, que esta em vermelho
na figura.

Outro aspecto importante, é que podemos considerar pequenos desvios de ag, de maneira que wg
poderé ser maior ou menor que gﬁo. Para wg < gﬁo, observaremos um avanco desta o6rbita, enquanto
que um retrocesso seria observado para wy > do (avancos e retrocessos aqui usados no contexto da
precessdo de trajetorias).

Outros valores para «, distantes de g sao possiveis, mas nao permitem uma interpretacao geo-



métrica clara como esta que desenvolvemos. Vejam na pagina do curso um notebook para visualizar
outras trajetérias de pequenas oscilagoes da particula no cone.



