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Exercicio 1 Responda sim ou nao: Vocé fez a prova sozinha/o? A res-
posta ”sim”multiplica a nota nos exercicios abaixo por 1. A resposta "nao”ou
a auséncia de resposta multiplica por zero.

Excercicio 2 Sejam {z;} = (X1, X2...Xy) varidveis aleatdrias com médias
w; e varidncias o2 conhecidas e finitas.

e (A) Obtenha a varidncia de z = Az + B

e (B) Suponha que sejam independentes, encontre uma expressao para o
valor esperado do produto E(y) , y = va T, e

e (C) a variancia da sua soma Var(w) onde w =), z;

Agora suponha que nao sejam independentes, por exemplo x1 = cosf e o =
sin #, onde 6 esta uniformemente distribuida entre 0 e 27.

o Mostre que IE(z1x2) = IE(x1)IE(x2) e Var(zy + x2) =Var(x1)+Var(zs)

mas esta propriedade nao vale para todas as varidveis dependentes.
A covariancia de z; e x2 é definida por Cov(z1,x2) = IE((x1 — p1)(z2 — p2)).

e Mostre que se x1 e xo forem independentes sua covariancia é zero.

e Construa ao menos um exemplo de varidveis dependentes de covaridncia
nula, o que mostra que covariancia nula nao equivale a independéncia

Exercicio 3 Em uma experiéncia o operador tem contrdle de escolha do valor
x e pode medir para cada escolha de x o valor de y. Uma corrida da experiéncia
gerou o conjunto de dados (x;,y;)i=1..n. No que segue teremos informacao que
os valores de y; sao corrompidos por ruido gaussiano e independente com média
nula e varidncia o2.

e HA motivos tedricos para achar que o modelo My = f1(x;6) é adequado.
Encontre uma expressao que permita econtrar 8,7, o valor de 6 de méxima
verossimilhanga.

e Encontre uma expressao para a incerteza da estimativa de 0. Justifique a
escolha dessa estimativa.

Exercicio 4 Devemos estimar o parametro p de um processo de Bernoulli
a partir de informagao: n = ntumero de tentativas, m = ntmero de sucessos.
Sobre a hipétese de independéncia das tentativas:



Encontre a probabilidade de m dado n e p.

e Encontre a probabilidade de p dado n e m. Faga a hipdteses que achar
necessarias e deixe-as explicitas.

e Faca uma estimativa do valor esperado de p e de sua variancia.

Substitua por exemplo a informacao n = 23 e m = 0. Qual é IE(p) e
Var(p)?

Exercicio 5: Mudanga de varidveis Suponha que as varidveis y; e ys
tenham distribui¢ao uniforme no intervalo [0, 1] e sejam independentes.

e 5 a) Encontre a distribuigao da varidvel z = —Iny;.

Dados y; e yo obtemos x1e zo a partir da transformacao:

1 = +/—2Iny; cos2mwys (1)
Ty = +/—2Ilnyssin2mys (2)

e 5 b) Encontre a distribuigdo conjunta Px (z1,22)

e 5 ¢) Suponha que tenhamos informacdo que nos permite atribuir proba-
bilidades a P(a|l) e P(m|I) as probabilidades de altura e massa respec-
tivamente em membros de uma populacao. Suponha que a e m sejam
independentes e encontre uma expressao para a probabilidade P(b|I) da
variavel b = a/ml/ 3, que representa uma caracteristica geométrica do
corpo. Suponha que a e m nao sejam independentes, o que faltaria para
encontrar P(b|I)?

Excercicio 6: Em Zikopolis, uma cidade na regiao norte-sul, uma fragao
fp tem a doenga D. Um teste para identificar a doenga é administrado. Sabe-
se que o teste da resultado positivo se a pessoa tem D numa fracao g e numa
fracdo h se a pessoa nao tem a doenca. Todos aqueles que deram positivo no
teste sao submetidos a um tratamento que além de curar a doencga tem como
efeito secundério dar coceira na ponta do nariz em uma fragao ¢ dos casos.

e Escreva as assercoes adequadas para descrever o problema.
e Escreva as probabilidades relevantes em termos dos dados.

e Uma pessoa é escolhida na cidade de forma uniforme e verifica-se que tem
coceira. Qual é a probabilidade de ter tido a doencga?

Substitua na expressao encontrada no tlitmo item os valores: fp = .2, g = .9,
h=.3,c=.25.

Exercicio 7: frequéncia e probabilidade Considere a seguinte informacao
I= “Uma moeda é jogada para cima, bate no teto, no ventilador do teto, e cai
no chao plano”. H4 vérios motivos para atribuir p = 1/2 & probabilidade que
cala a cara para cima, isto é p = P(s = 1|I) =1/2e g = P(s = —1|I) = 1/2
. Poderiamos considerar outra experiéncia I’ onde p,q tem outro valores (en-
tre zero e um). Consideremos as jogadas independentes, para duas jogadas i
e j quaisquer P(s;|s;I") = P(s;|I'). Chame m o nimero de caras para cima,
quando a moeda é jogada n vezes. A frequéncia de caras é definida por f = m/n



(A) Mostre que a distribui¢do de m, é a distribuigdo binomial:

n!

P(m|N = nl') = g 3)

m!(n —m)

(B) Calcule < m >, < m? >. [Dica: Use a expansio binomial de (i)
(p+ q)", (i) pa%pm = mp™ e (iii) a normalizacdo p + ¢ = 1; resposta:
<m>=np, <m? >=n%p? + np(l — p)]

(C) Refaga a dedugao da desigualdade de Chebyshev para distribuigoes
de varidveis que tomam valores discretos e mostre que para ¢ fixo, a pro-
babilidade que a frequéncia f se afaste do wvalor esperado < f >= p por
mais que €, cai com 1/n.

(D) Discuta e pense: Entao de que forma a frequéncia estd ligada & pro-
babilidade? A frequéncia converge, quando n cresce, para a probabilidade
p. Toda convergéncia precisa ser definida em termos de uma distancia,
que vai para zero quando se toma algum limite. E fundamental entender
que a distancia aqui nao é €, mas é a probabilidade que f se afaste de
p por mais de €. Assim, a frequéncia f converge em probabilidade &
probabilidade p.

A conclusdo do exercicio acima é fundamental. Como poderiamos definir
probabilidades em termos de frequéncia, se para mostrar que a frequéncia esta
associada a probabilidade usamos o conceito de convergéncia em probabilidade?
Discuta se é errado ou nao definir um conceito usando esse conceito na definigao.

Mas o exercicio acima mostra porque pode parecer sedutor usar a frequéncia
em lugar da probabilidade. Se tivermos informacao I’ sobre uma experiéncia e
dados sobre uma sequéncia de experimentos nas condicoes I’ podemos atribuir
valor & probabilidade de forma mais segura. A frequéncia é informacao que pode
ser usado para atribuir um ntimero a probabilidade, mas nao é o tnico tipo de
informagao para fazer isso.

Excercicio 8: Uma sociedade de N agentes tem que escolher um entre dois
candidatos A e B.

e (A) Um pesquisa de opinides feita com n eleitores tem como resultado n 4
e npg a favor de cada um dos candidatos. Supondo que N >> n, qual
é confianca que se pode ter sobre o uso do resultado da pesquisa como
indicador do resultado da eleigao caso nao hajam mudancas de opinioes.
Discuta se é razoavel modelar a eleigao como uma urna de Bernoulli.

Agora vamos fazer algo mais interessante, mas que sé requer o uso das regras
de soma e produto, que sao bem estabelecidas e algumas suposicoes sobre o
comportamento humano que podem ser muito discutiveis. O objetivo é mostrar
ao aluno que tem as ferramentas para modelar situagoes muito mais interessan-
tes. Mas as pessoas conversam e mudam de opinides. Suponha que no dia ¢
as probabilidades de voto sejam p(t) e pp(t) respectivamente. A dindmica de
mudangcas de opinides é bem complicada mas podemos fazer um modelo simples:
Foquemos a atencao em um eleitor, este se reune com mais dois e passa a ter a
opinido da maioria. Ou seja do grupo de trés, se dois ou trés apoiam A em ¢,
o eleitor em foco passa a apoiar A no dia t + 1 e a apoiar B se somente 0 ou 1
dos membros do grupo de trés apoiavam A. Suponha que as probabilidades de



cada um dos membros sejam independentes das dos outros membros do grupo.
Para o grupo de trés escreva como fungao de p4(t) a probabilidade da assergao

e (B1) Ap1 =70 ou 1 apoiam A”
e (B2) As3 =72 ou 3 apoiam A”

que sdo respectivamente pp(t + 1) = f(pp(t) e pa(t+ 1) = f(pa(t)) (note que
por simetria sdo a mesma fungdo com argumentos diferentes.) Faca o grafico de
pa(t+1) = f(pa(t)) contra p(t). Inclua no grafico a identidade (diagonal). O
cruzamento de f(pa(t)) com a diagonal indica ps(t + 1) = pa(t), chamado de
ponto fixo.

e (C1) Identifique os pontos fixos

e (C2) Discuta a estabilidade dos pontos fixos. Isto é, se ao perturbar um
pouco o ponto fixo este se afasta e se move na dire¢do de outro ponto fixo
(instével) ou se aproxima (estavel) do ponto fixo.

(Mais interessante ainda) Existem pessoas que ao interagir com o grupo decidem
ser do contra. Suponha que a probabilidade de alguém ser do contra seja c.
Suponha que a probabilidade de um eleitor ser do contra é independente de
qualquer outra coisa. Entao com a notacao anterior, e usando as regras da
soma e do produto mostre que

o (D) pa(t+1) = (1= c)f(pa®)) +cf(pa(t)

e (D2) Mostre que para ¢ > 1/6 o valor p4 = .5 é o tinico ponto fixo estavel.
Portanto podemos esperar um resultado da eleicaio em que a sociedade
estd dividida em fracGes aproximadamente iguais.



