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Contração de Lorentz, Lei de Gauss e Lei de Amp̀ere
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Mostramos como obter a expressão para a contração de Lorentz dos comprimentos, a partir das leis de Gauss e
Ampère, sem qualquer conhecimento da teoria da relatividade especial de Einstein. Mostramos em seguida que
tal resultadóe consistente com a transformação relativ́ıstica dos campos elétrico e magńetico.

We show how to obtain the expression for the Lorentz length contraction, using only Gauss and Ampère laws,
assuming no previous knowledge of Einstein’s theory of special relativity. We also show that this result is
consistent with the relativistic transformation of the electric and magnetic fields.

I Introduç ão

Este artigo tem o objetivo de descrever a professores e alu-
nos de disciplinas b́asicas de fı́sica universit́aria, como a
contraç̃ao dos comprimentos de Lorentz pode ser enten-
dida como uma solução para um aparente paradoxo origi-
nado pela incompatibilidade entre o eletromagnetismo e a
meĉanica cĺassica.

A Seç̃ao II brevemente descreve como aparentes assime-
trias da teoria eletromagnética puderam se constituir numa
das principais motivaç̃oes para a construção da Teoria da
Relatividade Especial (TRE).

Na Seç̃ao III é mostrado como a hipótese da contração
de Lorentzé capaz de resolver uma aparente assimetria de-
corrente da descrição do movimento de uma partı́cula-teste
carregada nas proximidades de um fio longo, em diferen-
tes referenciais inerciais. Embora tal assunto já tenha sido
tratado em textos did́aticos de diferentes formas [1, 2, 3],
acreditamos que a presente abordagem tem a virtude de ser
bastante simples e acessı́vel, ñao assumindo a validade da
teoria da relatividade especial a priori.

A Seç̃ao IV, que sup̃oe que o leitor conhece os funda-
mentos b́asicos da TRE, mostra como a formulação rela-
tivı́stica do problema fornece a mesma solução, atrav́es de
uma transformaç̃ao de Lorentz do tensor eletromagnético,
sem necessidade de consideração das fontes.

II Relatividade Especial e Eletromag-
netismo

No seu artigo de 1905 sobre a TRE [4], Einstein começa
chamando atenção para a assimetria que ocorre na descrição
do movimento relativo entre magnetos e condutores. O ar-
tigo não menciona explicitamente qualquer um dos experi-
mentos conflitantes com as teorias vigentes, inclusive o de
Michelson-Morley. A primeira frase do artigo afirma: “é
sabido que a eletrodinâmica de Maxwell - na forma enten-
dida atualmente - quando aplicada a corpos em movimento,
- conduz a assimetrias que não parecem ser inerentes aos
fenômenos”.

Einstein considerou o problema de uma corrente elétrica
induzida em um condutor por um magneto. Tal corrente
pode ser induzida de duas formas:

• O magnetóe mantido em repouso com relação ao la-
borat́orio e um condutor move-se perto dele.

• O magneto move-se e o condutoré mantido em re-
pouso.

No primeiro caso, segundo a formulação cĺassica da ele-
trodinâmica de Maxwell, a correntée induzida porque o mo-
vimento das cargas sob o campo magnético do magneto ori-
gina uma força sobre cada elétron livre (de cargae) do con-
dutor, perpendicular ao campo magnéticoB e velocidadev
do eĺetron.
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No segundo caso, classicamente a correnteé consi-
derada como sendo produzida por um campo magnético
variável, de acordo com a lei de indução de Faraday.

Embora o resultado seja o mesmo, as equações b́asicas
utilizadas para resolver o problema nos dois casos são dife-
rentes.

Tal assimetria era inaceitável para Einstein. Em parte,
para resolver tal problema, em vez de tentar alterar direta-
mente a teoria eletromagnética ou a teoria de Newton, ou
supor propriedades atômicas especiais de corpos movendo-
se numéter, ele concluiu que uma grande mudança era ne-
cesśaria na f́ısica.

Einstein baseou sua TRE, em dois postulados, enuncia-
dos na seguinte forma:

1. Todas as leis da fı́sica t̂em a mesma forma em qualquer
referencial inercial.

2. A velocidade da luz no vácuo independe da velocidade
da fonte.

Com seus dois postulados, mais a hipótese de isotropia
do espaço, Einstein pode construir a nova mecânica rela-
tivı́stica, deixando intacta a teoria de Maxwell. No entanto, a
forma do segundo postulado revela a preocupao de Einstein
em ñao assumir a hiṕotese da estrita validade das equações
de Maxwell. Aĺem disso, a contração dos comprimentos e a
dilataç̃ao dos tempos, que antes eram hipóteses das teorias
deéter de Fitzgerald [5], Larmor [6] e Lorentz [7], passaram
a ser meras conseqüências desses postulados, não havendo a
necessidade de especulações sobre a natureza das forças de
coes̃ao dentro de corpos, como réguas e relógios. Tamb́em
as transformaç̃oes de Lorentz, apresentadas em 1904 por
Poincaŕe [8, 9], puderam ser recuperadas. As aparentes as-
simetrias, envolvendo eletromagnetismo e trocas de referen-
ciais, desapareceram sob a luz da nova mecânica.

Conv́em notar ainda que, apesar do triunfo de Einstein,
Pauli [10], Bell [11] e Brown [12], observaram que não é
claro que o ponto de vista atomı́stico de Lorentz deva ser
abandonado. Uma analogia frequentemente utilizadaé a da
segunda lei da termodinâmica aplicadàa teoria de gases.
Embora esta lei possa ser utilizada para explicar e prever
vários fen̂omenos, ela ñao exclui a necessidade da utilização
da teoria cińetica (molecular) dos gases [13].

III Contraç ão de Lorentz via Lei de
Gauss e de Amp̀ere

Veremos agora como a hipótese da contração dos compri-
mentos de Lorentz pode ser utilizada para a resolução de um
aparente paradoxo em um problema eletromagnético sim-
ples. Ñao vamos assumir, neste ponto, qualquer informação
vinda diretamente da teoria da relatividade especial.

Consideremos a seguinte situação f́ısica, descrita em um
referencial inercialS: uma part́ıcula-teste com cargaq > 0

est́a situada a uma distânciar (medida ao longo do eixo car-
tesianoy) de um fio longo e reto, eletricamente neutro, que
conduz uma corrente elétricaI, na direç̃ao positiva do eixo
x. Neste referencial a carga-teste está em repouso.

Vamos supor ainda que tal correnteé causada pelo deslo-
camento efetivo de portadores de carga negativa, com velo-
cidade−vi (i , j ,k são vetores unit́arios dirigidos ao longo
dos eixosx, y ez, respectivamente).

Como o fioé neutro e a carga-teste está em repouso, ne-
nhuma força sobre a partı́culaé medida no referencialS.

Consideremos agora a mesma situação f́ısica, agora des-
crita em um referencialS′, que se move com velocidadevi,
com relaç̃ao S. Em tal referencial a partı́cula-teste agora
move-se com velocidade−vi, assim como os portadores
de carga positiva, que agora podem ser considerados como
sendo os causadores da correnteI. A lei de Amp̀ere agora
implica que o campo magnético sobre a partı́cula-testeé
dada porB′ = −B′k, onde1

B′ =
2I ′

cr
, (1)

ondeI ′ = λ+
′v é a corrente elétrica agora causada pelo

deslocamento da linha de cargas positiva. Como a partı́cula
est́a em movimento, deve agora atuar sobre ela uma força
magńetica atrativa, dada pela parte magnética da força de
Lorentz,Fm = −Fmj, onde

Fm = −qvB′

c
j = −qv2I ′

c2r
j = −2qλ+

′v2

c2r
j . (2)

Por outro lado, a simetria do problema indica que, com
relaç̃ao ao eixoy, a part́ıcula-teste continua em repouso. A
quest̃ao natural que surgée: qual a origem da força que
contrabalançaFm ?

Uma hiṕotese razóavel é que no referencialS′ aparece
tamb́em uma força elétrica repulsivaFe = Fej, causada
pelo surgimento de uma densidade de carga lı́quida∆λ′ no
fio. Com tal suposiç̃ao o campo elétrico na posiç̃ao da carga-
testeé dado, de acordo com a lei de Gauss, porE′ = E′j,
onde

E′ =
2∆λ′

r
. (3)

A força eĺetricaé ent̃ao dada por

Fe = qE′ = q E′j =
2q∆λ′

r
j . (4)

Imediatamente podemos observar que∆λ′ > 0.
Como a carga-teste está em equiĺıbrio, devemos ter

Fm + Fe = 0 , (5)

ou seja,

−2qλ+v2

c2r
+

2q∆λ′

r
= 0 . (6)

1Em todo este artigo utilizamos o sistema gaussiano de unidades
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Sejaλ±′ a densidade de cargas positivas (negativas) no
fio, medida emS′. Ent̃ao

∆λ′ = λ+
′ + λ−′ . (7)

A eq. (6) pode agora ser escrita como

−v2

c2
λ+

′ + λ+
′ + λ−′ = 0 . (8)

ou
λ−′ = −λ+

′/γ2 , (9)

onde

γ :=
1√

1− v2/c2
. (10)

Como estamos supondo que houve uma mudança de
densidade de cargas na passagem de um referencial inercial
a outro, a simetria do problema sugere que

λ+
′ = kλ+ , (11)

ondek é uma constante de proporcionalidade eλ+ é a den-
sidade de cargas positivas no referencial inercialS . Por
simetria devemos ter também

λ−′ =
λ−
k

. (12)

Por hiṕotese, o fióe eletricamente neutro emS, de modo que
λ+ = −λ−. Dividindo (12) por (11) e comparando com (9),
obtemos

k = γ =
1√

1− v2/c2
. (13)

Uma vez que a carga total deve ser conservada, vemos que
a carga total em um segmento do fio deve ser a mesma nos
dois referenciais, ou seja,

Q± = λ±L± = λ±′L±′ , (14)

ondeQ± é a carga total positiva (negativa) em um segmento
do fio com comprimentoL±, emS, eL±′, emS′.

Portanto, de acordo com as eqs. (11), (12) e (13), a
equaç̃ao acima implica que

L+
′ =

L+

γ
, L−′ = γL− . (15)

Comoγ > 1, vemos que a linha de cargas positivas, que
passou do repouso ao movimento, sofreu uma contração no
seu comprimento, na passagem do referencialS paraS′. Por
outro lado, a linha de cargas negativas, que passou do movi-
mento ao repouso, sofreu uma dilatação.

Embora tais conclus̃oes sejam consequências simples
das transformaç̃oes de Lorentz, nossâenfase aqui consiste
no fato de que elas podem ser obtidas de forma muito
simples, invocando somente a validade das equações de
Maxwell, em particular leis de Gauss e Ampère, em qual-
quer referencial inercial.

IV Formalismo Covariante

Quando apresentada na sua forma covariante a eletro-
dinâmica de Maxwell explica naturalmente o fenômeno des-
crito anteriormente, em dois referenciais inerciais, sem a ne-
cessidade da consideração das fontes.

No que se segue utilizamosı́ndices latinos para denotar
componentes espaciais de tensores,i, j, k, . . . = 1, 2, 3, e
ı́ndices gregos para denotar componentes espaço-temporais
µ, ν, α, . . . = 0, 1, 2, 3. Índices de componentes repetidos
superiores e inferiores subentendem um somatório. Ex-
ceto pelas componentes dos campos elétrico e magńetico,
grandezas denotadas, por letras maiúsculas referem-se a 4-
vetores e 4-tensores, de acordo com a convenção de Rindler
[14].

Vamos supor que associado ao referencial inercialS te-
mos um sistema de coordenadasxµ = (ct, x, y, z) e ao re-
ferencialS′ o sistemaxµ′ = (ct′, x′, y′, z′).

A força de Lorentz sobre uma partı́cula carregada tem a
seguinte forma covariante

dPµ

dτ
=

q

c
FµνUν , (16)

τ é o tempo pŕoprio da part́ıcula, Pµ = mUµ é o
4-momento, Uµ = dXµ/dτ a 4-velocidade,Xµ =
(ct, x, y, z) o 4-vetor posiç̃ao, t o tempo do laboratório,
com dt = γ(v)dτ . m a massa de repouso da partı́cula,
γ(v) = 1/

√
1− v2/c2, v a 3-velocidade,Uν := ηµνUµ,

ηµν = diag(1,−1,−1,−1), eFµν é o 4-tensor de segunda
ordem antissiḿetrico, denominado tensor eletromagnético,
definido por [15]

[Fµν ] =




0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 −Bz By

Ey Bz 0 −Bx

Ez −By Bx 0


 . (17)

As componentes espaciais da força de Lorentz são dadas
por

dP i

dτ
=

q

c
F iµUµ =

q

c
F i0U0 +

q

c
F ijUj . (18)

As componentes covariantesUµ = (U0, Uj) da 4-
velocidade s̃ao

U0 = η00
dX0

dτ
= γc , (19)

Ui = ηiµ
dXµ

dτ
= ηii

dxi

dt
γ = −γvi . (20)

No referencialS, temos,vi = 0, Ei = 0 de modo que
de (18) temosdP i/dτ = 0.

No referencialS′, vi′ = (−v, 0, 0) e as componentes
dos campos elétrico e magńetico podem ser obtidas exami-
nando as componentes do tensor eletromagnéticoFµν′ , ob-
tidas a transformação de Lorentz

Fµν′ = Λµ′
αΛν′

βFαβ , (21)



Olivia Ortiz e F. D. Sasse 281

onde

[Λµ′
α] =




γ −γv/c 0 0
−γv/c γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


 , (22)

é a matriz deboostde Lorentz na direç̃aox.
A única componente não nula deFµν éF 21 = −F 12 =

Bz. Portanto, as componentes não nulas deFµν′ sãoF 02′ =
Ey

′ eF 12′ = −Bz
′, onde

F 02′ = Λ0′
αΛ2′

βFαβ = Λ0′
1Λ2′

2F
12 (23)

= −γvBz

c
= −2γI ′v

c2r
(24)

e

F 12′ = Λ1′
αΛ2′

βFαβ = Λ1′
1Λ2′

2F
12 (25)

= −γBz = −2γI ′v
cr

(26)

Substituindo (19), (20), (23) e (25) na expressão para a força
de Lorentz (18), obtemos imediatamente

dP i′

dτ
= 0 , (27)

ou seja, a força resultante sobre a partı́cula carregada per-
manece nula emS′, como esperado.

V Conclusões

Mostramos nesse trabalho como deduzir facilmente a ex-
press̃ao para a contração de Lorentz dos comprimentos, uti-
lizando somente as leis de Gauss e Ampère.

Tal exemplo mostra que efeitos relativı́sticos podem ser
importantes mesmo quando baixas velocidades são envolvi-
das. As velocidades efetivas de elétrons em um fio condutor
são tipicamente da ordem de10−5m/s, para um fio de cobre
calibre 14. Isso implica quev/c é extremamente pequeno,
e γ(v) muito pŕoximo a 1, resultando numa contração de
comprimentos muito pequena. No entanto, os efeitos rela-
tivı́sticos s̃ao importantes, pois as densidades de cargas en-
volvidas s̃ao muito altas, tipicamente1022/m3 para o cobre.

Posśıveis extens̃oes do ḿetodo descrito na Seção III po-
dem ser aplicadas a outros sistemas. Um caso interessante
envolve o ćalculo do campo magnético de um anel condutor.
Uma corrente induzida em um anel inicialmente neutro daria
origem ñao somente a um campo magnético, mas tamb́em a
um campo eĺetrico decorrente do aparecimento de uma den-
sidade de carga elétrica ĺıquida, decorrente da contração da
linha de cargas negativas. O método covariante, apresen-
tado na Seç̃ao IV, aplicado ao mesmo problema conduz a
um aparente paradoxo.

A análise covariante também conduz a resultados inte-
ressantes quando utilizada para descrever o campo eletro-
magńetico em referenciais não-inerciais, de acordo com o
prinćıpio da localidade [16, 17]. Tais problemas serão abor-
dados em um futuro trabalho.
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