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RESUMO

O presente trabalho busca reapresentar o tema Teoria da Relatividade Especial (TR) para
professores de ensino médio, visando aprimorar o conhecimento do docente acerca do
tema, consequentemente facilitando a prética docente em sala de aula. A TR é considerada
por muitos como um tema de dificil compreensdo, porém, trata-se de uma teoria
fundamental da Fisica e que pode ser discutida em nivel médio, para tanto ha a
necessidade de um professor bem preparado para abordar o assunto com clareza e uma
visdo histérica. A construcdo matematica aqui presente fornece uma base sélida para a
discussdo e entendimento dos conceitos envolvidos, partindo das Leis de Newton, a
Mecénica Classica é demonstrada juntamente com o principio da relatividade de Galileu,
chegando ao Eletromagnetismo, evidenciando as incompatibilidades entre as duas teorias.
Posteriormente sdo apresentadas as transformacgoes de Lorentz e suas consequéncias. Em
paralelo a todo este desenvolvimento ocorre a constru¢do da TR e seus postulados. Ao
final do trabalho é apresentado um quadro dos livros didaticos disponibilizados para o
ensino médio da Secretaria Estadual de Educacédo do Estado do Rio de Janeiro, revelando
gue o tema € negligenciado.

Palavras-chave: Ensino de Fisica, Formacdo de Professores, Teoria da Relatividade

Especial
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ABSTRACT

This study aims to restate the theme Theory of Relativity (TR) for high school teachers,
aiming to improve knowledge of the teaching on the subject, thus facilitating the teaching
practice in the classroom. The TR is considered by many as a difficult topic to understand,
however, it is a fundamental theory of physics and it can be discussed in high school,
therefore there is the need for a well-prepared teacher to broach the subject with clarity
and a historical view. The mathematical construction presented here provides a solid basis
for discussion and understanding of the concepts involved, leaving the Newton's Laws,
classical mechanics is demonstrated along with the principle of Galilean relativity,
coming to Electromagnetism, showing the incompatibilities between the two theories.
Later Lorentz transformations and their consequences. In parallel with all this
development, the construction of TR and its postulates occurs. At the end of this paper,
is presented framework of the available textbooks for high school of the State Department
of Education of the State of Rio de Janeiro, revealing that the theme is neglected.

Keywords: Physics Education, Teacher Training, Special Theory of Relativity
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1. INTRODUCAO

1.1 - APRESENTACAO

A sequéncia adotada neste trabalho visa o desencadeamento da Teoria da
Relatividade Especial como consequéncia evolutiva das teorias anteriores. N&o hé aqui o
objetivo de reduzir a teoria a mera exposi¢do de formulas prontas a serem aplicadas em
um determinado caso, ja que a beleza da Fisica esta em sua compreensao. Através de oito
capitulos, o leitor podera observar como a Teoria da Relatividade Especial supre a
necessidade de uma nova linguagem que pudesse intermediar a ja consolidada Mecénica
Classica e o Eletromagnetismo, preservando ambas as teorias e expondo que o
eletromagnetismo ndo infringe as Leis de Newton.

O primeiro capitulo do trabalho apresenta a motivacdo desta pesquisa, uma
realidade na qual a maioria dos professores de nivel médio da Secretaria Estadual de
Educacdo do Rio de Janeiro (SEEDUC RJ), estdo imersos. O segundo capitulo aborda as
bases da mecanica classica, formando uma base para os capitulos seguintes serem
discutidos. O terceiro capitulo demonstra o eletromagnetismo, sua solidez e as
incoeréncias ao se aplicar o principio da relatividade a esta teoria. No quarto capitulo sdo
apresentadas as transformacdes de Lorentz e evidenciadas caréncias conceituais. O
capitulo cinco apresenta as consequéncias das transformacdes de Lorentz ao ser aplicada
ao eletromagnetismo, construindo uma linguagem correta e culminando na Dinamica
Relativistica.

Os capitulos seguintes voltam ao problema inicial visando expor a realidade dos

livros didaticos e da necessidade de um material para o aperfeicoamento docente.

1.2 - MOTIVACAO

No ano de 2012, o Governo do Estado do Rio de Janeiro, atraves da SEEDUC RJ
implantou um curriculo minimo (CM), a ser adotado pelas disciplinas ministradas no
ensino medio, entre elas a Fisica. Esta agdo pressupfe que os professores estdo aptos a
discursar sobre os temas propostos pelo CM e que estes temas séo adequados a todas as

turmas, independente da realidade a qual cada uma esta imersa.
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O termo curriculo admite uma pluralidade de definicdes e cada definicdo
pressupde diferentes concepcdes de educagdo. Para estabelecer um discurso sobre
curriculo, sera adotada aqui a concepcao de que este é o conjunto de decisdes educativas
que norteiam o ensino na escola (CONTRERAS, 1989). O curriculo entdo passa a ser
uma ferramenta que tem como objetivo responder as questdes: 0 que ensinar, Como e por
qué? Desta forma, pensar em curriculo apenas como um conjunto de contedos a serem
ministrados em sala de aula é no minimo uma visao parcial de um conceito muito mais
amplo.

A implantacdo de um CM, que oriente a escolha de temas especificos, estabelecendo
padrGes minimos para a adequada formacéo discente pode ser visto como um facilitador
da prética pedagogica, no entanto, é apenas mais uma acgdo de “proletarizacio®” da
autonomia docente. A qualidade do ensino ndo pode ser vinculada a uma grade curricular
norteadora, que € idealizada por especialistas aléem dos muros escolares. O conceito de
qualidade do ensino ndo pode ser concebido como algo neutro, invariavel no tempo e
aplicavel a todo tipo de estudante, escola, sociedade ou pais (SAVIANI, 1991).

-O que ensinar? Esta pergunta esta relacionada a uma politica cultural, a formacéo
desejada as geracOes futuras. A ela estdo ligadas as mudancas, reformas e projetos
educacionais.

-Como ensinar? Trata-se ndo s6 das a¢fes docentes, metodologias de ensino, mas de todo
0 contexto educacional, de todas as a¢des necessarias para tornar o ensino realidade.

A (ltima pergunta torna justificavel a primeira e é impossivel ser respondida
isoladamente. N&o é o objetivo deste trabalho se ater ao curriculo, mas € pertinente refletir
sobre 0 mesmo, j& que este € uma das motivacdes que deram origem a este trabalho, uma
mudanga curricular (CM). Aos professores cabe avaliar as mudancas e suas
consequéncias Vvisto que o processo contribui para uma pratica reflexiva.

O CM apresenta-se estruturado em forma de competéncias e habilidades, de
acordo com os PCNEM. Ndo ha aqui julgamento da viabilidade e eficiéncia deste modelo,
cabe apenas destacar que os profissionais ndo estdo habituados a esta estrutura e devem
efetuar a mudanga sem que haja um suporte ou treinamento para tal. Uma real politica
educacional néo pode estar concentrada na elaboracdo de um CM, dada as consideragoes

acima, sobre o curriculo, fica pendente a resposta a segunda pergunta, como ensinar?

1Segundo CONTRERAS (2002, p. 296), a proletarizacéo é o processo que representa as diversas
subtracdes que conduzem a perda da autonomia docente.
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Os PCNEM apresentam algumas consideracdes sobre como ensinar, mas ndo ha
um modelo a ser seguido, ndo ha uma férmula que funcione em todos os casos, cabe entéo
esclarecer que mesmo um CM, deve ser avaliado dentro do contexto escolar e da realidade
de cada instituicdo de ensino.

Partindo do pressuposto que a massificacdo da educacdo, ma formacgdo e
despreparo dos professores (QUEIROZ, et al. 2012, p. 250), cria um solo improdutivo
para a formacdo de um cidadéo, é necessario voltar o olhar para o percurso formativo do
professor, sua qualificacdo nessa trajetoria e os reflexos dessa qualificacdo na préatica
docente, e que a escolha da forma I6gica em que se ha de expressar a teoria depende do
estado do conhecimento do docente (LAKATOS, 1979). Este trabalho busca contribuir
para o aprimoramento docente atraves do desenvolvimento de um tema especifico do
ensino médio, adotado a partir da implantacdo do CM, possibilitando uma construcéo do
conhecimento a partir da ideia de teoria de unificagdo? tdo presente na Fisica e tdo pouco
explorada pelos professores em aulas de ensino médio. Dentre os temas escolhidos para
0 CM esta presente no primeiro ano do ensino médio, terceiro bimestre, as teorias da
relatividade (TR) de Albert Einstein. Esta teoria é normalmente apresentada cercada de
"mistérios" e paradoxos e sempre carregada de um tom de genialidade inalcancavel pelo
publico.

Compreender a constru¢do do conhecimento € tdo importante quanto a teoria em
si. Isto possibilita a humanizacdo da ciéncia e a contextualizacdo do saber, facilitando o
aluno a formar uma opinido critica a respeito do assunto abordado (MION, ANGOTTI,
2005). A exposicdo do processo de construcdo, de uma teoria cientifica revela sua
importancia e o contexto em que esta é concebida, dando sentido a pesquisa e ao
aprendizado. A educacdo cientifica se apresenta como parte de uma educacao geral para
todos os futuros cidaddos (CACHAPUZ et al., 2005), com base nessa premissa, podemos
afirmar que uma educacéo cientifica de qualidade ndo pode se ater exclusivamente aos
aspectos conceituais, sendo vital integrar aspectos procedimentais, axioldgicos e
socioculturais. Assim, ao se deparar com esta forma alternativa de ensino e aprendizagem,
desmistificando o que é a ciéncia, o aluno se aproxima do conhecimento cientifico e se
apodera deste saber, dando sentido a sua elaboragéo e aplicacéo.

Este trabalho pretende desenvolver a construcdo da TR, fornecendo a professores

de Fisica uma ferramenta facilitadora de sua pratica. O trabalho mescla o formalismo

2A unificacdo citada refere-se a compatibilizagéo entre o eletromagnetismo e a mecanica classica, através
da relatividade restrita.
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matematico necessario para a elaboracdo da teoria, com conceitos e comentarios que
buscam facilitar a compreensdo do tema. Ha ainda a oportunidade de remover o caréater
de curiosidade / leitura complementar, de um contetudo que passou a se efetivamente
obrigatorio (RODRIGUES, PIETROCOLA, 1999). Ndo se trata de apresentar diagramas,
esquemas ou maneiras de se tornar facil algo de dificil compreensdo como é a teoria de
relatividade. O elemento facilitador, no caso deste trabalho, sera uma apresentacdo dos
minimos detalhes da teoria, desde sua concepcao até suas consequéncias, e trazer a tona
o0 seu significado mais profundo. Acreditamos que esse entendimento possibilitara uma
apreciacdo adequada da teoria, da genialidade de seu autor e, ainda, permite 0 acesso as
bases dessa teoria aumentando a percepc¢do que o publico tem sobre a natureza.

Boa parte do desenvolvimento matematico exposto aqui estd fora do alcance de
alunos do ensino médio. O texto é dirigido aos docentes que desejam se aprimorar
buscando novos elementos para pratica profissional. Portanto, a Gltima parte do trabalho
consiste em um guia conceitual frisando os conceitos chave que sdo necessarios para o
entendimento da Teoria da Relatividade Especial de modo a ser adaptado ao contetdo
gue € mostrado aos alunos.

Por se tratar de uma teoria unificadora, o0 campo conceitual abrangido pela
relatividade é bastante amplo e requer elementos de diversas areas da Fisica. Isso traz
dificuldades ao planejamento da atividade didatica e, em muitos momentos, uma

abordagem fenomenoldgica é mais adequada.
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2. O PRINCIPIO DA RELATIVIDADE NA MECANICA CLASSICA

Mesmo que se compreenda que o significado de um conceito jamais
sera definido com precisao absoluta, alguns conceitos sdo parte integrante dos
métodos da ciéncia, pelo fato de representarem, pelo menos por algum tempo,
o resultado final do desenvolvimento do pensamento humano desde um
passado assaz remoto; eles podem mesmo ter sido herdados e séo, qualquer
que seja 0 caso, instrumentos indispensaveis na execucdo do trabalho
cientifico em nosso tempo.

(Werner Heisenberg)

O ensino de Fisica delega a grandes personalidades da ciéncia um carater de
magos, que criam suas teorias a partir de um momento de iluminacgéo, no entanto a criacao
de uma teoria se da através de ardua pesquisa e evolucdo de ideias. Partindo deste
pressuposto, é possivel delinear o cenario cientifico em que Albert Einstein estava imerso
em sua época. As teorias da mecéanica cléssica e do eletromagnetismo apresentavam um
embate no qual uma teoria contradizia a validade da outra.

Einstein, munido de um arsenal de conhecimentos, gerados por outros cientistas
de sua época e de uma grande curiosidade sobre o eletromagnetismo, encarou o desafio
de compatibilizar as duas teorias. Sua genialidade ndo esta somente no desenvolvimento
da teoria, mas principalmente na ideia de uma teoria Fisica unificada. Com poucos
pressupostos Einstein constrdi a Teoria da Relatividade Especial e cria uma nova forma
de se ver o mundo, ndo mais dividido em “o mundo mecanico”, governado pelas leis de
Newton, e “o mundo eletromagnético” descrito pelas equacdes de Maxwell, mas um
mundo em que as leis da Fisica sdo validas em quaisquer referenciais. Enfim, a Teoria da
Relatividade Especial, "salvou" todo o conhecimento produzido acerca da Fisica
revelando ao mundo que as incompatibilidades na época existente eram fruto de uma
linguagem conceitual e matematica que néo descreviam a realidade Fisica por completo.

Simultaneamente aos estudos de Einstein, Hendrik Antoon Lorentz® desenvolve
um conjunto de equagdes capaz de transpor as informacdes de um sistema de referencial
imével para outro em movimento uniforme, mantendo a integridade das equagdes de
Maxwell. Lorentz acreditava se tratar apenas de uma transformacéo de coordenadas, mas
seu trabalho ja revelava uma intima ligacdo entre as coordenadas espaciais e o tempo. A
transformacdo de Lorentz foi uma contribuicdo matematica fundamental na construcéo

da Teoria da Relatividade Especial.

3Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928) — Fisico holandés. Professor de Fisica e matematica na
Universidade de Leyden. Ganhador do prémio Nobel de Fisica em 1902.
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Em resposta ao trabalho de Lorentz, Henri Poincaré* analisou as propriedades de
transformacdo de muitas grandezas fisicas, mostrando a validade das transformacdes e
suas propriedades. Poincaré uniu o grupo de transformacfes de Lorentz a teoria dos
invariantes e representou a coordenada temporal como uma quarta dimensao imaginaria
no espaco, cunhando o termo espacgo-tempo. O trabalho de Poincaré, Sur la dynamique
de [’electron foi publicado de forma resumida pouco antes do trabalho de Einstein, em
1905.

Atualmente, um erro muito comum € associar os efeitos relativisticos apenas a
grandes velocidades. Na realidade, a Teoria da Relatividade Especial revela que o mundo
é relativistico e seus efeitos podem ser observados no cotidiano. A limitada capacidade
humana de observacgédo pode prejudicar a deteccdo dos efeitos relativisticos, no entanto ao
desenvolver a teoria, com uma matematica simples, é possivel explicar fenbmenos como
0 magnetismo e a optica.

Convém nesse momento voltar as ideias que originaram o chamado principio da

relatividade

2.1 - INTRODUCAO AO PRINCIPIO DA RELATIVIDADE

O fisico, matematico e astrdbnomo italiano Galileu Galilei (1564 — 1642)
introduziu o principio da relatividade no estudo da cinematica. Tal principio surge da
necessidade de uma descricdo quantitativa do movimento e é bastante valioso para o
desenvolvimento da Fisica. Para se descrever o movimento de uma particula com precisdo
é necessario estabelecer um sistema de referéncia (ou referencial) a partir do qual a
posicdo, velocidade e aceleracdo serdo computadas. Ocorre que a descricdo do
movimento pode, em geral, depender da escolha do referencial, ou seja, ndo ha uma
correspondéncia univoca entre 0 movimento de uma particula e a descricdo desse
movimento. E este o problema que torna necessario o principio da relatividade. Como
exemplo pode-se citar 0 movimento de duas bolas de bilhar (esferas A e B). Se o
referencial adotado for o ponto de partida do movimento, serd percebido um movimento

uniforme da bola A até que ela encoste na parede. Se, por outro lado, o referencial adotado

4 Henri Poincaré (1854-1912) — Matematico, fisico e filésofo da ciéncia, Frances. Professor de Fisica e
matematica na Sorbonne durante 31 anos.
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for a bola B, o movimento de A ndo sera percebido. A distancia entre a bola A e a parede
continua diminuindo porém as versdes sobre 0 movimento da bola A serdo diferentes. Em
outras palavras, ja que existem duas (ou mais) leituras de uma mesma realidade, deve ser
possivel traduzir uma leitura na outra. Essa traducéo corresponde ao uso do principio da
relatividade e resolve a controvérsia da descricdo do movimento a partir de diferentes

referenciais.

@ G ®» ©® H @

A J \ 4 A 4

I N B R A R R I N B R
(a) (b) (©)

Figura 2.1: Duas esferas (A e B) sobre uma mesa de bilhar, em trés situacdes; (a) ambas em repouso; (b) a
esfera A em movimento e a esfera B em repouso; (¢) Ambas as esferas em movimento.

2.2 - AS LEIS DE NEWTON

Posteriormente, o fisico e matematico inglés Isaac Newton (1642 — 1727), usou
as ideias de Galileu para formular as leis que regem 0s movimentos na mecanica classica
— as Leis de Newton. Em seu Principia, Newton formula trés leis para a descri¢cdo do

movimento. A traducdo do latim dessas leis para o Portugués segue abaixo:

* Lex I: Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi
uniformiter in directum, nisi quatenus a viribus impressis cogitur statum illum
mutare.

(Todo corpo continua em seu estado de repouso ou de movimento uniforme em
uma linha reta, a menos que seja forcado a mudar aquele estado por forcas
imprimidas sobre ele.)

* Lex II: Mutationem motis proportionalem esse vi motrici impressae, etfieri
secundum lineam rectam qua vis illa imprimitur.

16



(A mudanca de movimento € proporcional a forca motora imprimida, e é
produzida na direcao da linha reta na qual aquela forca é imprimida.)

* Lex III: Actioni contrariam semper et aequalem esse reactionem: sine
corporum duorum actiones in se mutuo semper esse aequales et in partes
contrarias dirigi.

(A toda acao ha sempre oposta uma reacao igual, ou, as acoes mutuas de dois
corpos um sobre o outro sao sempre iguais e dirigidas a partes opostas.)

Atualmente a lei | é conhecida como lei da inércia, a lei 11 como segunda lei de
Newton e a lei 11l é a lei da acdo reacdo. Destaca-se da problematica do principio da
relatividade, o caso onde os referenciais estdo em movimento uniforme um em relacéo ao
outro, uma vez que a uniformidade do movimento € algo valido em qualquer referencial.
O valor da velocidade pode ser diferente, mas ela sera sempre constante ou zero. Assim,
esses referenciais sdo ditos referenciais inerciais, pois neles a primeira lei de Newton é
obedecida.

Sendo mais rigoroso, para definir se um corpo (A) esta ou ndo em movimento é
necessario adotar um ponto a partir do qual serd analisado o movimento, este ponto
adotado passa entdo a ser chamado de referencial (S) do movimento, e todas as afirmacdes
quanto ao movimento serdo feitas com base nele (figura 2.1). Assim, 0 movimento de um
corpo sempre € relativo ao referencial adotado. Quando um novo referencial (S)
encontra-se em movimento uniforme, na direcdo x, com velocidade u, em relacdo ao
primeiro referencial (S), é possivel efetuar uma transformacdo matematica e transpor as
informagdes do movimento do corpo A do referencial S para o referencial S’. A restricdo
da velocidade constante vem por conta da lei da inércia. A ideia é a de que observadores
em movimento relativo uniforme concordardo com esta lei. Assim a denominagéo
referencial inercial deve ser entendida dessa forma. Referenciais em aceleracao relativa

podem ser tratados mas ndo vém ao caso neste ponto do trabalho.

]
H
]
1 —
H u
> — > —
/ : ./ X-
z z

Figura 2.1: Particula A movendo-se nos referenciais S e S', com eixos paralelos. O referencial S'
move-se na direcdo x com velocidade .
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A transformacdo matematica leva em conta as coordenadas do corpo no
referencial S e a velocidade u do referencial S’ permitindo transpor as coordenadas do

referencial S para o referencial S’.

x'=x—u,t
!

y =y oyt 2.2.1)
Z =z —u,t
t' =

Usando a notacdo vetorial para representar a posi¢do e a velocidade de S’ em
relacdo a S, a equacdo acima fica:
— — —_
r=r—ut
2.2.2
oz (222)
Nesta representacdo ndo h& nenhuma distingdo para o tempo nos referenciais
adotados. Pode-se concluir que para a transformacéo de referenciais de Galileu, o tempo
é absoluto e, por consequéncia, independente do referencial.

Para obter a velocidade da particula em cada referencial basta efetuar a derivada
temporal da posicao, assim:

-

ar

b= (2.2.3)
== (2.2.4)

P =t (2.2.5)

d_?r _ar _ d@uu)

dt ~ dt dt (22.6)

B =B -1 2.2.7)

Aplicando novamente a derivada temporal a eq. (2.2.7) € possivel determinar a

aceleracao.
dvr dv du
—=——— (2.2.8)
at dt dt
dvr
—=a’ (2.2.9)
dt
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—=d (2.2.10)
du -

i 0 (u é constante) (2.2.11)
d=d (2.2.12)

Multiplicando a eq. (2.3) pela massa da particula obtemos a segunda lei de

Newton.

mad' = ma (2.2.13)
Ouainda F' = F.

Isso permite concluir que se as leis de Newton sdo validas para um referencial
inercial, serdo validas para qualquer outro referencial inercial, pois seu formato
matematico é invariante pela transformacédo de Galileu.

Consequentemente todas as leis que se originem das leis de Newton (mecénica

classica) possuem validade em qualquer referencial inercial.

2.3 - MOMENTO LINEAR E ENERGIA CINETICA

Vale a pena ainda lembrar das definigdes do momento linear e da energia obtidas
pela integracdo da 22 lei, que serdo retomadas mais tarde no contexto relativistico.
Para o caso da massa ser constante, a segunda lei de Newton pode ser escrita em

termos do momento linear como:

F=md=mZE="E=2F (2.3.1)

Podemos integrar a 2 lei de Newton no espago. Para tanto, devemos formar o

produto interno de F por um deslocamento infinitesimal, d7, definindo uma grandeza
escalar denominada trabalho como se segue:

dw = F - dif = 2. gp (2.3.2)

A qual pode ser escrita como:
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) (2.3.3)

AW =dp-L=dp-v=dj-L=d(

Segue-se que em um deslocamento macroscopico o trabalho da forca resultante

devera ser igual & variacéo da grandeza K = p?/2m, ou seja, quando a (2.3.3) for integrada
ao longo do caminho percorrido pela particula, de uma posicdo i até uma posicao f,

(2.3.4)

teremos:
_ (g (Kr g (P2
faw = [/ F-d7 = [V d (L)
Ou, simplesmente:

Este é o chamado teorema trabalho-energia e traz consigo uma definigdo para a
energia cinética K. O valor de K também ser escrito em termos da velocidade da particula

como:
(2.3.6)

A equacdo (2.3.3) pode ser escrita em termos da diferencial dK:
(2.3.7)

dK = F-df =2 df = df -
A variacdo da energia no tempo define a poténcia desenvolvida pela forca
(2.3.8)

resultante. Matematicamente, tem-se:
dK 2 dFf = 5  dp o
— —F-Y_F.3=2.3

dt dt

p=22=

dt

Que sera utilizada mais tarde.
Podemos também integrar a 22 lei de Newton no tempo o que traz uma definicéo
(2.3.9)

=md=m—
dt
(2.3.10)

para 0 momento linear como se segue.
20



[Fdt = [mdp (2.3.11)

O lado direito da equacédo € facilmente integrado para qualquer situacdo e tem
como resultado o produto m ¥. O lado esquerdo depende de como a forca F varia com o

tempo, o que deve ser estudado caso a caso. Define-se o impulso como f= fﬁdt eo
momento linear como o produto p = m v.

Essa grandeza possui um valor inestimavel para a Fisica. Ela possui uma lei de
conservacao através da qual, muitas previsdes podem ser realizadas como, por exemplo,
a existéncia do neutrino, e generalizagdes conceituais importantes, como 0 momento
linear da radiacdo eletromagnética, podem ser alcancadas.

Esta lei de conservagdo estéa diretamente relacionada com a terceira lei de Newton.
A colisdo entre duas particulas, de massas my e m e velocidades iniciais vi1 e vz, pode ser
descrita através da segunda lei de Newton aplicada a cada particula individualmente.

Temos duas equacdes:

F, =may
2.3.12
{F21 =m,a, ( )

Onde F;, € a forca que a particula 1 faz na particula 2 e F,, é a forca que a

particula 2 faz na particula 1. Quando somadas resultam em:

dv dv
F12 + F21 =mqaq + mya, = mld_t1+ mzd_:

= = (myv; + myvy) (2.3.13)

Ocorre que as forcas que agem durante a colisdo formam um par a¢do-reacao. 1sso
significa que a forga que a particula 1 faz na particula 2 tem 0 mesmo madulo que a forga
que a particula 2 faz na particula 1, porém tem o sentido contrario, ou seja, F,; = —F;,

e assim o lado esquerdo da (2.3.13) é anulado o que resulta em:
d d
T (myvy + myvy) = PT (p1+p2) =0 (2.3.14)

Onde foi reconhecido o momento linear p = mv de cada uma das particulas. O
resultado da equacdo (2.3.14) € que o valor da soma dos momentos lineares das particulas,
ou seja, 0 momento linear do sistema, permanece constante durante todo o tempo e é isso
0 que caracteriza uma grandeza conservada.

Cabe ilustrar o funcionamento dessa lei no contexto da relatividade cléssica

usando uma situacdo onde ocorre uma colisdo entre duas esferas de massas m e M. A
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figura 2.2 ilustra a situacdo em S (referencial onde M esta parada inicialmente) e S (que

se move para a direita com velocidade u).

G—v ® | O @
@—> vf @—+Vf @_.(vf-u) @—>Vf-u

mvi = mvs + MV; m(vi-u) - Mu = m(vs-u) + M(Vs-u)
() (b)

Figura 2.3: (a) colisdo entre a massa m, com velocidade vi, e a massa M; (b) colisdo entre a massa m com
velocidade (vi-u) e a massa M com velocidade u. Conservacdo do momento linear.

Apesar do valor dos momentos lineares de cada esfera serem diferentes em S”, a
lei de conservacdo do momento se aplica nos dois referenciais, afinal os termos que
possuem a velocidade relativa u se cancelam na equacdo do sistema S” e 0 que resta é
exatamente a expressdo montada para o caso de referencial S. O mesmo vale para a

energia cinética.

S s
O ® | Ot @
@—» vf @—+ Vi @_. (vi-u) @—+ Vi-u

(1/2)mvi2 = (1/2)mv¢® + (1/2)m(vi-u)?+(1/2)Mu?=(1/2)m(vs-u)?+
(1/2)MV¢ (1/2)M(Vs-u)?
(a) (b)

Figura 2.4: (a) colisdo entre a massa m, com velocidade vi, e a massa M; (b) colisdo entre a massa m com
velocidade (vi-u) e a massa M com velocidade u. Conservacéo da energia.

Desenvolvendo o quadrado chegamos a conservagdo do momento linear. Pode-se,

neste ponto, citar o principio da relatividade Galileana como:
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As leis Fisicas sdo validas em todos os referenciais inerciais.

Nota-se que ela traz um carater de universalidade para a Fisica no sentido ser ela

valida independentemente de estarmos ou ndo nos movendo.
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3. O ELETROMAGNETISMO

Em 1865, James Clark Maxwell realizou uma das sinteses mais importantes da
Fisica, revelando que a eletricidade, 0 magnetismo e a Optica poderiam ser descritas com

um conjunto de quatro equacdes, conhecidas como equacdes de Maxwell.

VxE = — i—f (Lei de Faraday)

VxB = u0f+ #050?,7 (Lei de Ampére-Maxwell)

V.E = 2 (Lei de Gauss Elétrica) (3.1)
0

V.BE=0 (Lei de Gauss Magnética)

Estas equacOes descrevem o comportamento de campos elétricos e campos
magnéticos, 0s quais regem a forca eletromagnética que atua em particulas carregadas,

ou forca de Lorentz. Se uma carga Q esta se movendo com velocidade v numa regido

onde estdo presentes um campo elétrico, E, e um campo magnético, B, a forca F que

atuara sobre a carga € dada por:

- =

F=Q(E + % xB) (3.2)

Neste ponto vale relembrar que uma carga em movimento uniforme gera um

campo elétrico e um campo magnético. Esses campos séo dados por:

E
p

U

B i
| ®
/ |

Figura 3.1: As leis de campo elétrico e magnético para uma carga q (+),
pontual em movimento uniforme.

A 4
\
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= 1 q A =y “ q - A
E = —F; B===0UXf
4TEY T 41 T2

(3.3)

A partir desta sintese, é possivel prever a existéncia de ondas elétricas e

magnéticas no vacuo e ainda determinar a velocidade de propagacdo dessas ondas

eletromagnéticas. Adotando o vacuo como meio de propagacdo, assume-se que as ondas

ndo sofram influéncia da distribuicdo de carga e as equagdes de Maxwell podem ser

reescritas como:

PxE = — 22
PxB = toso 2
V.E=0
V.B=0

i—) —>—>_i—>—>—>_2—>_ii—>—>__62§
—Vx(VxB) = - [V(V.B) —V?B| = —5 (VxE) = — 52
Vx(PxE) = F(7.E) - V2E = — = (VxB) = —poeo 2z
28 3B
VB — o€ a2 0
2f_ o OE
VZE — to&o a2 0

(3.4)

(3.5)

(3.6)

O conjunto de equagdes (3.6) satisfaz a equacdo de onda de d’Alambert®. Para

uma onda que se propaga em uma dimensdo esta se torna a equacdo de ondas que se

estuda no curso de Fisica Bésica:

0%f 1 0%f

0x2 v? ot2

(3.7)

Que resultam nas fungbes de propagacdo de onda para o campo elétrico e

magnético, na direcéo x:

5> Jean Le-Round d’Alambert, matematico Frances (1750).
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9z__9E_
axt v at?

X . (3.8)
°B 10°B

c-__22=0

axt Vot

A comparacdo entre as (3.8) e (3.7) fornece para a velocidade de propagacao das

ondas o valor:

1

v Hoéo

v= =3 x10%m/s (3.9)

A teoria desenvolvida por Maxwell previu a velocidade da onda eletromagnética
compativel com a velocidade obtida experimentalmente para a propagacédo da luz (c),
aproximadamente 3x108m/s . A conclusdo era inevitdvel: a luz é uma onda
eletromagnética. Os valores que definem a velocidade da luz tém origem nas constantes
€0 € Mo as quais definem os campos elétrico e magnético na forga de Lorentz. O que foi
visto sobre referenciais inerciais na sec¢ao anterior deve se aplicar aqui. Assim os valores
de & e po ndo podem depender do referencial, pois, do contrério, as forcas seriam
alteradas quando se passa de um referencial inercial a outro contradizendo o principio da
relatividade. Tem-se aqui a origem do segundo postulado da relatividade especial que
afirma ser a velocidade da luz uma constante universal. Uma vez que a forca tem que ter
0 mesmo valor nos diferentes referenciais inerciais (equagdo 2.3), as constantes €o € Lo
ndo podem depender da escolha do referencial.

Partindo da teoria eletromagnética para a Optica, € possivel estabelecer uma
relacdo para o indice de refracdo (n) no meio, definido pela razéo entre a velocidade de

propagacao da luz no vacuo (c) e a velocidade de propagacdo da luz no meio (v).

n= |= (3.10)

Todas as leis da otica, como a lei de Snell, a lei de Brewster, etc., podem ser
derivadas das 4 equacdes (3.1). Aqui vale chamar atengdo para um aspecto importante
que é o da unificacdo das leis da Fisica. Percebe-se que as quatro equacdes de Maxwell

detém um dominio fenomenoldgico extremamente amplo. Elas traduzem a eletricidade,
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0 magnetismo e a Otica de forma bela e concisa. Na verdade, apos considerar a questdo
da relatividade, que também atua para campos E e B, essas equagdes podem ser reduzidas

a uma so:
O%A* = —poJ* (3.11)

2
Onde A é o chamado quadrivetor potencial, J é a quadricorrente e 0? = V2 — %,

¢ o D’alambertiano, que traz a forma matematica da unificacdo entre os trés ramos da
Fisica (ver apéndice B).

Aplicar a relatividade de Galileu as ondas eletromagnéticas gera uma incoeréncia,
como visto a seguir. A velocidade das ondas eletromagnéticas, c, calculadas por meio das
equacOes de Maxwell, depende apenas dos valores de € e po. Por sua vez, como Vvisto
acima, esses valores ndo podem depender do referencial adotado para que o principio da
relatividade seja algo valido. Assim, ¢ tem que ser um valor universal. Por outro lado, as
transformacdes de Galileu violam a universalidade da velocidade da luz pois ela assumiria
novos valores para diferentes referenciais. Isto revelava um problema, as equacfes de
Maxwell e a relatividade de Galileu ndo podem ser verdades simultaneas sem que o
principio da relatividade seja violado. O trabalho era entdo o de conceber outro conjunto
de transformacdes que preservem a velocidade da luz quando se muda de referencial.
Note que este € um passo ousado, pois e mecanica Newtoniana deve ser reformulada e
basicamente define o eletromagnetismo como uma teoria mais consistente do que a

mecéanica de Newton.
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4. TRANSFORMACOES DE LORENTZ

[...] a Teoria da relatividade restrita estava pronta para ser
formulada em 1905. Lorentz j& havia observado que as transformacdes
gue agora levam seu nome sdo essenciais para a analise das equacdes
de Maxwell, e Poincaré ja tinha penetrado mais profundamente nessas
conexdes.

(Albert Einstein)

4.1 - TRANSFORMAGCOES DE LORENTZ EM UMA DIMENSAO

Em uma tentativa de compatibilizar o eletromagnetismo de Maxwell com a
mecanica, Lorentz formula um conjunto de equagdes que permitem manter a estrutura
ondulatéria que descreve a dindmica eletromagnética ao se efetuar uma mudanca de
referencial. Esta invariancia ndo se mantinha ao se aplicar a formulacdo da relatividade
de Galileu, o que sugeria mudanca nos valores das constantes elétricas e magnéticas, que
claramente € incoerente. As equacgdes de Lorentz receberam seu nome e foram chamadas
de transformagdes.

Para se obter as equacdes da transformacdo de Lorentz basta analisar como as
equacbes de Maxwell se comportam com relacdo a uma transformacdo geral de
coordenadas. Mas para simplificar a matematica, utiliza-se no lugar das equacdes de
Maxwell uma de suas solucdes, isto €, a equacdo da onda no vacuo propagando-se na

direcdo x com velocidade c:

0%E 0%E
Z2_222_9 (4.1.1)

0x2 cZ ot2

O objetivo é definir uma transformac&o linear® de coordenadas x, t para um novo

referencial, x’, t’ que se move com velocidade u em relagéo ao primeiro:

{x =aq1x +aqt (4.1.2)

t’ = ale + azzt

® Linear, pois o0 espago e o tempo ndo deixam de ter propriedades similares por conta de um observador

estar em movimento. De outra forma, a densidade de pontos no espaco-tempo deve ser igual para os dois
observadores. Melhor ainda, deve haver uma correspondéncia univoca entre os pontos do espago nos dois

referenciais.
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Ou ainda, no formato matricial:

<]=la ell] (4.13)

AN

Figura 4.1: referenciais S e S', com eixos paralelos. Referencial S’ movendo-se com velocidade u.

O problema é encontrar os valores de a;,,a;,,a,; € a,, de forma a que a

equacéo de onda acima continue sendo uma equacéo de onda no novo referencial, ou seja:

ax? oz 0 (#.14)

Para este propésito, é necessario relacionar as derivadas 92E/9x 2, 9%E /9x2,
02E /0t% e 02E /dt2. Tem-se, seguindo a regra da cadeia para a funcio de duas variaveis
E(x'(x,t),t'(x,£)):

0E _ OE 0x L OE ot
dx 0dx dx 9t dx

(4.1.5)
0E _ OE 0x L OE ot
ot ax ot = ot at
Que, em virtude de (4.1.2), se tornam:
0E o0E N OE
ax a1 Ix az1 at
(4.1.6)

0E_ OE OE
ot M25y T %250
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Seguindo adiante para as derivadas segundas:

0%E 0 [0E10x 0 [0Ej0t

ox2 ~ ox loxl ax T ot loxl 9%

(4.1.7)
0%E [6E ax [aE ot
ot2 ax at
Que, em termos de (4.1.6) e (4.1.2) se escrevem:
62E 0E d ) oE
axz Mgy [allax +a210t]+a216t [a“ ox +a216t]
(4.1.8)
0%E oE 0E d oE 0E
otz M2y [“12 ox +a226t]+a226t [“12 ox +a226t]
E, finalmente, temos:
0%E 0%E 0%E 0%E
awr ~ Migyr Y g b Mntnge
(4.1.9)

0°E 0°E 0°E 0°E
atz_aua 2+azza - T 2apa 225 757

Assim a equacado de onda (4.1.1), no referencial S, fica transformada em S” como:

2 2 2 2 2 2 2 2
2 0°E 2 0°E 0°E ajo 0°E aszo 0°E 20412027 0°E _
all a_x,Z + a21 a_t,Z + 2a11a21 —ax'at' - C_z_axlz - C_z_atlz - —CZ —ax'at' —_ 0 (4110)

ou ainda, agrupando os termos:

2 2 2
2 aip 0°E 2 azz 2a12a22 0°E _
[all - c_2 9% 2 + [a21 - m + [2a11a21 -2 W =0 (4111)

Para que esta equacéo tenha a mesma forma que a (4.1.4) devemos exigir que:
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a1 ——5
c
2
2 as, _ 1
! az, — Z=—= (4.1.12)
2a17032

Devemos ressaltar neste ponto que a transformacdo de Galileu, com a;; = 1,
a;, = —u, a,; =0 e a,, =1 ndo satisfazem o sistema (4.1.12), portanto ela nédo
satisfaz o principio da relatividade de Einstein.

A resolucéo de (4.1.12) conduz as duas relacdes:

Ay = Ay

a12 == CZ a21 (4113)

Podemos agora introduzir a velocidade relativa u entre os dois referencias notando
que para um observador em S, a origem do sistema S (x” = 0) esta em movimento
uniforme e sua equacao horéaria é

x—ut =0 (4.1.14)

Assim:

X' = aq1Xx + alzt

0= a1 x + alzt (4 116)
a

x+—=2t=0
a1

Quando comparada a (4.1.14) mostra que
a12 = —-Uu a11 (4 117)

Com isso, resta apenas um dos quatro coeficientes para ser determinado.

O segundo postulado de Teoria da Relatividade Especial entra mais uma vez em
acao nesse momento. Ao exigir que a velocidade da luz seja constante em todos os
referenciais inerciais, da-se uma pista sobre como deve se comportar o espaco percorrido

por ela. No referencial S a distancia percorrida pela luz num intervalo de tempo t valera

ct. Essa distancia pode ser escrita como r = /x2 + y? + z2 no espaco tridimensional.
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Como estamos tratando de uma dimensdo podemos igualar os valores de 72 = x? com

c2t?, ou seja, em S deve valer:
x2 — c*t* =0 (4.1.18)
Jano referencial S”, 0 espaco 72 = x"2 percorrido pela luz sera ct”. Similarmente:
X?-¢1?=0 (4.1.19)
Ou melhor:
X2 - 2= X2 - c2t2 (4. 1.20)
A imposicdo desta ultima condicdo revela a ultima incognita:

1
A =Vu = T3
Ji—z

Substituindo na transformacdo linear inicial, encontra-se a transformada de

(4. 1.21)

Lorentz entre dois referenciais em movimento relativo com velocidade u:

fo'= ;Z(x—ut) = y,(x —ut)
(1-%
' . (4.1.22)
Lt =T u,)(t—c%x) = Yu(t —=%)
1__

Onde y é chamado de fator de Lorentz e assume o valor:

1

Vu = —,*(1_1;_;)

(fator de Lorentz) (4.1.23)

4.2 - CONSIDERACOES PARA TRES DIMENSOES

Em trés dimensdes as transformacdes de Lorentz ficam:

|{x’ = Vu(x - Ut)
I 421abced)
zZ = Z
' u
&= nt—20)
ja que o efeito da velocidade relativa, que estd na diregdo X, ndo se manifesta nas

coordenadas y e z. Os respectivos diferenciais sao:

32



(dx' = y,(dx — udt)

dy = dy
4 dz' = dz (4.22a,b ced)
Ldt’ = yu(dt —=dx)

a partir dos quais podem ser definidas as transformacfes entre velocidades e entre

aceleracdes. A componente x da velocidade em S pode ser calculada como a divisao
entre (4.2.2a) e (4.2.2d):

’

Vy =

__dx’ _ ypdt(dx/dt—u)

e yudt(l—%) (4.2.3)
ou ainda notando que dx/dt corresponde a componente x da velocidade no referencial S:
v = E= o (4.2.4)
A componente y fica
b= Yo b
y dt’ Vudt(l_udx

(4.2.5)
czdt)
ou ainda notando que dy/dt corresponde a componente y da velocidade no referencial S:

, dy’
p = W

Yy
y ar = = (4.2.6)
A componente z segue a mesma dedugéo
,_ az Vg
v, == —yuu—“;x) (4.2.7)
0 que resulta para a velocidade tridimensional:
Vy—U
V.
x 1_%
v, = —2
y Vu(l_%) (4.28a,bec)
o =
©on(-)

Uma consequéncia importante da (4.2.8) é que a composic¢do de velocidades deixa

de ter o carater de um vetor tridimensional. Uma particula que se mova com velocidade

Vx = ¢/2 no referencial S, por exemplo, seréa percebida em S”, com velocidade relativa a S

u = c/4, com velocidade vx = 2c¢/7 e ndo com vx” = c¢/4 como esperado pela soma vetorial.
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E importante mencionar que o carater vetorial da adicdo de velocidade volta a valer

quando se considera a adi¢cdo da dimensé&o temporal ao problema.

Antes de seguir em frente, convém mostrar uma deducéo envolvendo a (4.2.8).
Pode-se usa-la para calcular o valor [1 — (v “/c)?],onde v > = v'Z + v’} + v'; , como

se segue. Primeiramente podemos elevar ao quadrado cada uma das (4.2.8):

(.. 2 Yu® (vx—u)?

ST Gy
V.2 = vy
1Y yu2(1—%)2 (429a,bec)
c
v, = ve’
U (i)

onde o fator y,2 foi inserido na (4.2.9 a) para que ela tenha 0 mesmo denominador que as

outras duas. A soma das (4.2.9 a, b e c) fornece v "2:

2
Vi W) 2 =02 4,2 +vy, " 4,2

2 2 2
vVitv, vy = WARTRY: (4.2.10)
va?(1-"F)
ou ainda
- Y202 +Y 2 u? =2y, 2 v u—v, 2 v 2 (4.2.11)

2
(i)
onde v * = v{ 4+ vy + v7. A equagéo (4.2.11) pode ainda ser desenvolvida como

) (Yuz — vy ?+y3,2u -2y, 2vputv 2
v = "2y (4.2.12)
2 x
Yu (1_ c2 )

Pode-se agora computar o valor desejado

(Vuz ~ Do+l ul =2y, veutv ?

2
(2

1-(w'/c)t=1— (4.2.13)

que fica
2 2
Yu? (1 —~ %) c2[1 — (v /c)?] = 2 (1 — %) 2 = (1,2 — Dy -y, 2u? +
2y, 2vu — v 2 (4.2.14)

onde, desenvolvendo o quadrado, vem:

2 2., 2
v (1-22) 21— 0 /002 = p 2Pl + 22 - 22 — (7 — Dv? — 2 +

c? c c2

2V lvau—v? (4.2.15)
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a partir disso tem-se 0 cancelamento dos termos 2y, 2v,u e um termo em v,.2 pode ser posto

em evidéncia:

uv,\ 2 2 u? u?
w2 (1-22) 21— /0% = 1 - S+ [1-n A - D —v?  (4.2.16)

2
. u?
Como, por definicéo, y,,2 [1 — C—z] = 1, segue-se que

2
Yu? (1 — W") c?[1—(v'/c)?]=c?—v? (4.2.17)

c2

ou ainda, apds tirar a raiz quadrada:

v (1-22) V1= (v 702 = J1= (W /0)? (4.2.18)
que pode ser invertida em
_wx) _ w
(1-22) s (4.2.19)

onde foram usadas as abreviagoes:

Yu = = (4.2.20a)
(1-%2)

Yo = == (4.2.20D)
(1-%)

¥y = —— (4.2.20c)

A equacéo (4.2.19) juntamente com as (4.2.8) nos permite escrever

V;vx, = Vvyu(vx —u)
Yoy = Vuly (42.21a,bec)

YvVz = YVuUy

que serdo importante na hora de discutir o problema da massa relativistica.
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Retomando a notacdo matricial (4.1.3) podemos escrever a transformacédo de
Lorentz (4.2.21) como

x' [ Yu 0 0 _)/uu-l X

y' 0 1 0 0 y

Z u

o e e R R LV

ou ainda

X Yu 0 0 _yuﬁ X

' 0 1 0 0

}z]' 1o 01 o0 }z] (4.2.23)
ct' B 0 0 y llct

onde B = u/c e a velocidade da luz, c, foi inserida na componente temporal da
transformacéo seguindo a dica deixada pela teoria do eletromagnetismo. Com isso, as

quatro variaveis ficam com dimensao de comprimento e utilizando a unidade imaginaria

i =+/—1 (ver apéndice B) pode-se reescrever a (4.2.24) como:

X’ Yu 0 0 iyuﬁ X

' 0 1 0 0
? =10 o1 o l 32’ ] (4.2.24)
ict’ iyu[)) 0 0 Yu ict

A equacdo (4.2.24) pode ainda ser escrita através da notacdo de Einstein

(Apéndice C), como:

Xlll = ZﬁzlAquv (4.2.25)

onde y; =x, x2 =Y, X3 =Z € y, = ict. Existem muitos aspectos interessantes a
respeito da (4.2.24). Em primeiro lugar, ela introduz o conceito de quadrivetores. Na
mecanica cléssica, a descri¢cdo do movimento € feita através de grandezas como posicéo,
velocidade e aceleracdo que s@o matematicamente representadas por vetores em trés
dimensGes parametrizados pela variavel temporal. Em contrapartida, a relatividade

especial coloca a variavel temporal em pé de igualdade com as outras trés dimensdes
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espaciais, X, Yy, e z introduzindo-a como uma quarta dimensdo trazendo o conceito de
quadrivetor a tona.

A equacdo (4.2.25) corresponde a definicdo do quadrivetor posicdo. Mais ainda,
a matriz A, que aparece na (4.2.24) representa uma operagdo rotagdo (por um angulo
imaginario) mantendo a norma do quadrivetor. Esta rotacdo corresponde a uma rotacao
no espaco de Minkowski’. Assim a mudanca de referencial representada pelas
transformacdes de Lorentz corresponde a uma rotagdo quadridimensional do sistema de

referéncia.

4.3 - TRANSFORMACAO DA ACELERACAO TRIDIMENSIONAL

O célculo das componentes da aceleracdo segue um caminho parecido.

Primeiramente vem o célculo das diferenciais

; dvx(l—uc—vzx)—(vx—u)(—c%)dvx

dvx = > (4.3.1)
uv.
(1_ czx)
que ao ser desenvolvida resulta em
dv, = ——2 (4.3.2)
e (1-52)
Fazendo a divisdo por (4.2.2 d) vem
avy’ 1 1 1 dv
a, = —>—=— ——— 4.3.3
* ac’ vy (1-’%)2 yu(1-25) at ( )
que resulta em
r_ L Ay
a, = M—(l_u%)g (4.3.4)
A diferencial de vy fica:
dvy (1-22)—p,, (-2)dvy
dv, = = Gl e ) (4.3.5)

Yu (l_uvx)z

c?

" Hermann Minkowski (1864 - 1909) foi um matematico alemé&o, que criou e desenvolveu a geometria dos
nimeros e que usou métodos geométricos ndo euclidianos (espaco hiperbdlico), para explicar a teoria da
relatividade.
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e com isso a componente y da aceleracdo em S” fica:

P RN Car: 3 ki SR (4.3.6)
y a vy (1_%)2 Yudt(1-225) e
que apos desenvolvimento vira:
, L ay AxUVy
ay N Yu? (1_ﬂ)2 + Vuzcz(l_uL.sz)3 (437)
CZ
Basta trocar y por z para encontrar a componente z da acelerag&o:
;. L ay AUV,
b = Yz (1-22x)” ey (4.3.8)
CZ
Reunindo as componentes da aceleracdo teremos:
( a = — %
R
, 1 a AUV
(= ﬁ(l_uyﬁ)z ey (4.39a,bec)
c2 yuzcz(l_c_z) '
. = 1 ay AxUVy
z = 2 U\ 2
V; _Uvx _uv
\ * (1 sz) yu2c (1 czx)

As equacdes (4.3.9) definem como relacionar as aceleragdes sofridas por uma
particula de massa m no referencial S com aquelas observadas no sistema S”. Se for

assumida a proporcionalidade entre forca e aceleracao, temos finalmente que

’, 1 F.
R
<Fy'=yi_z iyvx WZV 3 4310a b
ey b Usi0abeo
Bo L Feuv,
R

correspondendo a transformacéo da forca. Ainda que matematicamente corretas, estas
transformacfes ndo correspondem ao que se chama de mecénica relativistica, pois a
conservacdo do momento linear néo foi considerada. Estas equacgdes partem de um
pressuposto equivocado e sdo aqui apresentadas para servir de contraponto com a
formulacéo correta que sera apresentada adiante. A deducéo que levaa (4.3.9abe
c) € baseada na primeira lei em conjugagdo com o principio da relatividade via
transformacdes de Lorentz. A segunda lei aparece, implicitamente, no momento em

gue se assume a proporcionalidade entre a forca e a aceleracdo para definir a (4.3.10
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a,b e c¢) a partir da (4.3.9 a,b e ¢). Quando se considera a conservagdo do momento
linear, que é um resultado direto da terceira lei, chega-se a conclusao que o conceito
de massa tem que ser ampliado, gerando o que se chama de massa relativistica. Isto
é importante, pois engloba a terceira lei de Newton na construcéo da nova mecanica.

Vale, no entanto, ver algumas consequéncias das (4.3.10 a,b e c) antes de seguir adiante.
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5. CONSEQUENCIAS DAS TRANSFORMACOES DE LORENTZ

5.1 - FORCAS ELETROMAGNETICAS |

Tratemos primeiramente de um problema bem simples geralmente colocado no
inicio do curso de eletricidade no ensino secundario. A figura abaixo (figura 5.1), ilustra
duas cargas puntiformes em repouso alinhadas com o eixo z. O fato de serem particulas
carregadas faz com que haja entre elas uma forca elétrica orientada ao longo do eixo z e

dada pela lei de Coulomb.

— O a(+)

| Y R
/’Q(ﬂ "y

X FqQ

Figura 5.1: duas cargas, q e Q, positivas, alinhadas sobre o eixo z a uma distancia r e suas
respectivas forcas.

Tem-se assim,

F=02+00+—L2=F2 (5.1.1)

4TTEy T2

onde r é a distancia entre as cargas, Q é a carga que esta fixa na origem e q é a carga que
estd fixa na posicdo z = r. Podemos usar as (4.3.10) para calcular a forga que um
observador viajando com velocidade u na dire¢do x perceberia. Para tanto basta fazer
F, = E, = 0eaindavx=vy=V;=0jaque aforca Coulombiana € radial e as particulas

se encontram em repouso relativo. Com isso,

E =0
Fy=10 (5.1.2)
’ F,
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ou seja

2
F=—sB2=—2R0-5z (5.1.3)

4TEgYy % 12 4mEy T2

Desenvolvendo e lembrando que ¢? = 1/uqg, temos:

F= — 2 a8 g2z (5.1.4)

4mey T2 41 12

Notando que —u?2 = ux x (—uj) e colocando q em evidéncia vem:

Eo=qf——22+2 2w x (—up)l} = q{== L2+ux[22@x 2|} (515

Atey T2 r2 Atey 12 T 12
Pode-se agora notar que em S”, além da for¢ca Coulombiana uma outra forca deve
estar atuando. O primeiro termo da (5.1.5) corresponde ao campo elétrico E produzido

por Q (equacédo 3.6). O segundo termo também é um vetor que podemos chamar de B.

Com isso,

E,’ = q{E + 1 x B} (5.1.6)

gue ¢é a chamada forca de Lorentz onde

L2, (5.1.7)

Atey 12

.
I

¢ o campo elétrico tal como sugerido pela lei de Coulomb aplicada a uma carga

puntiforme e

B=ERL@x2) (5.1.8)

4T T2

A expressao (5.1.8) ¢ EXATAMENTE a definicdo da lei de Biot-Savart para o
campo magneético gerado pela carga Q se movendo com velocidade constante u na posicéo
da carga g. Este € um resultado extraordinario que merece atencdo. Note que ele foi obtido
assumindo que as transformacdes de Lorentz sdo a maneira correta de se passar de um

referencial ao outro e que a forca elétrica, apenas, € uma interacdo fundamental da
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natureza. O magnetismo é nesse caso uma PREVISAO da Teoria da Relatividade
Especial. Assim, o fenémeno magnético, amplamente comprovado no cotidiano da
humanidade a mais de um milénio, pode ser visto como um efeito relativistico em sua

esséncia. Essa conclusdo permanece valida quando se considera a massa relativistica.

5.2 - CONSERVACAO DO MOMENTO

A lei de conservacdo do momento linear é algo fundamental na Fisica. Do ponto
de vista das leis de Newton ela se origina na terceira lei - acdo e reacdo. Sua aplicacéo
mais comum é em questdes que envolvem colisdes e, como visto no final da secao
(4.3), é o0 elemento que completa a transicdo da mecanica Newtoniana para a
mecanica relativistica. Digno de ser notado é que a versao relativistica da Fisica traz
problemas para a questdo da acdo a distancia e da terceira lei. No entanto, se ficarmos
restritos a questdo das colisdes, onde o contato entre dois objetos define um evento, pode-
se dizer que vale a lei da acdo-reacdo. Nesse ponto podemos considerar a questdo da
colisdo entre duas esferas de massas m¢ e mz, com velocidades iniciais v1 e v2 se movendo
ao longo da direcdo x. Em um determinado instante existe o contato entre as duas esferas
e elas trocam momento linear entre si ficando com velocidades V1 e V2 respectivamente.
O momento linear total, igual a soma dos momentos lineares individuais de cada esfera,
antes e depois da colisdo deve possuir o mesmo valor. Definindo p1 = myvi, p2 = Mav2
para 0s momentos lineares das duas esferas antes da colisdo e P1 = m1V1, P2 = myV2 para

0s momentos lineares das duas esferas depois da colisdo teremos:
p1+p2=P1+P2 (5.2.1a)
ou ainda
mivy + mave = miVi + maVo (5.2.1b)

As velocidades vi, vz, V1 e V2 sdo medidas no referencial S. Do ponto de vista de
S’, que se move com velocidade 1% = uX em relagdo a S, paralelamente ao deslocamento
das massas m1 e m, e definindo p1” = mavi’, p2° = mav2” para os momentos lineares das
duas esferas antes da colisdo e P1" = miV1', P2 = mzV2" para os momentos lineares das
duas esferas depois da colisdo com as velocidades vi",v2",V1i" e V2" medidas em S, a

conservagao do momento linear se escreve como:
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p1"+p2 =P+ P (5.2.2a)
mivi” + mav2” = miVi + maVyo' (5.2.2b)

Se considerarmos a transformacéo de Galileu (2.1) para as velocidades tem-se

vi'=vi—u
V2 =ve—u
Vi =Vi-u (5.2.3a,b,ced)
V2 =Vz2—u
Colocando na (5.2.2b) vem:
m1 (vi-u) + mz (V2-u) = my(Vi-u) +ma(Va-u) (5.2.4)
a qual pode ser reduzida a:
MiVi-MiU+mavze-meu=miVi-miu + maVz- mau (5.2.5)
m1 vi+ mz Vo - (M+my2) u = mg Vi+ mz Vo - (m+my) u (5.2.6)

Os termos envolvendo a velocidade relativa, u, se cancelam e o que resta é exatamente a
(5.2.1b), ou seja, a conservagdo do momento linear € invariante por uma transformacéo
de Galileu, quando consideramos o limite para v «c¢ . Mas vimos que esta
transformacdo é um caso particular da transformacdo de Lorentz que é mais geral e
engloba a teoria eletromagnética. Assim, a composicdo (5.2.3) deve ser substituida pelas
(4.2.8a):

, V1 —u

U = uv,

Tz
v, = (52.7ab ced)

T2

, Vi—u

V= uv;

s

, V, —u

VZ = uVZ

s

e com isso a (5.2.2b) fica

mlvll + mzvzl = lel' + m2V2, (528)
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v1i—u V—u _ Vl—u V1—u
My —mr + My~ = My —p; + My, (5.2.9)
1——2 1——2 1——L 1——1
C C c2 c2

E vantajoso, no entanto, usar a forma (4.2.19) para as velocidades v1",v2",V1~ e

V2. A (5.2.8) fica entdo na forma:

V4 ¥ L ]
mlil’u(m —u) + mzy_zyu(vz —u) = mlr_iy“(vl —u mzr—i)/u(Vz —¥

(5.2.10)
onde
Yu = —= (5.2.11)
(-5)
e
1 1 1 1
V1= V2= > [} = - I; = -
- _ Y2 _nt _ Y
( c? ) (1 c? ) (1 c? ) (1 c? )
1 , 1 1 1
V1= - V2= I = — I, = -
(% 1%
(1-%) (1-%) (1-%) (1-%)
(5.2.12)
Ap0s o cancelamento de y,, e uma pequena manipulacéo algébrica vem:
I I
mly—l,v1+ mzy_z,vz_<m1y_1,+ mzy_2,>u = m1—1,V1+ mz_z,Vz_
1 V2 141 Y2 1 1P
ry I,
(m1 o m F—,z) u (5.2.13)

A (5.2.13) é semelhante a (5.2.6), porém os coeficientes da velocidade relativa, u,
serdo, em geral, diferentes ja que dependem das velocidades de cada esfera antes e depois
da colisdo. Consequentemente, este termo ndo sera cancelado como na (5.2.6) e a
conservacdo do momento linear ndo é mantida quando se vai de S para S”. O problema
sO pode ser resolvido fazendo uma suposi¢do ousada a respeito do conceito de massa.
Esta suposicdo corresponde a generalizacdo da mecanica que é necessaria para a sua
compatibilizacdo com a teoria eletromagnética. Antes, porém, convém examinar a
situacdo onde o referencial S” é o centro de massa. Nesse caso, a soma dos momentos

lineares em S” deve ser nula e a velocidade relativa u deve ser igual a velocidade do centro
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de massa vista por S. Sera admitido que as massas das esferas no referencial S” sejam m;
e m,, portanto diferentes daquelas percebidas em S. Com isso a soma dos momentos
lineares das duas esferas em S” fica:

m; v, + myv,” = 0 (5.2.15)
jaque S é o centro de massa. Usando (5.2.7 a,b) e ainda a forma (4.2.19) vem:

y "y
my ﬁ(vl—u)+ mzi(vz—u)zo

m; Z—ivl + mé];—zvz - (ml );—i+ m, );—z)u =0 (5.2.16)

e com isso pode-se isolar u como

m;_y—?'vl + m’zy—,zvz
Y Y

Y1 Y2

que se reduz a velocidade do centro de massaem S

= Dalat Mavy (5.2.18)

mqi+ my

caso facamos m, = m; ;—1 em, = m, %% . Essas relagdes podem ser escritas como:
1

V2

Mm_rm MM (5.2.19a ebh)
Y1 Y1 Y2 Y2

Isso traz a mudanca desejada para o conceito de massa. Nas expressdes acima, Vvé-
se que o lado esquerdo diz respeito apenas a S”, enquanto o lado direito s6 diz respeito a
S. Assim, para as igualdades 5.2.19a e b serem sempre verdadeiras, o valor m/y deve ser
invariante por uma transformacdo de Lorentz, ou seja, deve ter o0 mesmo valor
independentemente do referencial adotado. Em particular, pode-se adotar o chamado
referencial préprio, onde a particula estd em repouso e, portanto, y =1. Tem-se assim 0
significado da massa de repouso, mo, que é o valor da massa que uma particula possui
num sistema que tem ela como referéncia. Este valor € uma propriedade da particula e

independe do referencial. Considerando as (5.2.19) tem-se:

my mq m; myp

” = Z =My Z = Z = Myy (52203. € b)
ou, de forma geral,
m=ymy ==t (5.2.21)
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onde v é a velocidade com que a particula se move em relagdo ao referencial S. Em geral
avelocidade em S, v', sera diferente daquela medida em S, de forma que a massaem S

também sera diferente e igual a

m =ymy= Lz (5.2.22)
1-(v'/c)

Isso significa que se estendermos o conceito de massa de modo a englobar as
transformaces de Lorentz na mecanica, teremos que reconhecer a massa como o valor
de ym e ndo de m apenas. Nasce assim o conceito de massa relativistica que traz de volta
a validade da conservacdo do momento linear, e consequentemente da 32 lei. E instrutivo

seguir essa revalidagédo para outros referenciais que ndo o centro de massa.
Tem-se entdo:
pr+p2=P1+ P2 (5.2.23)
myvi + mave = miVi + mpVo (5.2.24a)

onde agora m: e my sdo as massas relativisticas das esferas 1 e 2 no sistema S, ou seja,

segue-se que
7Mo1v1 + y2Mozvz = T1iMo1Vi + 72mMe2V2 (5.2.253)
7AMo1Va + MozV2 - 11Mo1V1 - 72Mez2V2 =0 (5.2.25b)

onde y1, 2, I'1, e T2 correspondem as (5.2.12) e ainda mot, mo2 S0 as massas de repouso

das duas esferas. Para que a conservacdo de momento seja valida em S devemos ter:
p1" +p2’ =P + P (5.2.26)
miy'vi +m2'v2" =mi"Vi +mVy (5.2.27)

onde agoramz” e my” s&o as massas relativisticas das esferas 1 e 2 no sistema S”, ou seja,

segue-se que
Y1 Mowvi” +y2'MoaVe” =T1'motVe ™ + T'2’mo2V2” (5.2.28)

onde y1',v2", 1", e T2 correspondem as (5.2.12) com mo1 e Mgz sendo as massas de
repouso das duas esferas que sdo invariantes. Pode-se agora usar a (4.2.21a) na (5.2.28)

mais uma vez para as velocidades vistas em S” resultando em:
Mo1y1¥u (V1 — w) + Mozy2 ¥y (V2 — w) = Morly vy, (Vi — w) + Moz, (Vo —u)  (5.2.29)
que apds desenvolvimento:
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yMor(vy — w) + peMoz(v, — u) = Iimor(Vy —w) + omoza(Vo, —uw)  (5.2.30)
7aMo1v1 + y2MozVz - 71Mo1V1 - 72MozVe = U [ 7iMo1 + 72Moz - yaMor - jomoz2]  (5.2.31)

Tendo em vista (5.2.25b) o lado esquerdo da (5.2.31) se anula e como

consequéncia vem:
yiMo1 + Moz = [iMo1 + 72Mo2 (5.2.32)

que representa a lei de conservacao da massa relativistica. Assim, para que a conservagao
do momento linear seja valida em quaisquer referenciais deve-se exigir a validade da
conservacao da massa relativistica. O caso onde S” se movimenta na direcdo X porém as
esferas se movimentam na direcédo y é trivial tendo em vista a (4.2.21 b,c). A conservagéo

do momento se traduz na (5.2.28) que é transformada na (5.2.25a) de imediato.

Em resumo, a teoria da relatividade especial amplia o conceito do momento linear

tridimensional que passa a ser descrito como:

P = y,myv (5.2.33)
px vx 1
onde p=|Py|, V= V|, p = e my, € a massa de repouso da
Dy v, Jl—(v)z( +vi+v5)/c?

particula.

E interessante examinar como o momento linear se transforma quando se vai de S
para S”. Basta acrescentar a massa de repouso nas (4.2.21):
Yooy = VuYuo(Vy — u)

YoMoVy = YpyMgoVy (5.2.344a,bec)

vaovz, = YoMy,
ou ainda

Px = Yu (px - uyvmo)
Py =Dy (5.2.35a, bec)

p; =D
a qual guarda uma certa similaridade com as transformacgdes de Lorentz para o
quadrivetor posicéo (4.2.1 a,b e c). Esta similaridade pode ser explorada para se introduzir
uma quarta componente ao vetor momento linear. As equacoes (4.2.1a) e (5.2.35a) podem

ser escrita como:
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¥ = (= et) = rule = et

) u (5.2.36aeb)
Px =VYu (px - ;vaoc) = Vu(px - ﬁ]’vmoC)

Chamando p; = y,myc vemos que a (5.2.36 b) fica matematicamente similar a
(5.2.36a) com px substituindo x e pt substituindo ct. Podemos formar o quadrivetor
momento linear juntando essa nova componente as trés ja conhecidas: px, py, pz. Fica
faltando a contrapartida de como escrevar p;” em fung&o de px e p: completando o conjunto
de quatro equacOes como sugerido pelas transformac6es de Lorentz e verificando sua
validade. Primeiramente, devemos escrever qual o valor que p: assumira no referencial
S". Uma vez que a massa de repouso, my, e a velocidade da luz, c, sdo invariantes, a
mudanca de referencial s6 mudara o valor de y,,, que sera transformado para y,,. Assim,

tem-se que a quarta componente do momento relativistico em S” serd dada por:
Pe = YoMoC (5.2.37)

Podemos agora usar a relacéo (4.2.19) para fazer a mudanca de referencial. Ela pode ser

escrita como:

(1-22)=(1-p m)—y_ (5.2.38)

c c YvMoC N YuYv

que pode ser manipulada na forma

v =vare(1-8 ) (5.2.39)

Multiplicando ambos os lados por myc vem:

Yomoc = vuvomoc (1 - B &) (5.2.40)

e, identificando os termos, vemos que a (5.2.40) traz a relacdo desejada:

pe = vube (1- 8 &) =1u(pe = B p2) (5.2.41)

As equac0es para a transformacao do quadrimomento ficam:

Py =Dy
pz, =Dz
kpt = )/u(pt - B px)

Px = Yu(ox — BPL)
{ (5.2.42)

que no formato matricial se tornam
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[px] Yu 0 0 _Vuﬁ Px
p,[_| 0 10 o [|p
lpz'| o o1 o |l (5.2.43)
P’ =y 0 0 Yu (23

[Px] [ O 0 B[P
llZZ'le g é 0 8“2 (5.2.44)
ip;’ v 0 0y 1LPe
que pode ainda ser escrita como:
”1,1 = Yo=1 ATy (5.2.46)

onde ; = py, M, = py, T3 = p, € Ty = ip,. A COMparagdo com a (4.2.25) aqui repetida

x’ Yu 0 0 iyuﬁ x
yl 1o 10 olly
7' - 0 0 1 0 VA
ict' ivuB 0 0 ict

deixa evidente que as transformacdes de Lorentz, representadas pela matriz A,,,, atuam

uvr
de forma similar nos dois quadrivetores, momento, 77, e posi¢do, ¥, como ndo poderia
deixar de ser. A quarta componente de 7 admite uma interpretacdo simples quando se

introduz a energia relativistica conforme visto a seguir.

Antes de seguir em frente vale a pena fazer uma observagéo a cerca da matriz A,,,. Como
foi dito anteriormente, ela representa uma rotacao e tais matrizes ndo provocam mudancas
no modulo do vetor que sofre a rotacdo. Em outras palavras, os modulos dos quadrivetores
T e ¥ séo invariantes de Lorentz. Isso significa que 2 e y2 possuem o mesmo valor em
qualquer referencial. Uma discussdo sobre w2 sera feita mais tarde. Para y? temos:
Xe=xi+ i+ i+ 2 =x*+y*+z2%-c%*? (5.2.47 a)
ese y?=yx?
x2+y?+z2—cit? = x?+y? 427 -t (5.2.47 b)

as quais correspondem a generalizacdo das (4.1.8) e (4.1.9). Esta grandeza é denominada

intervalo e representa o médulo do quadrivetor posicgao.
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Assim, a maneira de recuperar o carater vetorial das grandezas Fisicas
dentro do contexto da relatividade é perceber a quarta dimensdo como algo
Importante para a descricdo da realidade. Assim, devem ser definidas a
quadrivelocidade e o quadrimomento e em seguida mostrar que as leis de
conservacdo sdo recuperadas nesse caso. Vale uma analogia para um mundo
bidimensional. Imagine um vetor no plano xy que seja girado em qualquer direcao,

mas mantido no plano original. Seu mddulo permanecerd o mesmo e igual a

VX2 +yZ%. No entanto, se ele for girado na direcdo z, suas componentes x e y
diminuirdo de tamanho. Assim o mdédulo xy de um vetor 3D néo é preservado, pois,
deve-se somar a contribuicdo da componente z. O que acontece na relatividade é
algo parecido. As transformacdes de Lorentz consistem em uma rotagdo num espaco
4D e por isso a cinematica e a dinamica 3D ficam "'estranhas' no sentido de néo

satisfazer o bom-senso de alguém que mora em 3D.

5.3 - DINAMICA RELATIVISTICA.

Vimos que para a 3% lei de Newton ter sentido no contexto da relatividade é preciso

reconhecer 0 momento linear como sendo dado pela (5.2.33) aqui repetida
P = VoMoV (5.3.1)

Com essa providéncia tomada, a dindmica relativistica em um dado referencial S
fica definida pela variacdo temporal do momento linear, ou seja, a segunda lei de Newton
na forma da equacéo (2.3.1) continua valida, porém, deve-se usar a (5.3.1) como definigado

de momento linear:

F =9 _ dromov (5.3.2)
dt dt

A energia relativistica pode entdo ser definida da mesma forma que o caso classico
considerando que o trabalho da forca resultante é igual a variacdo da energia cinética. A

taxa de variagao da energia cinética, K, é dada pela (2.3.8)

aK = dp
p="2_F. P,
dt dt

<
Il

|
U

(5.3.3)

que no contexto relativistico fica
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dK _ dyy,mgv
dat ~ dt

5 =mp 2. 5 (5.3.4)

Desenvolvendo a derivada do produto e o produto interno vem

.UZ
dK _ @ s o) (5, 4,
— = Mo [yvdt VU v]—mo [y,, TV (5.3.5)

<

dt

d ~
O valor de % pode ser entdo calculado como

@) - (D00 (-2)k-

v2
vav 3 _ ﬁd<7>

c2dt’V T c2 dt (5.3.6)
Assim,
2 2 2
w_ [ ), a2
— = Mo [Vvd_i +1 S| = me— [1 +¥ C_z] (5.3.7)
O termo entre colchetes vale
v? v2/c? 1
1+ VUZC—Z =1+ 1-v2/c? = 1-v2/c? = VUZ (5'3'8)
Assim,
1,2
dK al~
— = Mo¥s ii) (5.3.9)

VZ

dl—

Pode-se agora inverter a (5.3.6) para escrever c? Ly — V3 (2)
dt

i que substituindo

na (5.3.9) produz

dK ayy
— = myc? d—yt (5.3.10)

ou ainda
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moc?

A (5.3.11) pode ser integrada como
_(vf moc?
[dK = fvi d\/#z/cz (5.3.12)

Se a particula estiver inicialmente em repouso Ki = 0 e vi = 0 resultando em

moc?
K = \/#Z/CZ - m0c2 (5313)

A equacao acima mostra que a energia cinética da particula relativistica € obtida
por uma subtracdo de dois termos. O segundo termo consiste na chamada energia de
repouso, ou seja, € a energia que a particula tem pelo falo de possuir massa de repouso.

O primeiro termo € entdo a energia total da particula, E. Com isso, teremos

E = mc? (5.3.14)
onde
_ Mo
m = == (5.3.15)

é a massa relativistica ja encontrada em (5.2.22). A (5.3.14) é das mais famosas equacdes
da Fisica. E também importante notar que a energia relativistica esta relacionada a
componente temporal do quadrimomento. Comparando a (5.3.14) com a (5.2.37) vé-se

que
E = p.c (5.3.16)

que é a relacdo mencionada no fim da se¢éo anterior, ou seja, 0 quadrimomento pode ser
escrito em termos das componentes do momento linear tridimensional e da energia

relativistica como se segue.
Ty =Py, Ty =Py, T3 =Py €Ty = i% (5.3.17)
Retomando a discussdo sobre os mddulos dos quadrivetores temos que
n? =n? 4+ nj 4+ 13 +1i =p + %+ 0l - f—j (5.3.18)

desenvolvendo os quadrados vem
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2 (pec) ?

Px” +py* + 1, e (romovy)* +
2
(vaovy) + (vaovz)z - (vaoc)z (5-3-19)
ou
2 c2—p2

vimiv? — y2mic? = MG e = —m3c? (5.3.20)

Como esperado, o valor de n2 € um invariante de Lorentz. Pode-se retornar a equacéo
(5.3.18) para se chegar na relagdo relativistica entre energia e momento linear (chamada

de relacdo de dispersdo). Tem-se

2

P + Py + 0,7 — o = —mic? (5.3.20)
que se torna
p%c? — E? = —mic* (5.3.22)
jaque p? = p,° + py? + p,% ou, finalmente,
E? = p%c? + m3c* (5.3.23)
que ¢ a relacao desejada.

A mesma discussdo pode ser feita para o referencial S”. Basta trocar o momento
linear para dp’e o tempo para dt” na (5.3.2). A sequéncia da deducdo é imediata. Em

resumo, para o referencial S, a segunda lei de Newton em trés dimensdes se escreve

F =20 _ drvmov (5.3.24a)
dt dt
enguanto para o referencial S” vem
F =9 _ d¥ymev (5.3.24b)
dt dt

Resta o problema de como escrever uma em rela¢do a outra quando S se move em
relacdo a S com velocidade u, ou seja, devemos ser capazes de escrever expressoes
similares as (4.3.9 a, b, ¢) ligando as equacdes (5.3.24a e b) através de uma transformacéo

de Lorentz. Deve ser notado que a forca tridimensional ndo se comporta mais como um
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vetor, pois a diferencial dt (ou dt”) muda conforme o referencial e introduz distorgdes
como aquelas vistas para 0 caso da composicdo de velocidades discutida apos a

apresentacdo da equacéo (4.2.8).

A maneira de resolver esse impasse vem considerando-se a ideia do referencial
proprio no qual a massa de repouso foi definida (5.2.20). No referencial proprio, aquele
que tem a particula como referéncia, os deslocamentos espaciais da particula: dx, dy e
dz sdo, obviamente, nulos e ela s6 possuira apenas a quarta componente, icdt, operando.
O intervalo, dado pelas equages (5.2.47a e b), fica definido como —c2dt?, ou —c?dz?,
adotando a letra grega tau para a coordenada do tempo no referencial préprio. Para

qualquer outro referencial teremos o intervalo escrito como
dx? + dy? + dz? — c?dt? = dr? — c%dt? (5.3.25)
e com isso vem
dr? — c?dt? = —c?dr? (5.3.26)

que pode ser simplificada em

2 2
c2dr? = c2dt? [1 - (dT”‘“) ] = c2dt? [1 - (E) ] (5.3.27)
e, finalmente,
dt? = dt? /y2 (5.3.28)
ou ainda
dt = dt/y, (5.3.29)

Tendo isso em mente pode-se seguir na definicdo da forca relativistica partindo

da diferencial das equacdes (5.2.42):

dp,” = vu(dp, — Bdp;)
dp,” = dp,
dpz, = dpz

dp; = vu(dp, — B dpy)

(5.3.30)

Dividindo por dt tem-se
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px, Px Pt
—_— —_—

dat’ dt dt
dpy’ i dpy
dv' ~ dr
4 dny _ vy (5.3.31)
dt’ dt

dpe _ , (P _ 5 dPx
kdﬂf'_yu(d‘r ﬁ d‘r)
como, por definicdo dt” = dt, a grandeza dp/dt se comporta como um quadrivetor e é

chamada de forca de Minkovsky. Em termos matriciais a (5.3.31) pode ser escrita como:

[Px | Yu 0 0 ipp Px
alpy[_[ o 1 0 o0 |afp
d‘rl P, | 10 0 1 0 |dr|Dz (5.3.32)
lipt’J iyu# 0 0 Yu Pt
ou, usando o somatorio vem
dm, dm,
% = 23=1Auv d—”T (5.3.33)

Para cada componente do quadrimomento. Para completar a tarefa, podemos usar

agora a definicdo do tempo préprio para cada um dos referenciais, ou seja, devemos

utilizar
dr =% =2 (5.3.34)
Yv Yv
na (5.3.33) o que resulta em
,dm, dm,
1% d_tu = ZgzlAquvd_nt (5.3.39)
e entdo, usando a (4.2.19), vem
Ay _ va Yo Ay _ g4 _ 1 dm
ar = Zv=1hw o = o= A o) (5.3.36)
e
Voltando a notacdo matricial:
[Fx’] 1 0 0 BT Fx
| E7 | 1 0 1/v, 0 011F
= 3.37
B 700 0 am ok (53:37)
iF,’ iB o 1lLF

que contém as transformacdes desejadas para a forca e € o que define a dindmica
relativistica. Em termos do um sistema a (5.3.37) é escrita como:
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( F — Fx_u‘i)Ft
)
K= yu(fﬂ)
4 e (5.3.38 a, b, ced)
F‘Z’ = Z'U.'IJ
w(1-F)
F.’ iBFy+iF:
(T

Deve ser notado que o conjunto (5.3.38) é diferente daquele citado em (4.3.10).
Como apresentado naquela secéo, o conjunto (4.3.10) ndo contém a 3a lei de Newton
embutida e assim o que deve ser usado € o conjunto (5.3.38). Convém assim rever o
resultado da secdo 5.1 sobre a lei de Biot-Savart ja que ela foi baseada no conjunto errado

de equac0es.

5.4 - FORCAS ELETROMAGNETICAS Il

Na secdo 5.1 foi tratado o problema da interagdo entre duas cargas puntiformes

alinhadas com o eixo z em repouso no sistema S. Em S a lei de Coulomb ¢é escrita como:

F=02+09+—L2=F2 (5.4.1)

onde r € a distancia entre as cargas, Q € a carga que esta fixa na origem e q é a carga que
esta fixa na posicdo z = r. Ao invés das (4.3.10) devemos usar as (5.3.39) para calcular a
forca que um observador viajando com velocidade u na direcdo x perceberia. Para tanto
basta fazer F, = F, = F, = 0e ainda vx = vy = v, = 0 ja que a forca Coulombiana é

radial e as particulas se encontram em repouso relativo. Com isso,

(E =0
E/ =0

LFZ,: )Z_Zz (5.4.2)
F, =0

ou seja, temos o mesmo resultado que aquele apontado na (5.1.2). Segue-se
imediatamente a deducdo da secdo 5.1 o que resulta na (5.1.6) e nas (5.1.7) e (5.1.8)
corroborando a discusséo feita no final da se¢éo (5.1). O caso analisado foi simples e isso

evidencia as inconsisténcias das equacdes (4.3.10).
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6. INTRODUCAO AO PRODUTO

O trabalho foi desenvolvido com base na pesquisa dos livros didaticos
apresentados pela SEEDUC RJ, no ano de 2011, para serem avaliados e adotados pelos
professores nos anos de 2012, 2013 e 2014 (ver apéndice A). Esta pesquisa visou verificar
a presenca do tema TR, incluido no ensino médio através do CM nos livros didaticos
disponiveis para as escolas estaduais e verificar a se os critérios adotados pelo PNLD s&o
atendidos, quando se refere ao tema.

A verificagdo dos livros partiu dos seguintes critérios®:

e Presenca do tema nos livros didaticos;

e Verificagdo de erros conceituais/visuais;
e Desenvolvimento matematico utilizado;
e Contextualizacao;

e Abordagem historica e social (construcdo do conhecimento).

A partir do resultado obtido no diagnostico dos livros, foi desenvolvido um perfil
do livro didatico quanto ao tema TR, revelando que o tema quando presente esta situado
no volume 3, destinado a turmas de 3° ano do ensino medio e ndo no volume 1, destinado
a turmas de 1° ano, revelando a inexisténcia do tema nos livros didaticos destinados ao
primeiro ano do ensino médio.

Tendo em vista que o tema relatividade ndo estava presente na pratica docente e
que estes, em sua maioria, tenham tido o ultimo contato com o tema durante a formacéo
universitaria, € adequada a confeccdo de um material para auxiliar o professor em sua
tarefa. Através de uma revisdo de literatura, foi criado um material para atualizacéo
profissional, visando a valorizagdo dos aspectos histéricos que permitam ao docente
compreender a elaboracdo da TR como uma teoria de unificagdo e assim, trabalhar o
assunto em sala de aula de forma a interligar conhecimentos e proporcionar aos alunos

um aprendizado significativo® (MOREIRA, 2006), melhorando a qualidade do ensino.

8 Os critérios utilizados foram adaptados a partir da avaliagdo do PNLD, para atender a especificidade do
tema da pesquisa, TR.

® Entende-se por aprendizado significativo o processo por meio do qual uma nova informagéo relaciona-
se, de maneira substantiva, a um aspecto relevante da estrutura de conhecimento do individuo.
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7. RESULTADOS

A pesquisa revelou a total auséncia do tema Teoria da Relatividade Especial no
volume 1, destinado a turmas de primeiro ano do ensino medio, nos livros didaticos
pesquisados. O tema esta inserido no volume 3, destinado ao terceiro ano do ensino
meédio. Os capitulos que abordam o tema o fazem de maneira superficial e com pouca
valorizacdo da construcdo do conhecimento e dos aspectos historicos. Trés livros
pesquisados apresentam pequenos erros que ndo interferem na compreensdo do tema e
podem ser facilmente apontados pelos professores. A tabela (7.1) relaciona cada livro

didatico a sua avaliagdo quanto a presenca do tema, a abordagem histérica e presenca de

erros.
Tabela 7.1: Relagdo dos livros e sua respectiva avaliagdo quanto aos critérios adotados.
Presenca
Livros do tema Abordagem Histérica ACECTEICCIES
TR. conceituais/ imagens

Apesar de a leitura das se¢fes que
abordam a historia da ciéncia ser
incentivada, esse aspecto é pouco
Vol. Ill explorado didaticamente, em funcéo de
um tratamento algumas vezes
superficial das questdes historicas e
epistemoldgicas.

Compreendendo a

Fisica O tratamento dado a histéria da ciéncia
€ superior ao que se costuma encontrar
em obras congéneres, embora
reproduza alguns equivocos e
imprecisdes comuns, o que ndo chega a
comprometer a qualidade do material.

Vol. 1l

Livro com poucos aspectos

Conexdes com a relacionados a histdria da ciéncia, na
Fisica perspectiva de complementar essa

discussdo e com vistas a possibilitar
uma abordagem, em maior

Vol. Ill profundidade, desses aspectos. O
manual do professor apresenta

subsidios, quer através de orientacoes,

quer pela inser¢do de textos especificos

sobre historia da ciéncia ou pela
indicagdo de referéncias.

Conexdes coma (=
Ijjsma
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Fisica — ciéncia e
tecnologia

Vol. Ill

As referéncias a histéria da ciéncia
aparecem em biografias de cientistas e
em relatos de suas descobertas. No
entanto, em alguns casos, 0 texto
resume-se a apresentar a fotografia de
um cientista e a indicacdo de suas datas
de nascimento e morte.

Incoeréncia na notagdo
adotada. O texto
apresenta um equivoco
qguanto ao tempo e o
tempo préprio.

Vol. 1l

Oferece oportunidades de reflexdes
sobre as interacOes entre ciéncia,
tecnologia, sociedade e ambiente e
sobre o papel de aspectos da histéria da
ciéncia na constituicdo do
conhecimento fisico sistematizado. Sao
apresentadas atividades envolvendo
elementos da histéria da ciéncia, que
facilitam a compreenséo de aspectos
epistemoldgicos do processo de
construgdo de teorias e suas interacdes
sociais.

Algumas datas
incorretas. O texto data
a teoria da relatividade

geral em 1905.

Vol. Ill

Apresenta o desenvolvimento dos
conhecimentos fisicos para se chegar a
compreender as suas formulag6es mais
atuais, como resultado de um longo
processo de construcéo coletiva da
humanidade, a partir do trabalho de
muitas mentes ao longo da historia.

aula

Pouco desenvolvimento de aspectos

histéricos e da construgdo do
conhecimento. O livro apresenta textos
complementares ao final de cada
capitulo, que buscam suprir a caréncia
historica através de curtas biografias e
datas relacionadas aos temas abordados.

contragdo do espaco.
Cita a contragdo como

ambos os referenciais,
quando na realidade é a

Equivoco na
representa¢do da

uma realidade em

percepgao que um
referencial (estatico)
apresenta do
referencial em
movimento.

Fisica e

realidade
.-
Fisica:

realidade

Ha referéncias ao processo de producéo
dos conhecimentos cientificos como
causa e solugdo de problemas sociais
atuais, caracteriza a Fisica como uma
ciéncia em transformacéo
possibilitando a discussdo do carater
provisério do conhecimento cientifico
como um todo. Os tdpicos de Fisica
moderna caracterizam-se por explorar
as rupturas produzidas na estrutura
conceitual da Fisica, na passagem do

século XIX para o século XX, inclusive
envolvendo o conceito de paradigma do

ponto de vista epistemoldgico.
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Fisica para o

Os contetdos programados sao tratados
Fisica em com uma forte atencéo a sua
contextos — historicidade.~Séo mos_trad_as situag_c")es
pessoal — social de colaboracdo entre cientistas, assim
— historico

como algumas polémicas, controvérsias e
mudancas paradigmaticas na historia da
ciéncia. Enfatiza-se, assim, a ideia de

apresenta A s ..

que a ciéncia é uma atividade humana,
atR em constante evolucdo, sujeita a
condicionamentos historicos,
socioculturais e econdmicos, fruto de
acOes de grandes cientistas, influenciadas
pelo intercdAmbio de informagdes e pela
cooperacao entre eles.

Nao

ensino médio

Embora ndo se destaque pela abordagem
historica da Fisica, € nitida, a partir dos
textos apresentados, a preocupacéo em
ndo transformar a histéria da ciéncia
numa sequéncia de pequenas gotas

Vol. llI

biograficas de cientistas famosos.
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8. CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho busca abordar um problema presente no cotidiano docente e
dar ao professor uma ferramenta para seu aprimoramento. Os trabalhos encontrados, em
uma pesquisa preliminar, referentes a Teoria da Relatividade Especial, trazem propostas
de aula e ndo a melhoria da qualificacédo do profissional atuante em sala de aula. Esta
pesquisa mostra-se relevante dada a realidade docente e a mudanca recente do curriculo
a ser adotado pelas escolas publicas estaduais.

A compreenséo deste tema € de tamanha relevancia que seria impossivel imaginar
a sociedade atual, com toda sua tecnologia de informacgéo sem o desenvolvimento da TR.
Assim, o estudo deste tema no ensino médio possibilita ao aluno uma melhor visdo de
como a ciéncia € construida e ampliada, tornando-se um livro em aberto e infindavel.
Cabe ao professor possibilitar ao aluno uma visao clara que o torne critico e capaz de
avaliar temas contemporéneos com um minimo de conhecimento acerca da Fisica
moderna. Para este discurso tornar-se realidade € fundamental que o docente tenha
dominio e seguranca ao abordar temas como a TR e para tal justifica-se um
aprimoramento periddico e permanente deste profissional.

A TR apresenta-se como um gancho para um posterior desenvolvimento da Fisica
moderna em sala de aula. Na medida em que o assunto é abordado historicamente, torna-
se possivel que o professor construa um desencadeamento logico que facilite a
compreenséo do aluno.

O arcabougo do conhecimento fisico foi ampliado, em decorréncia de rupturas
com conceitos e significados classicos. Teorias como a Relatividade e a Mecénica
Quantica tém servido de suporte na producdo de novos conhecimentos em um novo
panorama cientifico. Portanto, a penetracdo da Fisica Moderna e Contemporanea na
comunidade em geral, através das tecnologias e da midia, torna necessaria a atencao,
empenho e qualificagdo docente. Buscando suprir questionamentos e a necessidade de
formar um cidad&o apto a uma leitura mais ampla do mundo a sua volta.

Ha atualmente uma tentativa das editoras de aproximar os livros didaticos ao
curriculo minimo da SEEDUC RJ, no entanto, o tema Teoria da Relatividade Especial
continua obscuro ou ausente. A propria SEEDUC RJ vem disponibilizando material de
apoio, através de um portal na internet, para seus professores, facilitando a pratica
docente, no entanto, tal material ndo preza o aperfeicoamento docente, pois faz uso de
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uma linguagem voltada exclusivamente para alunos. E necessario que o professor busque

formas alternativas para suprir esta caréncia.

62



REFERENCIAS

BRASIL. Ministério da Educacdo. Fundo Nacional de Desenvolvimento da Educa¢do. Guia de
livros didaticos PNLD 2012 [Fisica]. Disponivel em:
<http://www.fnde.gov.br/index.php/downloads/pnld/pnld2012/guia2012/5507-
guiapnld2012fisica/download>. Acesso em: 10 set. 2012.

CACHAPUZ, A; CARVALHO, A. M. P.; GIZ-PEREZ, D. A necessaria renovagéo do Ensino
de Ciéncias. Sao Paulo: Cortez, 2005. Disponivel em:
<http://www.apeoesp.org.br/d/sistema/publicacoes/146/arquivo/revista-de-ciencias.pdf>.
Acessado em: 01 jun. 2012.

CONTRERAS, J. Autonomia de professores. (1989) Traducao de Sandra Trabucco Valenzuela.
Sé&o Paulo: Cortez, 2002, p.296.

LAKATOS, I. Historia da ciéncia e suas reconstrucdes racionais. In: ANDRE, J. M. Da Historia
das ciéncias a Filosofia da ciéncia. RevistaFilosofica de Coimbra. Coimbra, n. 10, p. 315-359,
1996. Disponivel em: <http://saavedrafajardo.um.es/WEB/archivos/Coimbra/10/Coimbral0-
02.pdf>. Acesso em: 10 jul. 2012.

MION, R.; ANGOTTI, J. A. P. Em busca de um perfil epistemoldgico para a pratica
educacional em educagdo em ciéncias.Ciéncia e Educacdo,v. 11, n. 2, p. 165-180, 2005.
Disponivel em: <http://www.scielo.br/pdf/ciedu/v11n2/01.pdf>. Acesso em: 10 jul. 2012

MOREIRA, M. A. Aprendizagem significativa: da visdo classica a visao critica.
IN:VENCONTRO INTERNACIONAL SOBRE APRENDIZAGEM SIGNIFICATIVA, Madrid,
Espanha, set. 2006, Anais... Espanha 2006. Disponivel em:
<http://www.if.ufrgs.br/~moreira/visaoclasicavisaocritica.pdf>. Acesso em: 20 set. 2012.

QUEIROZ, et al. Ensino de Ciéncias de qualidade na perspectiva dos professores de nivel
médio: construindo uma comunidade de pesquisadores. RBPG, Politicas Capes, Brasilia, v. 9,
n. 16, p. 231 - 258, abr. 2012. Disponivel em:
<http://lwwwz2.capes.gov.br/rbpg/images/stories/downloads/RBPG/vol.9 _16/s2-cap8.pdf>.
Acesso em: 10 jul. 2012.

RODRIGUES, Carlos Daniel; PIETROCOLA, Mauricio. Abordagem da relatividade restrita em
livros didaticos do ensino medio e a transposi¢édo didatica. In: I ENCONTRO NACIONAL DE
PESQUISA E EDUCACAO EM CIENCIAS, 1999, Valinhos. Florianépolis: OPM CED/
UFSC, 1999. Disponivel
em:<www.nupic.fe.usp.br/Publicacoes/congressos/Carlos_Daniel_Ofugi_

Rodrigues. A_ ABORDAGEM_DA_RELATIVIDADE_RESTRITA_EM_LIVROS_DIDATIC
OS.pdf> Acesso em: 01 jun. 2013.

SAVIANI, Demerval. Educacdo: do senso comum a consciéncia filosofica. 10. ed. Sao Paulo:
Cortez Editora, 1991. Disponivel em: <http://www.visionvox.com.br/biblioteca/d/demerval-
saviani-do-senso-comum-consciencia-filosofica.pdf>. Acesso em: 01 jun. 2012.

63


http://www.fnde.gov.br/index.php/downloads/pnld/pnld2012/guia2012/5507-guiapnld2012fisica/download
http://www.fnde.gov.br/index.php/downloads/pnld/pnld2012/guia2012/5507-guiapnld2012fisica/download
http://www.apeoesp.org.br/d/sistema/publicacoes/146/arquivo/revista-de-ciencias.pdf
http://saavedrafajardo.um.es/WEB/archivos/Coimbra/10/Coimbra10-02.pdf
http://saavedrafajardo.um.es/WEB/archivos/Coimbra/10/Coimbra10-02.pdf
http://www.scielo.br/pdf/ciedu/v11n2/01.pdf
http://www.if.ufrgs.br/~moreira/visaoclasicavisaocritica.pdf
http://www2.capes.gov.br/rbpg/images/stories/downloads/RBPG/vol.9_16/s2-cap8.pdf
file:///C:/Users/ligia/Desktop/www.nupic.fe.usp.br/Publicacoes/congressos/Carlos_Daniel_Ofugi_%20Rodrigues_A_ABORDAGEM_DA_RELATIVIDADE_RESTRITA_EM_LIVROS_DIDATICOS.pdf
file:///C:/Users/ligia/Desktop/www.nupic.fe.usp.br/Publicacoes/congressos/Carlos_Daniel_Ofugi_%20Rodrigues_A_ABORDAGEM_DA_RELATIVIDADE_RESTRITA_EM_LIVROS_DIDATICOS.pdf
file:///C:/Users/ligia/Desktop/www.nupic.fe.usp.br/Publicacoes/congressos/Carlos_Daniel_Ofugi_%20Rodrigues_A_ABORDAGEM_DA_RELATIVIDADE_RESTRITA_EM_LIVROS_DIDATICOS.pdf
http://www.visionvox.com.br/biblioteca/d/demerval-saviani-do-senso-comum-consciencia-filosofica.pdf
http://www.visionvox.com.br/biblioteca/d/demerval-saviani-do-senso-comum-consciencia-filosofica.pdf

BIBLIOGRAFIA

BARRETO, M. Fisica - Einstein para o ensino médio. Rio de janeiro:EditoraPapirus, 2009.

EINSTEIN, A.; INFELD, L. A evolugdo da Fisica. Tradugdo: Giasone Rebud. Rio de
Janeiro:Editora Zahar, 2008.

EINSTEIN, A.On the electrodynamics of moving bodies. 30 jun. 1905. Tradu¢édo do original:
Zur Elektrodynamik bewegter Kérper, In: Annalen der Physik. n. 17, p. 891, 1905. Disponivel
em: <http://www.fourmilab.ch/etexts/einstein/specrel/>. Acessado em: 10 jun. 2012.

BARRETO, M. Einstein para o ensino médio. Campinas: Papirus, 2009.

BRASIL. Lei de Diretrizes e Bases da Educac¢édo Nacional. Lei no 9.394, de 20 de dezembro
de 1996. Estabelece as diretrizes e bases da educacdo nacional. Brasilia: DF, 1996.

BRASIL. Ministério da Educacdo e Cultura. Secretaria de Educacdo Bésica. Parametros
curriculares nacionais para o ensino médio. Brasilia: DF, 2000.

GRIFFITHS, David J. Eletrodindmica. Traducdo: Heloisa Coimbra. So Paulo:Editora
Pearson,ed.3, 2011.

HEWITT, Paul G.Fisica Conceitual. Traducdo: Trieste Freire Ricci. Porto Alegre:Editora
Bookman, ed. 9, 2008.

KENNEDY, Robert E. A student's guide to Einstein's major papers. USA: EditoraOxford,
2012.

KNIGHT, Randall D. Fisica - Uma abordagem estratégica. Porto Alegre:EditoraBookman,
v.3, 20009.

NUSSENZVEIG, H. Moysés. Curso de Fisica Basica. Rio de Janeiro:Editora Blucher, v.4,
1998.

RUSSELL, Bertrand. ABC da Relatividade. Rio de Janeiro:EditoraZahar, 2005.

FEYNMAN, R. P.; LEIGHTON, R. B.; SANDS, M. The Feynman lectures on physics
Massachussetts: Addison-Wesley, 1965. 3 v., v. 1.

MOSCA, G.; TIPLER, P. A. Fisica para cientistas e engenheiros. 6. ed. Rio de Janeiro:LTC,
2009. 3 v.

THORNTON, S. T.; MARION, J. B. Classical dynamics of particles and systems. 5. ed.
Belmont: Brooks Cole, 2003.

TIPLER, P. A.; LLEWELLYN, R. A. Fisica moderna. Rio de Janeiro: LTC, 2006.

64


http://www.fourmilab.ch/etexts/einstein/specrel/

APENDICE A - Relag#o dos livros avaliados quanto ao tema Teoria da Relatividade.

Disponibilizado através do Guia PNLD — 2012.

CURSO DE FiSICA

Antbnio Ma&ximo Ribeiro da Luz
Beatriz Alvarenga Alvarez
Editora Scipione

COMPREENDENDO A FISICA
Alberto Gaspar
Editora Atica

CONEXOES COM A FiSICA
Blaidi Sant’Anna

Gloria Martini

Hugo Carneiro Reis

Walter Spinelli

Editora Moderna

FISICA — CIENCIA ETECNOLOGIA
Carlos Magno A. Torres

Nicolau Gilberto Ferraro

Paulo Antonio de Toledo Soares

Editora Moderna

QUANTA FISICA

Carlos Aparecido Kantor
Lilio Alonso Paoliello Junior
Luis Carlos de Menezes
Marcelo de Carvalho Bonetti
Osvaldo Canato Junior
Viviane Moraes Alves
Editora PD

FISICA
Gualter, Helou, Newton
Editora Saraiva

FISICA AULA POR AULA
Benigno Barreto Filho
Claudio Xavier da Silva
Editora FTD

FISICA E REALIDADE
Aurélio Gongalves Filho
Carlos Toscano

Editora Scipione

FISICA EM CONTEXTOS —PESSOAL —
SOCIAL -HISTORICO

Alexander Pogibin

Mauricio Pietrocola

Renata de Andrade

Talita Raquel Romero

Editora FTD

FiSICA PA RA O ENSINOMEDIO

Fuke, Kazuhito
Editora Saraiva

65



APENDICE B - Proposta para explicar a sintese das equaces de Maxwell em uma Unica

equacao.

Neste apéndice fica demonstrado como usar a formulagéo potencial do eletromagnetismo de

modo a reduzir esta teoria a uma Unica equacao. O intuito é ilustrar como as Equagdes de

Maxwell podem ser unificadas.

V.Ezip
€o
V.B =
VXE = _6_B
at

0E
VXB =Ho]‘ﬂ0£o§

Reescrevendo as equactes de Maxwell a partir de potenciais A e V.

A — potencial vetorial associado ao campo magnético B;

V — potencial escalar associado ao campo elétrico E.
B=VxA (v)
Substituindo a equacéo (v) na equacdo (iii), temos:

VXE = o5
ot

0
VXE=——(VXA
X at( X A)

0A
VXE+VX—=0
Jt

0A
Vx<E+—>=0
ot

. : 24 .
Na equagéo acima podemos associar ao termo (E + E) um potencial escalar V.

0A

E + En =-=-VV

0A _
E=-VV - ET (vi)
Substituindo (vi) em (i), temos:

1
V.E = gp
0A 1

(v -5) =5

(0
(i0)
(iii)

(iv)
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4] 1 0 1
V2 — — S 2 — S
Al 4 5% (VA) o p - VeV + 3 (VA) o p
Substituindo (v) e (vi) em (iv), temos:

O0E
VXB :.Uof—ﬂoeoa

0 04
VX (VX A) = o] ~ ofo 5 (~TV — 5
VX (VXA)=po] — ﬂogova_v - ﬂogo@
ot ot?
V(VA) = VA = uoJ — pogoV 5+ il liofoaz_A
ot ot?

) 924 ov 3
VeA ~Hofog | T V(VA +ﬂo£0§) = —poJ (vii)
A equacdo acima sintetiza as quatro equacdes de Maxwell. Aplicando a condi¢édo do

calibre de Lorentz a equacéo (vii):

10V
VA = — _6_ (calibre de Lorentz)
o2 v
VeA — .Uogo 6 2 V<V1‘1‘|‘.“050 E) = —HUoJ
) 0%A 10V av
VoA — oo 55 3¢2 ( 21 =7t Hogo 6t> = —HoJ

V24— 924 J
E = —
Ho€o 9tz Ho
A equacdo acima pode ser reescrita considerando as constantes py&, COMO 0 inverso da

velocidade da luz ao quadrado.

) 1024
VA — 252 ) = —UoJ (viii)
Considerando o operador de d’Alambert e reescrevendo a equagao (Viii):
2 2 1 az /; .
0c =V — T (d’Alambertiano)

0°A = —p J (ix)
Adotando a notagédo de Einstein na equacgédo acima, temos:

O2A* = —po J*
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Note que a parte temporal do operador d” Alambertiano pode ser escrita considerando uma

coordenada imaginaria:

aZ
2 _v2 _
o*=v d(ct)?
2
2 _ y2
0=V G2
Lembrando que
0?2 9% 02
V2=

+—+
0x?  dy? 0z?
e escrevendo

X1 = X, Xy =Y,X3 =Zex, =Ict

vemos que o d”Alembertiano é uma generalizacdo para 4 dimens@es do Laplaciano.

enquanto

Dai se origina a notagdo de Einstein. O termo quadrivetor também pode ser vislumbrado e
a questdo do tempo como quarta dimensao fica esclarecido. Note que a dimensdo extra é
um imaginario puro.
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APENDICE C - Introducéo a notacio de Einstein.

Considerando a expressédo
J

Temos uma soma sobre todos os valores do indice j. Pode-se observar que o indice sobre o
qual se soma, j , se repete. Isto sempre acontece quando ocorre um somatorio. Einstein
observou esta repeticdo e percebeu que ndo é necessario escrever o simbolo de somatério,
tornando a notagdo mais compacta e elegante. Por exemplo,

zAij = Al]x]
J

D> D ApBiGD = Ay BiGD;
i K

Podemos ainda considerar as derivadas,

a fr—
3 = 01
J _
o, = 02
0 _
o = 03

Esta notacdo € amplamente utilizada na Teoria da Relatividade e eletromagnetismo. Assim,
temos:

3

V-E = ) 0E.
k=1

V.-E — §,E,.

r = X,r,.

k-r = .'rm'!'.r'!'.

I'v * E‘ = 5:;:- _r:ufljlﬂ._EJ._
= pr};\ rf_r:-Ek:I x;;Ekf}k r_r:-
= Xj-,.fh IPE;\:I XPELE'TLP
== prh II;EL:I E‘
= f};‘ X :' E
= f};‘ [TE;‘:' E.
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