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Instrugoes: Os valores de i e j nas questées 1 e 2 sdo os dois dltimos digitos do sen nitmere USP.
Voct deve substitui-los antes de resolver estas' questoes.

I Questao ' 1 I {2 pontos)

'a) Identifique graficamente todas as soluces b) Identifique graficamente o conjunto de
bésicas do policdro abaixo, foruecendo suas solugoes Gtimias do problama  abaixo, ¢
coordenadas ¢ discriminando vértices, vér- demonstre algebricamente sua afirmacao.
tices degenerados; solucoes basicas invidveis :
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a) Vértices: B = (i+1,i+j+2Y, D =

2 __) (i+1,3+1) eC=(i+j+2,i+5+2) (este

SR 1Ak L iltimo é degenerado). R

| 5 l Solugdeés basicas invidveis: A = (0,1+7 +2Y,
F =(i+1,0),C = (i+j+2,0) e E = (0,0)
i : (esta iltima ¢ degenerada).
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b) O conjunto de solugdes dtimas estd indicado pelo segmento de reta que liga os vértices B e D. Os
pontos sao da forma z = (i+1,y)', para qualquer valor de y entre 1+ 1 ¢ 145+ 2. Observe que estes
pontos possuemn valor da fungio objetivo igual a (i--1)-z; = (i+1)2. Por outro lado, todos os pontos
do poliedro devem satisfazer a restricao-—a; < (i + 1) = 2y 2 (i 4 1) = (i+ Dz, > (24 1),
o que garante a otimahdade dos pontos indicados.
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a) Passe o problema da questdo 1 para a forma canénica (PLC).

h) Caleule a solucio associada a base {1,2,5,6} ¢ demonstre que cla é mmn vértice nio-degenerado
(enuncie as definicdes pertinentes)

c) Demonstre que a splugao do item (b) ¢ 6tiina para o (PLC). Dica: considere as restri¢oes de sinal
ativas. * ;
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d) Demonstre que o ponto (0,0,0, —-[:l, D, D_)’ ¢ uma solugao basica e que esta solugao é
vizinha da solugdo do itemn (b).

a) O problema no forma candnica é

( min {2+ 1)x,
s.a. Ty — Ts + T3 = 0
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| Ty seonTe = 0
min cdx )
ou, equivalentemente, { s.a. Ar=0b ; onde ‘
z>0
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b) O conjunto de indices {1,2.5,6} estd associado s colunas A', A% A5, A8, que sdo Li. pois a
matriz B formada por estas colunas & inverstvel:
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1 =i =010 0 -1 00
el L 050510 e S 00
s il MR T e B
0 101 SECIE A0
Por isso estas colungs forrnam uma base, e a solugdo bisica asspciada ¢ a vimnica solucao do sistema
B!

Bip =b, dada porip =B ‘b= | " j 11 . € corresponde ao ponto & = (i+1,i+ 1,0,0,5+1,5+1)

J+1 ‘
(as variduets com indices fora da base foram completadas com zeros). Como este ponto satisferT > 0
ele é mdvel. e por ser uma solucdo hisica midvel ele é um vértice. Camo nenhima des comporientes
associadis a varidveis bdsicas é nula, este vértice é nio-degenerado.



c) A solugao T do item (b) possui o valor (i + 1)? em relagde & funcdo objetrro (i + 1)z, e as

restricoes £y > 0 e 23 > 0 sdo ativas neste ponto. Por causa da sequnde festricao do problema

(—z1+ 24 = —(i + 1)), a restricdo x4 > 0 € equivalente a -1+ +z>00u amda zy 2 (i+1).

Mas. como todo ponto vidvel tem que satisfazer estas res!ngoes isso significa que todo ponto vidvel
" satisfaz T = (i + Dz =2 (i'+ 1) (i4 1) =1, ou seja, 0 ponto T € dlimo para o (PLC).

d) 0 ponto y =(0,0,0, — (i + l) 1+J+2,i+ 7 +2) é ima solugdo hdsica pois mhefn_z as restrigées

de igualdade (Ay = b) e porque as colunas A%, A%, A® associadas @ w # 0 sdo Li. (sdo colunas

da dentidade). Esta solucdo bdsica € invidvel (pois ndo satisfaz y > 0) e além disso é dcgenemda

pois tem menos do que m = 4 componentes ndo-nulas. Uma das possibilidades de se completar as

colunas para formar uma ba.se ¢ utilizar a coluna A'. A base entdo formada {1,4,5,6} difere da

base associada a T em cratamente um indice (4).- ¢ portanto as bases sio adjaccntes. Isso prova

que as solucdes bdsicas corvespondentes lambém sdo adjecentes. O mesmo ergumento podena ser
feito usando-se A® (mas ndo A3!) para completar a base.

C-ons:dere o poliedro (nao -canonico) P = {z € R" | Az = b} (onde A € R™" e b€ R™) e suponha
que P # §. Mostre que ou P nio possui vértices ou entao P = {v} onde v & um vértice,

Sepam -se 0 argumento nos 2 1inicos casos. posswe:s ou (1) P mao possui vérlices. ou (2) P possui
wértices. No caso (1) ndo hd nadn a ser provado. Suponha entio que P possui algum vértice v.
'Entao v £ solugio bdsica, o que indica que existem n restrigoes de P ativas em v ¢ linearmente
mdependentes Estas n linhas linearmente independentes de A geram wm (sub)sistema que possui
solugdo tnica. Como gualquer solugdo vidvel do poliedro precisa satisfazer as mesmas n. restrigoes
de igualdade, gqualquer solucdo vidvel precisa ser gual a v, ou seja. P = {v}.

Outra posszbzl:dade de aryg Ju.mcntagao este poliedro P é um subespaco-afim, e porlanio semnpre que
‘dois ponlos 1,y pertencem a P, a reta que passa por T e y estd contida em P; assim sendo, ou
0 polzedm contém uma reta (e portanto ndo possue vértices), ou enldo el¢ ndo contém um reta (e
portanto possuc pelo menos um vértice v, jd que é ndo-vazio). Mas neste caso ndo podem exigtir
dois ponies distintos pertencentes a P, pois isso. geraria uma reta em P, e logo P = {v}. . -



