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Instrucgoes: Enuncie claramente os argumentos, hipéteses e conclusoes. Escreva as expressoes
3 4 _ —1 = / —1 AJ I —1
literais antes de fazer cada conta (por exemplo xp = B™'b, ¢; = ¢; — gB Al p) = gB™,
dp = —B7'AJ, etc). Esquemas e férmulas sem explicagoes textuais nao serdo aceitos. Os valores
de i e j abaixo sao os dois ultimos digitos do seu nimero USP. Os parametros

o= ., B=] | fy:D e 0=

i+j+2 i+l J+l (41D (G+1)
« o

sao utilizados nas questoes 2 e 4. Voce deve substitui-los antes de resolver estas questoes. Reconfirme
os valores acima verificando que a3y = 9.

min cx

(3 pontos) Considere o problema canénico sa Ar =0 , e sejam x um vértice

x>0
nao-degenerado associado a base B, 7 um indice nao-basico, e d a j-ésima direcao basica.

1. Mostre que d é viavel a partir de z.

2. Supondo que dg # 0, qual é o significado (geométrico) da expressao 6* = Elnino { _dl'Bi} ?
1t Bi< B;

Prove sua afirmacao.

3. Qual é o significado do j-ésimo custo reduzido associado a base B? Prove sua afirmacao.

1. Temos que mostrar que o > 0 t.q. x + ad € P. Temos Ad = ANdy + APdp =
Ald; + Bdg = A7 + B(—B™'A7) = 0 por construgdo, e portanto A(x + ad) = b, Va.
Assim so falta mostrar que 3o > 0 t.q. x4+ad > 0. Como dy > 0, seque que xy+ady >
0, Ya > 0; se dg > 0 temos também que xp + adg > 0, Ya > 0 e portanto d € vidvel.
Suponha por outro lado que dg 2 0; como x é nao-degenerado, seque que xp > 0 e
portanto eziste algum & > 0 tal que xp + adp > 0 (por exemplo, & = 6*), mostrando
que d € vidvel.

2. 0% € o maior tamanho de passo « possivel a partir de x na direcao d mantendo a

viabilidade de x+ad. Para ver isso, seja k tal que dp, <0 e 0" = _dg;B’“ . Como vimos no
k

item (1), para a viabilidade de x+ ad basta se preocupar com as componentes bdsicas tais

B TR,
que dp, < 0; mas neste caso rp, +0*dp, = rp, — ﬁdgi > xp, — d? dp, =z, —xp, =0,
k [

ou seja, x + 0*d € vidvel. Além disso, se o > 0*, teriamos xp, + adp, < vp, + 0*dp, =

g, — fg: dp, = xp, —xp, =0, e portanto x + ad perde a viabilidade para oo > 0*.

k

3. O j-ésimo custo reduzido ¢; = ¢; — ¢y B~1 A7 representa a variagdo da fungao objetivo
na j-ésima direcao bdasica, pois

dx+d)—de=dd=cydy+ dgdp = cj\d/j/—c'BB_lAj = Gj.

=1



min —T3 — X4

(2 pontos) Considere o problema (PLC) ¢ s.a Az =15

x>0
100D 0
-5 =5
A= D[ b= 2
010 0 0
-8

5
001 0 01

e a solugao bésica vidvel associada a base formada pelas varidveis {x1,x2,23}. Construa todas as
dire¢oes basicas a partir desta base, e classifique-as em relagdo ao poliedro como direcoes inviaveis,
viaveis ilimitadas e vidveis limitadas, determinando as solugoes bésicas vizinhas no ultimo caso.
Classifique-as também em relacao a variacao da fungao objetivo como diregoes de descida, de subida
ou invariantes.

A base {x1,x9, 23} estd associada a matriz bdsica B = I e a solu¢ao bdsica vidvel x =
(0,2,0,0,0,0). As diregées bdsicas estao associadas aos indices nao-bdsicos j = 4,5, 6.

| = 4: Temos dg = —B7'A* = —A* = (4,3,0) e portanto d = (8, 3,0,1,0,0)". Como
d > 0, esta direcao € vidvel e ilimitada, pois x + ad > 0, Ya > 0. A variagcao da fung¢ao

objetivo € ¢y = dd = —ds — dy = —1 < 0, logo esta é uma dire¢ao de descida.

j = 5: Temos dg = —B7'A%> = —A% = (6,—7,0) e portanto d = (5,—~,0,0,1,0)".

Como d # 0, esta diregio € limitada pelo tamanho de passo 0* = min;q, <o {_(;B =

% = % > 0, sendo portanto vidvel. A solu¢do bdsica vizinha € y = x + 0*d =
2

(0,2,0,0,0,0)" + %((5, —v,0,0,1,0) = (2—7‘;,0,0,0, %,O)/. A wvariacao da funcao objetivo

€cs =cdd = —d3—dy =0, logo esta é uma direcao invariante em relacao a funcao

objetivo.

j = 6: Temos dg = —B 'A% = —A% = (0,0,—1)" e portanto d = (0,0,—1,0,0,1)".

Como d # 0, esta diregao € limitada por 0* = min;.q, <o {Zf?i = ;233 =0, e portanto
g i 3
a direcao € inviavel. A wvariacdo da fungao objetivo € ¢g = dd = —dz — dy = +1 > 0,

logo esta € uma direcdo de subida.



(25 pontos)

Considere a atualizacao da inversa de base B~! pelo método simplex revisado utilizando um vetor
u = B7'AJ com pivo u;, > 0, que é definida pelas expressoes
1

Bk_l — 7Bk_1
U,

— _ U; _ .
B’L 1 :BZ l_in17 Z:1,7kj_1,k+1,7m
23
que representam as linhas da nova matriz. Verifique que essas féormulas de fato correspondem a in-
versa da nova matriz bédsica formada pelas varidveis {zp,,...,7p,_,,%;,%B., ;- --, 2B, }-
Dica: considere todos os produtos B;'B7, lembrando que para matrizes P e () em geral vale

que Pin = (PQj)i = (PQ)”

1 sei=j

Temos que mostrar que B~'B = I, ou seja, que By ' B/ = I;; = { 0 cc

Temos assim quatro casos a considerar:

i=j =k: Nesse caso B, ' B* = (in_l)Aj = uik(Bk—lAj) = =1,

k

i=k, j#k: Nesse caso B, 'B7 = (u—lkBk_l)Bj = i(Bk_lBj) = i‘,’“j =
1# k, j =k: Nesse caso
B7B* = (B = B A = (BIUAT) = L(BAT) = wp — g =
Uy, Uy, U
1# k, j# k: Nesse caso
=0
: i

_ . , ‘ . o~
BB = (B - B = () - BB = 1 - T = 0

Up U



(2.5 pontos) Resolva, usando o simplex tabular de 2 fases e a regra de “anti-Bland”

(escolher sempre as varidveis de maior indice dentre as varidveis candidatas a entrar ou sair da
base), o seguinte problema:

min —T3 —T4

s.a Dxl +x2 —Xy = 2
1
i+1

1 +Xo +x5 = 2
1
Jj+1

T3 +xg = 0

L1, T2, X3, Ty, Ts5,Te 2 0

Fase I - Inicializacao: Consideramos o problema auxiliar com & varidveis artificiais
Y1, Y2, Y3 € o objetivo miny, + ys + y3, € a base vidvel correspondente a estas varidveis,
com o tableau:

1 1
—4 | =5+ 1 -2 -1 1 -1 -1 0 0 0
Y1 =2 % 1 0 -1 0 0100
Yo = 2 — 1 0 0 1 0010
ys =0 o 0 1 0 0 1001
Por anti-Bland, xg entra na base, e ys3 sai da base:
1 1
—4 —nit -2 0 -1 0 0 0 1
y = - 10-1 00100
Yo = 2 —jﬁ 10 O 10010
xg =10 0O 01 0 01001
Por anti-Bland, x5 entra na base, e yo sai da base:
-2 _z‘%l -10 100011
Yy =2 H% 10 -1 00100
T5 =2 —jﬁ 10 010010
xg =0 0O 01 001O0O0T1
Por anti-Bland, x5 entra na base e vy, sai:
0| 000 000 111
Ty =2 44 10 -100 100
1 1
Ty =2|—57 — ) 00 110 -110
xg =10 001 001 001



Esse tableau é otimo para a Fase I, e como possui valor étimo 0 corresponde a uma
solugao vidvel para o problema original. Como a base € formada apenas por varidveis
originais, podemos aproveitar a parte correspondente as varidveis originais, recalculando
a linha 0 de acordo com a fungdo objetivo original (observando que cg =0):

0| 00 -1 -100
o =2 4 1 0 -100
Ty = 2 —Z.%l — jﬁ 0O 0 1 10
6 =10 00 1 001
Por anti-Bland, x4 entra na base e x5 sai:
1 1
0| =77 — Y 0 -1 010
To = —j% 1 0010
Ty = 2 —H%—jﬁ 0 0110
6 =0 00 1001
Por anti-Bland, x3 entra na base e xg sai:
O|—77—77 000 11
Ty = —5 1 00 10
Ty =2 —Z.J%l — ]ﬁ 00110
r3 =0 001001

Como ¢, < 0, a direcdo bdsica associada a j = 1 é de descida, mas como u < 0, essa
direcao basica € ilimitada, mostrando que o problema original tem valor otimo —oo.



