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Instrucgoes: Enuncie claramente os argumentos, hipéteses e conclusoes. Escreva as expressoes
3 4 _ -1 = / —1 Aj I —1
literais antes de fazer cada conta (por exemplo zp = B™'b, ¢; = ¢; — gB A7, p' = zB,
dp = —B7'AJ, etc). Esquemas e férmulas sem explicagoes textuais nao serdo aceitos. Os valores
de 7 e j usados na questao 2 sao os dois ultimos digitos do seu nimero USP. Vocé deve substitui-los
antes de resolver esta questao.




(3 pontos) Na defini¢ao de dualidade tratamos as restri¢oes envolvendo A e b de forma
diferente das restricoes de sinal. Em particular, um problema da forma

min 'z
(P)¢ sa Az <b,
x>0

era reformulado como m>1(r)1 max dz+p'(b— Ax). Seria possivel tratar as restrigoes de sinal de forma
z P>

andloga as demais, introduzindo termos de penalizacao correspondentes na fungao objetivo:

zeR™ p<O0
q>0

(min-max) {min max 'z +p'(b— Az) + ¢'(0 — x)
a) Mostre que o problema (min-max) acima é equivalente ao problema (P) original.
Dica: considere a funcao h(z) = maxc'z + p/(b — Az) +¢'(0 — ).
p<

q>0

b) Mostre que o dual dessa formulagao, dado por

max min ¢’z + p'(b — Az) + ¢'(0 — z)

p<0 gzeR"™
|1

q=>0
. / / / /
maxmin p'b+ (¢ —p'A— ¢z
nax min p'b + (¢’ —p'A —q')
q=>0

é equivalente ao dual de (P) de acordo com a definigao original.

dr  seAx <b, >0

a) Vamos mostrar que h(zx) = { Voo caso contrdrio

Suponha que x satisfaz Axr < b, x > 0. Nesse caso, Vp < 0 e Vg > 0 teremos que
P (b—Ax)+¢(0—x) <0, sendo que o mdximo dessa expressao € atingido quando p =0
eq=20. Logo
o / 11 i o 1y i o
h(x) —rgggcca:—i—p(b Az)+ ¢ (0 —z) = cx—l—rggoxp(b Az) 4+ ¢'(0 —z) = .

q>0 q>0

Por outro lado, se x viola alguma restricao, verificamos que o maximo acima vale +00,
PO1S
1. se A;x > b; para algum i, entdo podemos construir uma sequéncia que leva a
expressao do max para +oo, tomando p; — —o0 ep; =0, Vj #1i, e ¢ = 0.
2. se x; < 0 para algum i, entao tomando p = 0 e ¢ — +oo, ¢; = 0, Vj # i,

construimos uma sequéncia que leva o max da expressao que define h(x) para +oo.

Assim, o problema (min-mazx) m}?n h(z) € equivalente ao problema (P).
z€R"™



max p'b
b) O dual de (P) sequndo a definicao original é (D){ s.a Ap<c .
p<0
Considere a func¢ao g(p,q) = m}?n po+ (' —p'A—¢)x. Vamos mostrar que g(p,q) =
zeR™

pb seApt+qg=c / . ST A
{ oo caso contrdrio Suponha que A'p+ q = c¢; entao ¢ — p'A — ¢ =0, e portanto

9(p,q) = min p'b + (¢ = p'A = ¢)z = p'b+ min 0'z = p'b.
z€R™ z€R™

Por outro lado, se ¢; — p'A* — q; # 0 para algum i, podemos levar o min da definicdo
de g(p,q) para —oo, tomando x; — +oo e x; = 0, Vj # i; escolheremos o sinal de x;
contrdrio ao da expressao c; — p' At — q;, de tal forma que

lim p'b + (¢ — p'A — ¢ )o = p'b+lim(c; — p'A" — g;)a; = —oc.

max p'b
. : ssa Ap+qg=c
Logo o problema mgoxg(p, q) € equivalente a (D) » <0 que por sua vez
p=
q=> -
0 q Z 0

é equivalente ao problema (D), interpretando o vetor q como varidveis de folga.



(4 pontos) Considere o (PLC) minc'z s.a Az =b, x > 0, onde

- —Z—]—2 -

i+j+3

S O =N

a) Verifique se a base {z3, x4} possui viabilidade primal e/ou viabilidade dual, e aplique o simplex
tabular correspondente (primal ou dual) a partir desta base.

—i—j—2 7

b) Substituindo b por , verifique se a base obtida no item (a) preserva viabilidade primal
i+j+1

e/ou viabilidade dual, e apliqué o simplex correspondente para o novo problema a partir daquela
base. Dica: B™! est4 no tableau.

¢) Substituindo ¢ por (—1,1,0,0)’, verifique se a base obtida no item (b) preserva viabilidade primal
e/ou viabilidade dual, e aplique o simplex correspondente para o novo problema a partir daquela
base. Dica: p’ = (0,1) no célculo dos novos custos reduzidos.

Observacao importante: sequéncias de tableaux sem explicacao textual ou sem conclu-
sao textual nao serao considerados. Escreva as formulas literais antes de recalcular os
tableaux nos itens (b) e (c).

—i—j—2
i+j+3
disso, cg = 0, logo @ = ¢ — dgB™'A =¢ =(2,1,0,0) > 0, que € vidvel dual. Assim
podemos aplicar o simplex dual.

o 2 1 0 0

— z3 < 0 sai da base
3 :,_Z-,]_Q -1 10 Ty entra pois é o min,, o
Ty :Z+]+3 -1 1 0 1

a) Temos B = I e portanto g = B™'b = { } 7 0, que € invidvel primal. Além

|vi]

=521 1 0 1 0 Tableau étimo (pois xp > 0)
To =i+j+2 | 1 1 -1 0 Solugao dtima: z* = (0,4 j +2,0,1)
xy=1-2 0 1 1 Valor otimo: i+j+2



b) Com o novo vetor b temos xrg = B™'b = _i (1) [;E{F—ﬂ = {”jfz} # 0 que é

inviavel (primal). Como ¢ nao depende de b, a base {xq, x4} permanece vidvel dual e
podemos aplicar o simplex dual:

2| 1 0 10 .
tp=ttyre) 1110 ? Zn(t)rsa;édg Sfjgo com v; <0)
x4 =-1 0 1 1 ! '
<5250 0 % 1 Tableau dtimo (pois xp > 0)
Ty =i+j+1.5|0 1 —5 3 Solugdo dtima: z* = (1,i+ j+1.5,0,0)
=21 0 —5 —3 Valor étimo: i+j+2.5
1 1
¢) Com o novo vetor ¢ temos ¢z = (1,—-1) e B7' = | '} % ], logo p = dgB™! =
1 1 ’ ’
1 —1][ ? %]:[Ol]. Assim
T2 T2
G3=c3—pAP=0-[01]];| =0
Gi=ci—pA*=0-[01]|% =-1<0

Assim a base perde viabilidade dual, mas ndo primal (pois xp nao depende de c), e
portanto podemos aplicar o simplex primal.
1|00 0 -1
o —itjt15] 0 1 _% ; T4 emﬁm/na /l)a§e (pois ¢4 < 0)
2 T sai (€ o unico com u; > 0)
10 —3
2

1
$1:§

Tableau ilimitado!

c3 < 0 wndica que a diregao bdsica d associada
€ de descida, enquanto u < 0 indica que x + ad
€ viavel para qualquer o > 0

Valor otimo: —oo

i++2]0 2 -1
xy =2+2+3 | 0 2 -1
xy =i+j+2 |1 1 1

S =RID



(3 pontos) Considere um (PLC) com uma unica restrigao de igualdade:
min chmi
i=1

n

s.a Zaixi =0,
i=1
x>0,

(PLC)

esuponhaqueb > 0,c>0equea # 0ea £ 0 (ouseja, a possui componentes positivas e negativas).
a) Escreva o dual deste (PLC), exibindo separadamente cada restricao.

b) Mostre que o conjunto vidvel dual é um segmento de reta, e determine a solu¢ao 6tima dual.
Dica: considere separadamente os casos a; > 0 e a; < 0.

c¢) Escreva as condigoes de folgas complementares usando a solugao 6tima dual.

d) Use as condigoes do item (c) para obter uma solugdo primal, e mostre que a solugao obtida é
otima no primal.

max p'b = pb
ap < ¢
azp < ¢
a) O dual do (PLC) € { s.a Ap<c= .
anp < Cn
p€R

b) O sistema {a;p < ¢;}1, € equivalente a

pg(% Ya; > 0
pz—ﬁ Va; <0

a;

(observando que se a; = 0 entao a restricao a;p = 0 < ¢; € automaticamente satisfeita).

Logo o poliedro dual é
Ci . G
I G A -t
(R ima{ T <r<min (T}

que € um segmento de reta. Como b > 0, o problema max pb vai selecionar o extremo
: ‘ o a iy .
superior do intervalo, ou seja, p* = ming, o {a—z}, com valor étimo p*b.

c) As condigoes de folgas complementares para este problema sao

(FC) { p(b— X aw;) =0

xi(c; —a;p) =0 i=1,...,n

a;

Substituindo p* = ming, <o {C} > (0 teremos que o sistema se reduz a

Z?:l a;x; =b
(#6) { i =0 se a;p* # ¢; (em particular Va; < 0)

6



d) O sistema do item (c) € equivalente a x; = 0, Vi t.q. a;p* # ¢; e Y1, a;x; = b. Seja
k um indice qualquer que realiza o min da defini¢ao de p* (ou seja, tal que p* = Z—’Z
com ap > 0). Definindo xp = % > 0ex; =0, Vj # k, teremos que x verifica as
condigoes de folgas complementares do item (c), é vidvel no (PLC) do enunciado (pois

1T = apTy = aki =bex >0) e além disso, possui como valor de fungao
objetivo cpxy = ck% = p*b, que é o valor otimo dual. Isso garante que o vetor x assim
construido é solugao dtima do (PLC).



