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Resolugoes

1. Mostre que a gramética
S — aSbS | bSaS |\

gera a linguagem das palavras que tem o mesmo ntmero de ocorréncias de letras a e b.

Seja L a linguagem dada pela gramatica e I a linguagem das
palavras que tem o mesmo niimero de ocorréncias de letras a e b.

Como cada produgao introduz o mesmo numero de a e b, segue facil
por inducao que toda forma sentencial da gramatica tem o mesmo
nuimero de ocorréncias de letras a e b, logo L C I.

Agora, vamos mostrar, por indugdo, que se x € I, entdao x € L. A
base é x = A, claro. Vamos denotar f(z) = |z|, — |2y, para cada
palavra z; assim, z € I se e s6 se f(z) = 0.

Assim, dado z € I, x # )\, seja w o menor prefixo nao vazio de x que
estd em I; entdo x = wu, e claro que u € 1.

Pela escolha de w, |u| < |z|, logo, pela HI, u € L. Vamos escrever
w = ozT, onde o e T sao letras. Entao,

0= f(w)= f(o)+ f(r) + f(2). Vamos considerar as quatro
possibilidades para o par (o,7):

(a) w = aza. Nesse caso, f(z) = —2. Entao, z tem um prefixo y tal
que f(y) = —1, e ay é um prefixo de = em I, mais curto que w.
Isso contradiz a escolha de w, portanto este caso nao pode
ocorrer.

(b) w = bzb. Anélogo ao caso anterior.

(¢c) w = azb. Entao, f(z) =0, logo z € I, e pela HI, z € L. Entao,
temos derivacoes S =* z, S =* u, e podemos combiné-las em
S = aSbS =* azbS =" azbu = x.

(d) w = bza. Andlogo ao caso anterior.



2. Considere a linguagem L = {a'b/c¥ | 4,5,k > 0,i = jouj = k}.

(a)

Dé uma gramadtica que gera L, com no maximo 6 nao-terminais. Nao se esqueca de

mostrar, ainda que informalmente, que a gramatica estd correta.

S — TC|AW
A — aA| A
C — cC|A
T — aTb| A\
W — bWelA

Para verificar a corretude, note que L = L1 U Lo, onde

Ly = {a’bic* | i,k >0} e Ly = {a'b¥cF | i,k > 0}. J4 cansamos
de ver que a linguagem gerada a partir de T é o velho AnBn, e a
partir de C se gera c*, logo, S = TC =* z, se e s6 se x € L.
Analogamente, S = AW =" x, se e s6 se x € Ls.

Mostre que a gramadtica da primeira parte é ambigua (existe um teorema que
garante isso, mas o que eu quero é um exemplo explicito).

Abaixo estdao duas derivagoes de abe, que claramente tém
arvores distintas:

S =TC = aTbC = abC = abeC = abc
S = AW = aAW = oW = abWec = abce



3. Dé um algoritmo que, dada uma gramética livre de contexto, decide se ela gera a palavra
A (além de, possivelmente, outras). O algoritmo deve ser polinomial no tamanho da
gramdtica. Para fins da andlise, o tamanho de uma gramatica é a soma dos
comprimentos do lado direito das produgdes com o numero de produgodes. Vocé pode
supor que tanto terminais como nao terminais sdo tipos simples; em particular, pode

usar, se quiser, vetores indexados por terminais e ndo terminais.
Em alto nivel:

Comece marcando todos os ndao-terminais A tais que existe uma
producao A — )\, deixando os outros desmarcados (rodada 1).
Prossiga por rodadas. A cada rodada, examine os nao-terminais
desmarcados.

Se, examinando A, encontra-se uma produgao da forma A — w, em
que w é uma palavra formada sé por nao-terminais desmarcados,
marca-se A.

Condigoes de parada:

e Se em algum momento marca-se S, retorna sim.

e Se em alguma rodada ninguém é marcado, retorna nao.

Corretude: claro que se A é marcado, entdao A =* \. Agora, para
cada nao-terminal A tal que A =* A, seja r(A) o comprimento da
menor derivacao dessas; claro que para qualquer outro nao-terminal
B que ocorre nessa derivagao, r(B) < r(A). Vamos mostrar que
nesse caso, A é marcado numa rodada k, para algum k < r(A). Isso
porque uma tal derivagdo comeca por A = w, onde w é formada sé
por nao-terminais, e todos eles derivam A, logo sdo marcados em
rodadas de indice < r(A).

Tempo: seja n o nimero de nao-terminais e N o tamanho da
gramatica. Claro que existem no maximo n rodadas, e, com uma
estrutura de dados bem boba, cada rodada leva no maximo tempo
N. Assim, o tempo total é O(nN) = O(N?), jA que n < N.

Baixando um pouco o nivel, e implementando com um pouco de
cuidado:

marca ¢ um vetor booleano indexado por nao-terminais

num outro vetor indexado por nao-terminais, cada posicao vai
conter uma lista de conjuntos: para cada producdo A — w, em
que w é uma palavra formada sé por nao-terminais diferentes de
A, adiciona-se a lista de A o conjunto dos nao-terminais que
ocorrem em w. Isso pode ser feito em tempo linear no tamanho
da gramatica. Um conjunto pode ser implementado por uma
palavra em nao-terminais.

QOutra forma de enunciar a mesma idéia:

Mantém um conjunto M, de nao-terminais.
para cada producdo A — w tal que A € M

apague em w todos os nao-terminais que estao em M

se w virar A, adicione A a M

Organize rodadas e combine isso com as condigoes de parada
acima



4. Mostre que {wp(w)w | w € £*} é livre de contexto, se e s6 se |L| = 1. S6 para lembrar:

p(w) é o reverso de w.

Seja L = {wp(w)w | w € £*}. Se |¥| =1, w = p(w) para toda w; se
Y = {a}, entdo L = (aaa)*, que é regular, portanto LC.

Se |X| > 1, sem perda de generalidade podemos supor que {a,b} C .
Aqui segue uma idéia geral para demonstracoes de que L nao é LC.

Seja H = LN R, onde R é regular; se mostrarmos que H nao é livre
de contexto, segue que L também nao é. Escolher bem R pode fazer
uma grande diferenca. Por exemplo, no caso, eu escolheria uma R
que limitasse o nimero de alternancias de a e b.

S6 com essa hipdtese. suponha que H seja LC, e seja N dado pelo
Lema do Bombeamento. Considere uma palavra x € H grande, e
sejam v e t os trechos bombedveis. Se algum deles contém um
segmento ab ou ba, ao bombear resultam palavras em que o nimero
de alternancias de a e b é ilimitado, caindo fora de R, portanto fora
de H. Assim, cada uma de v e t estd em a* ou b*.

Para completar a demonstragao, é preciso especificar melhor R e
depois z. Aqui vao dois exemplos:

(a) R=a"bta™bt.
Antes de mais nada, note que se wp(w)w € R, entao
necessariamente w = a’t/ para alguns i, j, logo
H = {a'b¥a*V | i,j > 0}. Escolha

NN 2NN = aNpN p(aNbN)aVbY; observe que v e t tém
que estar em um segmento de comprimento < N, assim nao
podem ser constituidas da mesma letra. Pela simetria da
situacdo, podemos supor que v = a', t = b/, e pelo menos um
entre ¢ e j é positivo, digamos que ¢ > 0. Ao bombear, um dos
blocos de a cresce, e 0 outro nao, e com isso se sai de H. Isto é
uma contradigao com a afirmativa de que v e t sao trechos
bombedveis, logo H nao é LC.

(b) R = ab*aab*aab*a.
Numa palavra em H o w correspondente tem que ter
exatamente 2 a’s, portanto tem que ter a forma ab™a. Dai segue
que H = {ab"aab™aab™a | n > 0}. Assim, trechos bombedveis
tém que estar em b*. Mas ao bombear, pelo menos um bloco de
b’s cresce e no maximo dois, assim o resultado sai de H. Segue,
novamente, que H nao é LC.

r =a



